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1.PRESENTACION DE LA ASIGNATURA

Bienvenidos a la asignatura de Métodos Mateméaticos V!

El contenido de esta asignatura es Célculo Tensorial y Geometria Diferencial. Posiblemente la segunda
parte de la asignatura necesite poca presentacion. En Geometria Diferencial vamos a estudiar
principalmente las propiedades de curvas y superficies, las distintas formas que existen para definirlas
(paramétrica, implicita) y sus principales propiedades (p. €j. su curvatura). El interés de esto en fisica
es evidente, desde los cursos mas basicos de fisica se emplea el concepto de curva para describir las
trayectorias de objetos maviles, o las lineas de campo para la descripcion de campos vectoriales. En
cuanto a las aplicaciones del estudio de superficies podemos considerar, p. ej., su uso para la
descripcion de campos escalares (como el potencial eléctrico), por medio del estudio de las superficies
equipotenciales.

Uno de los conceptos mas basicos en relacion a la geometria de curvas es el de su longitud, que
corresponde a la distancia recorrida si suponemos que la curva en cuestion es la trayectoria de un
movil, también veremos p. ej. como pueden calcularse la curvatura y torsioén de una curva. En el caso
de las superficies aparecen otras magnitudes interesantes que veremos en esta asignatura. Por
ejemplo, estudiaremos coOmo se calcula la longitud de una curva definida sobre una superficie
determinada, como se describe la curvatura de una superficie, cdmo se calcula su area, o como se
calcula el angulo formado por dos curvas que se cruzan en un punto determinado, o cudl es la curva
mas corta contenida en una superficie que une dos puntos dados de dicha superfice. Todo ello con
diversas aplicaciones en fisica. Por ultimo veremos las herramientas necesarias para la descripcion y el
célculo con campos (p. ej. escalares o vectoriales) definidos sobre superficies, para lo cual haremos
uso del Calculo Tensorial estudiado en la primera parte.

La primera parte de esta asignatura es algo mas abstracta y posiblemente requiera mayor esfuerzo.
En esta parte combinaremos conceptos sobre espacios vectoriales y aplicaciones lineales con
conceptos de calculo infinitesimal. El estudio de los tensores aparece de forma natural cuando se
consideran cambios de base en espacios vectoriales. En este sentido estudiaremos como se
transforman los objetos tensoriales definidos sobre un espacio vectorial bajo un cambio de base de
dicho espacio, en funcién del rango tensorial del objeto de que se trate. En particular, veremos el
caso de los tensores de orden O (es decir, escalares), que son invariantes bajo cambios de base; el
de los tensores de orden 1 (vectores), y el de los tensores de orden 2 (aplicaciones lineales). A
continuacion consideraremos el caso de tensores definidos como funcidon del punto en el espacio
vectorial (por ejemplo el potencial eléctrico, que es un campo escalar, o el de un campo de velocidades
en un fluido, que es un campo vectorial), y veremos cémo se transforman estos campos bajo un
cambio de base definido como funciéon del punto. Esto nos permitira aplicar las herramientas
habituales del calculo vectorial (gradiente, divergencia, rotacional, laplaciano) al caso de campos
definidos sobre supericies diferenciables.

La relevancia en fisica del Calculo Tensorial es enorme. En general todas las magnitudes fisicas que se
manejan a diario son objetos matematicos con rango tensorial bien definido, es decir, son tensores.
Por ejemplo ya hemos mencionado que los escalares son tensores de orden O (temperatura, masa,
densidad), los vectores son tensores de orden 1 (velocidad, aceleracion, fuerza) y las aplicaciones
lineales son tensores de orden 2 (tensor de deformaciéon en mecanica del continuo, tensor de



velocidad de deformacion en mecanica de fluidos, tensor de tensiones). El Célculo Tensorial resulta
indispensable siempre que trabajemos con este tipo de objetos y vayamos a aplicar cambios de base,
lo cual es muy frecuente en fisica. Esto es lo que sucede por ejemplo cuando tenemos que resolver
problemas en dominios espaciales con una forma geométrica que obliga (o al menos aconseja) el uso
de coordenadas diferentes de las cartesianas (son archiconocidos los casos de simetria cilindrica o
esférica, pero hay innumerables ejemplos aparte de estos). El Calculo Tensorial es indispensable para
el estudio de la Teoria General de la Relatividad, pero también encuentra aplicaciones en otras ramas
de la fisica, como la Mecénica de Fluidos, el Electromagnetismo o la Termodinamica, tal y como iremos
mostrando a su debido tiempo.

2.CONTEXTUALIZACION EN EL PLAN DE ESTUDIOS

Métodos Matematicos IV es una asignatura de caracter basico de la rama de Ciencias que se imparte
durante el primer semestre del tercer curso del grado en Fisicas. Tiene asociados 6 créditos ECTS (de
30 horas cada uno) y no tiene préacticas de laboratorio. En esta asignatura se combinan y generalizan
diversos conceptos estudiados en algebra con herramientas de calculo infinitesimal estudiadas en
andlisis matematico. Todo ello se aplica al estudio de curvas y supericies y calculo con campos
tensoriales (en particular escalares y vectoriales) en coordenadas generalizadas.

Los conceptos introducidos en esta asignatura forman parte del lenguaje basico de multitud de ramas
de la fisica, en particular de las relacionadas con mecanica (p. ej. mecanica de fluidos),
electromagnetismo, o relatividad. Por tanto, los conocimientos matematicos adquiridos en esta
asignatura seran de gran utilidad en diversas asignaturas del grado. Aunque el temario de esta
asignatura versa sobre conceptos matematicos abstractos, en el curso se hara especial énfasis en las
aplicaciones y relevancia de estos conceptos en fisica, conectando de esta forma los conocimientos
adquiridos en esta asignatura con los requerimientos de calculo necesarios para otras asignaturas del
grado.

3.REQUISITOS PREVIOS REQUERIDOS PARA CURSAR LA ASIGNATURA

Esta asignatura no tiene requisitos previos. De todas formas, para el estudio con aprovechamiento
de esta asignatura resulta mas que recomendable tener un buen dominio de algebra y calculo con
funciones de varias variables. Nuestra recomendacion es iniciar el estudio de esta asignatura una vez
se hayan superado las de algebra y analisis matematico de primero y segundo.

4. RESULTADOS DE APRENDIZAJE

Tras cursar y superar esta asignatura, el estudiante habrd cumplido con los siguientes objetivos de
aprendizaje:

1. Reconocer objetos matematicos con rango tensorial bien definido, identificando correctamente los
comportamientos covariante/contravariante. Realizar operaciones de calculo basicas con estos
objetos.

2. Aplicar correctamente las reglas de transformacion para objetos tensoriales bajo cambios de base.

3. Resolver problemas de calculo con campos tensoriales en coordenadas generalizadas (concepto y
aplicaciones de la derivada covariante).

4. Analizar curvas regulares en R”™3 por medio de las representaciones habituales




(paramétrica/implicita). Calcular los vectores tangente, normal y binormal, emplear el triedro moévil (o
de Frenet). Medir de longitudes de curvas, emplear el parametro "longitud de arco".

5. Analizar superficies regulares en R™3. Aplicacion de la primera y segunda forma fundamental para
la medida de longitudes, areas y curvaturas. Calcular la curvatura de superfies incluyendo: curvaturas
principales y direcciones principales de curvatura, curvatura media y curvatura de Gauss (clasificacion
de superficies).

6. Aplicar el concepto de curvas geodésicas (y curvatura geodésica) definidas sobre una superficie
para la descripcion de superficies por medio de coordenadas geodésicas (geometria intrinseca).

5.CONTENIDOS DE LA ASIGNATURA

Primera Parte. Calculo Tensorial:

1. Espacios vectoriales, norma, producto escalar, distancia. Bases, bases ortonormales. Espacios no
euclideos: base dual y tensor métrico.

2. Cambios de base: concepto de tensor, criterios de tensorialidad. Comportamientos covariante y
contravariante. Aplicaciones al caso de escalares, vectores, aplicaciones lineales, generalizacion a
tensores r-covariantes s-contravariantes. Tipos de tensores (simétricos, antisimétricos, is6tropos),
tensor alternante de Levi-Civita (producto vectorial en R™3).

3. Algebra tensorial. Producto tensorial (producto directo o de Kronecker), producto de contraccion.
Contraccion con el tensor métrico: subida y bajada de indices.

4. Generalizacion al caso de campos tensoriales. Fibrado tangente, bases, métrica del fibrado
tangente. Conexion: Simbolos de Christoffel. Cambios de base en el fibrado tangente. Componentes
fisicas de tensores (Simbolos de Christoffel fisicos).

5. Derivacion de campos tensoriales: Concepto de Derivada Covariante. Aplicacion de la derivada
covariante al calculo de primeras y segundas derivadas de campos tensoriales.

6. Definicion tensorial de los operadores diferenciales habituales (gradiente, divergencia, rotacional,
laplaciano). Calculo en coordenadas generalizadas y en componentes fisicas.

Segunda Parte. Geometria Diferencial:
1. Concepto de curva. Representaciones paramétrica e implicita. Curvas regulares de clase C™m.

Parametro longitud de arco, proyecciones ortogonales.

2. Curvatura y torsion. Vector tangente (linea tangente y plano normal), vector normal principal
(plano osculador, circunferencia osculatriz) y vector binormal (plano rectificador). Triedro de movil (o
de Frenet). Indicatriz esférica.

3. Teoria de curvas. Ecuaciones de Frenet. Ecuaciones intrincecas de una curva. Teorema fundamental



de existencia y unicidad de curvas. Curvas involutas y evolutas.

4. Concepto de superficie. Representacion paramétrica regular. Cambios de coordenadas (mappings).
Superficies simples. Vectores tangentes (lineas tangentes, plano tangente), vector normal (linea
normal). Derivadas direccionales del vector normal.

5. Primera y segunda forma fundamental de una superficie (medida de longitudes de arco, areas y
curvatura de superficies). Lineas principales de curvatura, curvaturas principales, formula de
Rodrigues. Curvatura media, curvatura de Gauss. Clasificacion de puntos regulares de superficies,
lineas asintoticas.

6. Operador de Gauss-Weingarten, ecuaciones de Gauss-Weingarten. Teorema fundamental de
existencia y unicidad de superficies (consecuencias). Aplicaciones del Calculo Tensorial en el estudio de
supericies. Generalizacion al estudio de variedades n-dimensionales (manifolds).

7. Geometria intrinseca de superficies. Mappings (reparametrizaciones o cambios de variable).
Distancia minima entre dos puntos a lo largo de una superficie. Curvas geodésicas, curvatura
geodésica, coordenadas geodésicas. Teorema de Gauss-Bonet.

8. Geometria global.

6.EQUIPO DOCENTE

MANUEL ARIAS ZUGASTI

CRISTINA MARIA SANTA MARTA PASTRANA
PEDRO CORDOBA TORRES

ALVARO GUILLERMO PEREA COVARRUBIAS

7.METODOLOGIA Y ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

La preparacion de la asignatura tiene una vertiente tedrica y otra practica. En primer lugar es
necesario asimilar diversos conceptos matematicos mas o menos abstractos y a continuacion ser
capaz de aplicar estos conceptos para resolver problemas concretos. Como es habitual en las
asignaturas de matematicas, los conceptos abstractos encierran multitud de conexiones,
implicaciones y consecuencias que, aunque estan implicitas en la teoria, no salen a la luz de forma
explicita hasta que un problema concreto las pone de manifiesto. Por este motivo la realizacion de
problemas es la principal actividad de aprendizaje para esta asignatura.

8.EVALUACION

Se podra realizar una evaluacion continua calificativa de manera voluntaria, que consistira en
unas pruebas objetivas en el curso virtual. La fecha de dichas pruebas asi como sus
detalles especificos se anunciaran en el mismo curso virtual. La resolucion correcta de estas
pruebas de evaluacion continua podra incrementar la nota final hasta un maximo de un
punto.

En caso de que el estudiante decida no realizar la evaluacion continua su nota final sera la
que obtenga en la Prueba Presencial, que se realiza en los Centros Asociados y en las
fechas fijadas por la UNED. La mayor parte de la puntuacion de dicho examen presencial
dependera de la resolucién de uno, o varios, problemas concretos, en los que se aplican los




conceptos expuestos en el curso. Ambas partes de la asignatura (Calculo Tensorial y
Geometria Diferencial) seran objeto de examen.

9.BIBLIOGRAFIA BASICA

ISBN(13): 9780070379855

Titulo: DIFFERENTIAL GEOMETRY
Autor/es: Martin M. Lipschutz ;
Editorial: Ed.Mcgraw-Hill, Serie Schaum

Buscarlo en Editorial UNED |

Buscarlo en libreria virtual UNED ||

Buscarlo en bibliotecas UNED I

Buscarlo en la Biblioteca de Educacion

Comentarios y anexos:

La primera parte del curso: Célculo Tensorial, podra estudiarse siguiendo el material disponible en la
pagina web de la asignatura en la plataforma ALF. El enfoque de esta primera parte coincide en gran
medida con el libro de David C. Kay mencionado en la Bibliografia Complementaria. Para un estudio a
nivel mas profundo de esta parte se recomienda el texto clasico de Synge and Schild, y para las
aplicaciones en fisica es especialmente recomendable el libro de Rutherford Aris, ambos en la
Bibliografia Complementaria.

La parte de Geometria Diferencial sigue el texto de Martin M. Lipschutz, publicado por McGraw-Hill
(serie Schaum). Lamentablemente la edicién en esparfiol de este texto clasico esta agotada, motivo
por el cual figura la edicidon original en inglés en la Bibliografia Basica. De todas formas, el texto de
Lipschutz es tan popular y su uso tan extendido que aun hoy pueden encontrarse copias de la
edicion en espariol en las bibliotecas de algunos Centros Asociados.

Para un estudio con mayor profundidad de esta parte del curso recomendamos el texto clasico de
Manfredo P. Do Carmo, citado en la Bibliografia Complementaria.

10.BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

ISBN(13): 9780486636122

Titulo: TENSOR CALCULUS

Autor/es: J. L. Synge And A. Schild ;
Editorial: : DOVER PUBLICATIONS

Buscarlo en libreria virtual UNED ||

Buscarlo en bibliotecas UNED I

Buscarlo en la Biblioteca de Educacién

Buscarlo en Catalogo del Patrimonio Bibliografico




ISBN(13): 9780486661100
Titulo: VECTORS, TENSORS, AND THE BASIC EQUATIONS OF FLUID MECHANICS

Autor/es:
Editorial: DOVER PUBLICATIONS

Buscarlo en libreria virtual UNED |

Buscarlo en bibliotecas UNED I

Buscarlo en la Biblioteca de Educacion

Buscarlo en Catalogo del Patrimonio Bibliografico

ISBN(13): 9788420681351
Titulo: GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES (2)

Autor/es: Do Carmo, Manfredo P. ;
Editorial: ALIANZA EDITORIAL, S.A.

Buscarlo en libreria virtual UNED I

Buscarlo en bibliotecas UNED I

Buscarlo en la Biblioteca de Educacion

Buscarlo en Catalogo del Patrimonio Bibliografico

ISBN(13): 9788476150757
Titulo: GEOMETRIA DIFERENCIAL (1)

Autor/es: - ;
Editorial: McGraw-Hill / Interamericana de Espafa, S.A.

Buscarlo en libreria virtual UNED |

Buscarlo en bibliotecas UNED I

Buscarlo en la Biblioteca de Educacion

Buscarlo en Catalogo del Patrimonio Bibliografico

ISBN(13): 9788476154533
Titulo: CALCULO TENSORIAL : TEORIA Y PROBLEMAS ([trad. de la 12 ed. en inglés])

Autor/es: Abellanas Rapun, Lorenzo ;
Editorial: MACGRAW-HILL

Buscarlo en libreria virtual UNED |

Buscarlo en bibliotecas UNED I

Buscarlo en la Biblioteca de Educacion

Buscarlo en Catalogo del Patrimonio Bibliografico




11.RECURSOS DE APOYO

Aparte de las Bibliografias Basica y Complementaria recomendadas, el principal recurso de apoyo al
estudio sera el Curso Virtual de la asignatura en la plataforma ALF. En él se podra encontrar todo el
material para la planificacion (calendario, noticias, ...) y para el estudio de la asignatura no inclido en la
bibliografia (apuntes, ejemplos, ejercicios, ...) asi como las herramientas de comunicacién, en forma
de Foros, para que el alumno pueda consultar al Equipo Docente las dudas que se le vayan
planteando asi como otras cuestiones relacionadas con el funcionamiento de la asignatura.

Estos foros seran la principal herramienta de comunicacién entre el Equipo Docente y el estudiante.
Por consiguiente, se insta a que el estudiante siga de un modo regular el curso virtual ya sea
mediante visitas periddicas al mismo, ya sea a través de las herramientas de notificaciones
automaticas.

El estudiante también tendra a su disposicion el conjunto de facilidades que la Universidad ofrece a
sus alumnos (equipos informaticos, bibliotecas, ...), tanto en los Centros Asociados de la Uned como
en la Sede Central.

12.TUTORIZACION

El Equipo Docente ofrecera una completa tutorizacion de la asignatura a través de su Curso Virtual.
Este curso virtual serd la principal plataforma de comunicacién entre el Equipo Docente y el alumno. A
través del mismo, el Equipo Docente realizara el seguimiento del aprendizaje de los estudiantes e
informara de los cambios, novedades, asi como de cualquier otro aspecto sobre la asignatura que el
Equipo Docente estime oportuno. Del mismo modo, el estudiante encontrard en el curso las
herramientas necesarias para plantear al Equipo Docente cualquier duda relacionada con la asignatura.

El horario de atencion al alumno por parte del Equipo Docente de la Sede Central sera: lunes (excepto
en vacaciones académicas) de 16:00 a 20:00 horas. En caso de que el lunes sea dia festivo, la
guardia pasara al siguiente dia lectivo. Para cualquier tipo de consulta se recomienda utilizar los foros
de debate habilitados en el Curso Virtual de la asignatura. Estos foros son revisados continuamente
por el Equipo Docente y permiten una comunicacion rapida y directa entre profesores, alumnos y
tutores.
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