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1.PRESENTACION DE LA ASIGNATURA

La geometria es una de las materias centrales de las matematicas. Ademas de ser una de las disciplinas mas antiguas, es

también una de las que ofrece mayor niumero de aplicaciones.

Esta asignatura es una introduccién a la rama de la geometria que se conoce por geometria diferencial. Es la geometria que
surge al utilizar los métodos de calculo diferencial e integral en el estudio de las figuras. Se estudian las curvas y superficies

en el espacio euclidiano tridimensional que son los objetos méas sencillos dentro de este tipo de geometria.

2.CONTEXTUALIZACION EN EL PLAN DE ESTUDIOS

La geometria diferencial de curvas y superficies es la materia donde se introducen por primera vez las herramientas
basicas de geometria diferencial. La geometria diferencial es una de las ramas mas activas en investigacion y tiene
aplicaciones fuera y dentro de las matematicas. Por ejemplo, fuera de las matematicas, en disefio asistido por ordenador
y dentro de las matematicas podemos sefalar que la conjetura de Poincaré, uno de los problemas mas importantes
dentro de la Topologia ha sido demostrado recientemente usando técnicas de Geometria Diferencial.

En cuanto a las competencias generales que se comienzan a cubrir con esta asignatura estan:

1. Conocimientos generales en una de las principales areas de las Matematicas.

2. Saber aplicar los métodos y técnicas matematicas a diversos problemas de la realidad (en esta asignatura se
estdn modelando objetos reales mediante conceptos matematicos, las curvas y superficies son idealizaciones
matematicas de trayectorias y superficies de cuerpos espaciales).

3. Capacidad de enfrentarse con literatura cientifica en varios niveles (en este caso textos cientificos).

4. Capacidad de comunicacion de los resultados en entornos especializados (en la evaluacidon se valorara también

la buena redaccién de las soluciones a los ejercicios propuestos).

5. Iniciacion a la adquisicion de competencia cientifica suficiente para la incorporacion a estudios mas avanzados.

3.REQUISITOS PREVIOS REQUERIDOS PARA CURSAR LA ASIGNATURA

Esta asignatura es integradora y es capaz de reunir y aplicar métodos de campos distintos de las matematicas que el

alumno debe conocer, al menos basicamente.




Es necesario que el alumno tenga conocimientos de algebra lineal, geometria (al menos afin y euclidiana), célculo
diferencial e integral en una y varias variables (incluyendo los teoremas de la funcién inversa e implicita) y es
conveniente tener algunos conocimientos de ecuaciones diferenciales (estos Ultimos pueden ser adquiridos en las
asignatura de “Introduccion a las ecuaciones diferenciales”). También son Gtiles (aunque no imprescindibles) nociones de

topologia tanto general como de superficies.

4.RESULTADOS DE APRENDIZAJE

Conocimientos:

1. Saber que es una curva o una superficie diferenciable.

Conocer los invariantes locales del estudio de curvas y superficies: curvatura, torsiéon, primera y segunda formas
fundamentales, curvatura media y de Gauss.

3. Conocer los teoremas fundamentales y mas importantes dentro de la teoria elemental de geometria diferencial de
curvas y superficies.

Conocer algunos teoremas globales de curvas y superficies.

5. Conocer de modo basico la geometria intrinseca en una superficie, asi como los objetos basicos dentro de esa
geometria: métrica y geodésicas. Saber que la geometria intrinseca en una superficie puede ser muy diferente a la
geometria euclidiana.

6. Conocer el teorema egregio de Gauss y el teorema de Gauss para triAngulos geodésicos y la relacién entre elementos
de geometria intrinseca y curvatura.

7. Conocer el teorema de Gauss-Bonnet y la relacién entre la curvatura y la topologia.

Destrezas y habilidades:

1. Dotar a un objeto de una estructura de curva o superficie diferenciable y asi poder aplicar los métodos del analisis
para la resolucion de problemas referidos a tal objeto.

Definir curvas y superficies por parametrizaciones, atlas y por ecuaciones implicitas.

Céalculo de rectas y planos tangentes y normales.

Céalculo de los invariantes de curvatura para curvas y superficies.

Distinguir graficamente el signo de la curvatura para una curva plana y el signo de la torsiéon en una curva espacial.
Distinguir los puntos de una superficie que son elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos.

Distinguir propiedades e invariantes globales y locales.

Medir angulos y distancias en geometria intrinseca de una superficie.
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Céalculo de geodésicas en ejemplos sencillos.
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Distinguir graficamente lo que es una geodésica en una superficie.
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Relacionar la topologia con la curvatura total de una superficie.




Competencias:

Abre la posibilidad del estudio de la geometria diferencial mas avanzada.
Aplicar a problemas reales (ingenieria, disefio, visiéon por ordenador, teoria de control) herramientas avanzadas de
analisis matematico dotando de estructura diferencial (de curva o superficie) a los objetos dados.

3. Abre la posibilidad de entender la fisica moderna: cosmologia, relatividad, mecéanica.

5.CONTENIDOS DE LA ASIGNATURA

1. Curvas en el plano: En primer lugar se estudia que es una curva plana. A continuaciéon se introduce la recta tangente
como aquella recta que se aproxima mas a la curva. Las parametrizaciones dan la herramienta béasica para enfrentarse con
las curvas y la curvatura es el invariante de geometria diferencial de curvas planas mas importante. El teorema fundamental
de curvas planas, precisamente dice que la curvatura es un invariante para el problema de clasificacion de curvas en el
espacio euclideo y no solo eso, sino que es un invariante completo, es decir, que resuelve completamente el problema.
Finalmente se explica un resultado global de curvas planas para comenzar a percibir la diferencia entre resultados globales y

locales.

2. Curvas en el espacio: Se lleva a cabo un desarrollo paralelo al de curvas en el plano pero introduciendo ahora los
conceptos e invariantes especiales para esta situacidon: plano osculador, vector binormal, torsiéon. Se establece el teorema

fundamental en este caso y se enuncian teoremas globales.

3. Superficies. El concepto de superficie tiene dificultades técnicas especiales que no aparecen en el caso de las curvas y
que se solucionan introduciendo cartas y atlas. Se estudia como definir superficies de modo mas directo como conjuntos de
soluciones de una ecuacién y se ve la equivalencia entre ambas definiciones. Se introduce el plano tangente de modo similar
a lo que ocurria con las curvas. Utilizando la definicion de superficie en el espacio se lleva a cabo una introducciéon a la
nocién de superficie abstracta (sin estar contenida en un espacio) y de variedad de dimensidon cualquiera. Se define el
concepto de orientabilidad y se observa como es algo que no siempre se puede conseguir globalmente. Por dltimo se
estudian las aplicaciones diferenciales entre superficies como los morfismos naturales entre estos objetos.

4. Geometria intrinseca. Se define la primera forma fundamental y se da el método de medida de longitudes, angulos y
areas dentro de una superficie: es decir se muestra como hacer geometria plana dentro de una superficie. Las geodésicas
son las curvas que desempefan el papel de las rectas dentro de la geometria intrinseca. Las coordenadas geodésicas
constituyen unas cartas bien “adaptadas” a la geometria intrinseca y son de gran utilidad en el ultimo capitulo. Por aGltimo las
isometrias son las transformaciones de las superficies que conservan la geometria intrinseca.

5. En este capitulo se introducen los invariantes locales de la geometria diferencial de superficies. En primer lugar se
realiza un estudio de la superficie llevando a cabo cortes normales que pasen por un punto, es como si hiciéramos una
tomografia, y asi se definen las curvaturas normales (curvaturas de las curvas obtenidas al hacer las secciones normales) y
la segunda forma fundamental. Por otro lado se introduce el operador de Weingarten como un endomorfismo del plano




tangente en un punto que surge al estudiar la variacion del vector normal. Asi las curvaturas principales son las curvaturas
normales extremales o por otro lado los autovalores del endomorfismo de Weingarten (teorema de Olinde Rodrigues). Se
introducen la curvatura media y la curvatura de Gauss como la media de las curvaturas normales o el producto de dichas
curvaturas respectivamente. Se interpreta geométricamente el signo de la curvatura de Gauss y en el caso de ser negativa
(puntos hiperbdlicos) se introducen las direcciones y lineas asintéticas. Finalmente se establecen y estudian algunos
teoremas globales para superficies.

6. Se estudian las condiciones para que dos funciones puedan ser formas fundamentales de superficies (condiciones de
compatibilidad). A partir de estas condiciones se establece el teorema fundamental de superficies. Como subproducto se
tiene el teorema egregio de Gauss: la curvatura es un invariante de la geometria intrinseca de la superficie. Para estudiar
mejor la relacion entre curvatura y geometria intrinseca se establece el teorema de Gauss para triangulos geodésicos
que relaciona la medida de los angulos de un triAngulo geodésico con la curvatura de la superficie sobre el triAngulo. Por
dltimo se estudia el teorema de Gauss-Bonnet global que relaciona la topologia de una superficie con la integral de la
curvatura de Gauss sobre toda la superficie o curvatura total. De este modo se pone punto final con una profunda relacién
entre geometria y topologia.
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7.METODOLOGIA Y ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

El sistema fundamental de aprendizaje es la lectura y estudio del texto base por parte del alumno. Aunque cada alumno
puede tener su método propio de estudio se recomienda que se lleve a cabo en cuatro fases:

Primera fase: En una primera lectura se debe leer despacio parandose en la comprension de las definiciones y
desarrollando personalmente los ejemplos. Una vez bien comprendidos los enunciados se llevard a cabo una

lectura compresiva de las demostraciones que se especifican en la guia del curso en la virtualizacion.

Segunda fase: una segunda lectura, donde se afianzaran los puntos mas importantes no siendo necesario el

estudio de muchos puntos cuya comprension completa se ha llevado a cabo en la primera lectura.

Tercera fase: realizacion de ejercicios recomendados. Es conveniente enfrentarse al mayor niumero posible de
ejercicios de acuerdo con el tiempo disponible y la capacidad. Se proponen varios ejercicios recomendados por
capitulo. Su realizaciéon es considerada como una verdadera prueba de evaluaciéon a distancia. El alumno debe

ser capaz de comprender estos ejercicios por su cuenta.

Cuarta fase: Consulta de exdmenes de afios anteriores y autoevaluaciéon usando dichos examenes.

8.EVALUACION




Se llevara a cabo mediante una prueba presencial que constara de dos ejercicios y una pregunta teoérica.

Uno de los ejercicios o preguntas sera sobre curvas y los otros dos sobre superficies.

La prueba durara dos horas.

También se realizard una prueba de evaluaciéon continua que se anunciara en la virtualizacion de la asignatura.
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10.BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

Comentarios y anexos:

Amores Lazaro, A.M., Curso basico de curvas y superficies, Sanz y Torres, Madrid 2001.

Cordero, L.A., Fernandez, M., Gray, A., Geometria diferencial de curvas y superficies con Mathematica, Addison-
Wesley Iberoamericana, S. A., Wilmintong, Delaware, E. U. A., 1995. En este libro son de destacar las figuras
obtenidas con Mathematica y el ofrecer el ordenador como medio constante de experimentacion.

do Carmo, M. P., Geometria diferencial de curvas y superficies, Alianza Universidad Textos, Madrid 1990. Es uno
de los grandes cléasicos en la materia pero como todos los deméas, mucho mas duro que el texto base.

Hsiung, C-C., A first course in Differential Geometry, International Press, Cambridge MA, 1997.

Millman, R. S. and Parker, G. D., Elements of Differential Geometry, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ., 1977.
Montiel S. y Ros A., Curvas y superficies, Proyecto Sur de Ediciones, S. L., Granada 1997. Es un estupendo texto
que pone énfasis sobre todo en teoremas de caracter global y de geometria extrinseca.

O’Neill, B., Elementos de geometria diferencial, Noriega-Limusa, Mexico 1990. Se trata de un libro excelente y
otro de los clasicos como el do Carmo o el Struik.

Struik, D.J., Lectures on classical differential geometry, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1961. Es un
libro excelente en todos los sentidos.

Thorpe, J.A., Elementary topics in differential geometry, U.T.M., Springer-Verlag, New York 1979.

Ventura Araujo, P., Geometria Diferencial, IMPA, Rio de Janeiro 1998.

- Libros de ejercicios:

Fedenko, A. S., Problemas de geometria diferencial, Editorial Mir, Mosci 1991.

Lipschutz, M., Geometria Diferencial, Serie Schaum, MacGraw-Hill, México 1971. Tiene ademas una parte tedrica
muy aceptable.

Lépez de la Rica, A. y de la Villa Cuenca, A., Geometria Diferencial, Universidad Pontificia de Comillas, Madrid,
1997.




11.RECURSOS DE APOYO

12.TUTORIZACION

Se llevara principalmente por la virtualizacién de la asignatura.

Extraordinariamente también se puede utilizar el teléfono: 91 3987224 o el correo electrénico:

acosta@mat.uned.es

13.Recomendaciones

Se recomienda visitar periédicamente el Curso Virtual de la asignatura.

Ambito: GUI - La autenticidad, validez e integridad de este documento puede ser verificada mediante
042E052FEA3E039D9CF74C763DB7B42A

el "Cédigo Seguro de Verificacion (CSV)" en la direccion https://sede.uned.es/valida/
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