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Capitulo 3

Estimacion por Intervalos de
Confianza

3.1. Introducciéon

En el capitulo anterior estudiamos la Estimacion por punto de las carac-
teristicas o parametros de la poblacién que queremos investigar y asi dijimos
que, si queremos estimar la media p de una poblacion, debemos utilizar la
media T de una muestra representativa extraida de la poblacién en estudio.
No obstante, raramente la estimacién por punto coincidira exactamente con
el pardametro a estimar, es decir, rara vez la media de la muestra seleccionada
al azar sera tal que T = p. Sin duda, es mucho més interesante realizar la
inferencia con un intervalo de posibles valores del parametro —al que denomi-
naremos Intervalo de Confianza—, de manera que, antes de tomar la muestra,
el desconocido valor del pardmetro se encuentre en dicho intervalo con una
probabilidad todo lo alta que deseemos.

Asi por ejemplo, es mucho maés deseable afirmar que la media poblacional
i estd entre T—0'1 y T+ 01, con probabilidad 099, que dando un valor
concreto como estimacion puntual de ., el cual es posible que esté muy alejado
del verdadero.

Con objeto de aumentar la precisién de la inferencia, seran deseables in-
tervalos de confianza lo mas cortos posible.

No obstante, la longitud del intervalo de confianza dependera de lo alta
que queramos sea la probabilidad con la que dicho intervalo —cuyos extremos
son aleatorios— cubra a p y, por tanto, del modelo que elijamos para explicar
la variable en estudio. Asi por ejemplo si queremos determinar el intervalo de
confianza para la media de una poblacion normal de varianza conocida o, éste
serd,

47



48 La interpretaciéon de los datos

_ o _ o
x_za/2ﬁax+za/2%

en donde z, /o es, como dijimos en el capitulo anterior, el valor de la abscisa
de una N(0,1) que deja a su derecha —bajo la funcién de densidad— un &rea
de probabilidad «/2.

Como se ve, la longitud del intervalo de confianza, es decir, la diferencia
entre el extremo superior y el inferior,

o
2 20/ %

depende de la probabilidad 1 — « elegida en su construccion, a la que deno-
minaremos coeficiente de confianza, y del tamafio muestral (a mayor tamano
muestral n, menor sera la longitud del intervalo).

Para un tamano muestral fijo, cuanto mayor sea el coeficiente de confianza,
mas grande serd z, /o y por tanto, mayor su longitud. Por tanto, antes de cons-
truir un intervalo de confianza, habra que prefijar cuidadosamente el valor del
coeficiente de confianza de manera que la probabilidad con la que confiamos el
intervalo cubra al desconocido valor del parametro sea alta, pero conservando
inferencias validas.

Asi, de poco interés resultard concluir que hay probabilidad 0'999 de que el
intervalo (en metros) [ —2,Z+ 2], cubra la estatura media de la poblacién.

Los coeficientes de confianza que se suelen considerar son 0'90, 0'95 y 099,
aunque esto dependera del investigador, el cual debera tener siempre en cuenta
los comentarios anteriores. Por ejemplo, una varianza poblacional o pequeifia o
un tamano muestral grande pueden permitir un mayor coeficiente de confianza
sin un aumento excesivo de la longitud del intervalo.

Formalmente definimos el intervalo de confianza para un parametro 6 de
la siguiente manera.

Definicién

Supongamos que X es la variable aleatoria en estudio, cuya distribucién
depende de un parametro desconocido #, y Xji,.., X,, una muestra aleatoria
simple de dicha variable.

Si Ty (X, ..., Xn) y To(X1, ..., X5) son dos estadisticos tales que

P{Tl(Xl, ,Xn) < 0 < TQ(Xl, ,Xn)} =1—«

el intervalo

[Tl(il?l, ,.’L‘n) 3 Tg(xl, ,.’L‘n) ]
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recibe el nombre de Intervalo de Confianza para 6 de coeficiente de confianza
1—a.

Obsérvese que tiene sentido hablar de que, antes de tomar la muestra, el
intervalo aleatorio

[T1( X1, Xn) , To(X1, .y X)) |

cubra al verdadero y desconocido valor del parametro 6 con probabilidad 1 —«
pero, una vez elegida una muestra particular x1, ..., x,, el intervalo no aleatorio

[Tl(xl, ,xn) R Tg(ajl, ,ZEn) ]

cubrird o no a 6, pero ya no tiene sentido hablar de la probabilidad con que
lo cubre.

Es decir, podemos hacer afirmaciones del tipo de que en un 100(1 — a) %
de las veces, el intervalo que obtengamos cubrird al pardmetro, pero nunca
de que, por ejemplo, hay probabilidad 1 — « de que el intervalo de confianza
[1'65 , 1'83] cubra al pardmetro, ya que los extremos de este ultimo intervalo
—vy como siempre el pardmetro— son numeros y no variables aleatorias.

Obsérvese también que el intervalo de confianza es un subconjunto de los
posibles valores del parametro precisamente por ser no aleatorio.

Asi mismo mencionemos que cualquier par de estimadores 17 y 15 que cum-
plan la condiciéon impuesta en la definicién anterior daréan lugar a un intervalo
de confianza. Habitualmente éstos seran dos funciones del estimador natural
obtenido para cada caso en el capitulo anterior. De hecho, en las siguientes
secciones indicaremos cudl es el intervalo de confianza que razonablemente
debe utilizarse en cada situacion concreta. En muchos casos su obtencion se
hara utilizando un paquete estadistico y, en otras, aplicando las férmulas que
se indica por lo que incluiremos ejemplos de ambas situaciones.

Recordamos la notacion que utilizaremos, tanto en los intervalos de con-
fianza como en el resto del libro: denotaremos por z,, t.,, X%;p Y Foinop s
respectivamente, el valor de la abscisa de una distribucién N(0,1) , ¢, de
Student, x2 de Pearson y Fy, n, de Snedecor, que deja a su derecha —bajo
la correspondiente funciéon de densidad— un area de probabilidad p.

3.1.1. Calculo de Intervalos de Confianza con R

En el capitulo siguiente veremos que el intervalo de confianza de un parame-
tro se corresponde con la region de aceptacién de un test bilateral. Por esta
razon se utiliza la misma funcién de R para obtener intervalos de confianza y
test de hipdtesis sobre un parametro.

En concreto, la funciéon de R que nos va a proporcionar los intervalos (y los
tests), es la funcion t.test. Con ella vamos a poder determinar los Intervalos
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de Confianza (y tests) para la media, para datos apareados y para la diferencia
de medias, pero no para aquellos casos en los que la varianza, varianzas o
medias poblacionales sean conocidas sino para cuando haya que estimarlas a
partir de los datos. También queremos advertir que, para poder aplicar esta
funcién, es necesario conocer los datos individualmente ya que no podremos
utilizarla cuando sélo conozcamos los valores de las medias o cuasivarianzas
muestrales y no los datos de donde éstas proceden.

La funcién a utilizar en el caso de Intervalos de Confianza es

t.test(x, y = NULL, paired = FALSE, var.equal = FALSE, conf.level = 0.95)

Entrando a describir cada uno de sus argumentos, en primer lugar diremos
que los valores que aparecen después del simbolo = son los que toma la funcién
por defecto y que, por tanto, no serd necesario especificar si son los valores
que deseamos ejecutar. En x incorporamos los datos de la muestra, si se trata
de inferencias para una sola muestra; si se trata de datos apareados o de dos
muestras independientes, introduciremos los datos de la segunda muestra en
el argumento y.

Si especificamos paired=F (lo cual no es necesario puesto que es la opcion
tomada por defecto), estamos es una situacién de datos no apareados. Un caso
de datos apareados debe especificarse con paired=T.

El argumento var.equal nos permite indicar qué tipo de situacion te-
nemos en el caso de comparacion de dos poblaciones independientes. Si es
var.equal=T tendremos una situacion en la que las varianzas de ambas po-
blaciones se suponen iguales, y el intervalo sera el habitual basado en una ¢
de Student. Si especificamos var.equal=F las varianzas de ambas poblaciones
no se suponen iguales y, en ese caso, estamos requiriendo un intervalo basado
en una t de Student pero en donde los grados de libertad se determina por la
aproximacion de Welch.

El 4ltimo argumento permite especificar el coeficiente de confianza, tomando-
se por defecto el valor 0'95.

El intervalo de confianza para el cociente de varianzas poblacionales se
obtiene con la funcion

var.test(x, y, conf.level = 0.95)

en donde incorporamos los datos en los argumentos x e y. De nuevo aqui ne-
cesitaremos conocer los datos concretos y no admite esta funcién la situacion
de ser las medias poblacionales conocidas.
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3.2. Intervalo de confianza para la media de una
poblacién normal

Tanto en esta seccién como en las siguientes, determinaremos intervalos
de confianza de colas iguales. Es decir, aquellos tales que, si el coeficiente
de confianza es 1 — «, dejan en cada uno de los extremos la mitad de la
probabilidad, «/2.

En esta seccion suponemos que los n datos proceden de una poblacién
N(p,0), v lo que pretendemos determinar es el intervalo de confianza para la
media p.

Como vimos en la Seccién 2.4, en esta situacién, tanto si la varianza pobla-
cional o2 es conocida como si no lo es, el estimador natural de i es la media
muestral 7.

o conocida
El intervalo buscado sera

_ o _ o
[x—za/zﬁafEﬂL%/z%]-

o desconocida
En este caso de que la varianza poblacional sea desconocida, el intervalo
de confianza para la media resulta

_ S S
[90 —tn—1,0/2 Jn’ T+ ty_1,0/2 NG ]

en donde S? es la cuasivarianza muestral.

Ejemplo 3.1
Un terapeuta desea estimar, con una confianza del 99 %, la fuerza media de un miusculo
determinado en los individuos de una poblacion. Admitiendo que las unidades de fuerza
siguen una distribucién normal de varianza 144, seleccioné una muestra aleatoria de 25
individuos de la poblacién, para la que obtuvo una media muestral de T = 85.

Como no tenemos los datos observados, en este caso deberemos utilizar las férmulas anteriores
para calcular el intervalo de confianza. En estas condiciones, el intervalo de confianza sera

_ o _ n o 35 12 85 4+ 12
T—2q/2 —— , T+ 202 — | = — 2y —_— 2o/ —_—
/2 Tn /2 Jn 0/01/2 NG 0/01/2 NG
Como es zy01/2 = Zo/005 s valor de una abscisa de una normal estandar N(0,1) que deja a

la derecha un area de probabilidad 0’005, este valor se calculard, como vimos en la Seccién
2.2, ejecutando

> gnorm(1-0.005)
[1] 2.575829
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Por tanto, el intervalo de confianza buscado sera,

12 12
85 — 2'575829 —— , 85 + 2575829 —— | =[ 7882, 91'18].
V25 V25 | ]

Estos céalculos los puede obtener con una calculadora o con R ejecutando

> 85-2.575829%12/sqrt (25)
[1] 78.81801

> 85+2.575829%12/sqrt (25)
[1] 91.18199

Si, como es més razonable, el terapeuta no supone conocida la varianza poblacional, de-
berd estimarla con la cuasivarianza muestral de los 25 individuos seleccionados. Si ésta fue
5% =139, el intervalo de confianza serd

139 139
85 — tag;0701/2 o5 85 + ta4;0701/2 > | T [78'4, 91’59 ]

ya que el valor de la abscisa de una t de Student con 24 grados de libertad que deja a la
derecha un drea de probabilidad 0'01/2 = 0'005 serd (vea la Seccién 2.3),

> qt(1-0.005,24)
[1] 2.79694

y es

> 85-2.79694%sqrt (139/25)
[1] 78.40491

> 85+2.79694*sqrt (139/25)
[1] 91.59509

Ejemplo 3.2
Una muestra aleatoria de 10 clientes de una farmacia determinada mostré los siguientes
tiempos de espera hasta que son atendidos, en minutos:

2,10,4,5,1,0,5,9,3,9

Determinar un intervalo de confianza, con coeficiente de confianza 0’9, para el tiempo medio
de espera, admitiendo que el tiempo de espera en esa farmacia sigue una distribucién normal.
Se trata de calcular el intervalo de confianza para la media de una poblacién normal de
varianza desconocida que vimos era
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S

_ S _
x_tn—l;a/Qﬁ ) x+tn—1;a/2 \/ﬁ

De los datos del enunciado se desprende que es T = 4’8 y S = 3’52, como ficilmente se
obtiene con R,

> x<-c¢(2,10,4,5,1,0,5,9,3,9)
> mean(x)

[1] 4.8

> sd(x)

[1] 3.521363

Por tanto, como ademads es t,,_1,4/2 = to,0r05 = 1’833 ejecutando

> qt(1-0.05,9)
[1] 1.833113

el intervalo de confianza solicitado sera

_ S _ S , ronn 352, sonn 352
—thtia/2 — thtias2 — | = | 4’8 — 1833 , 4'8 +1'833 =
T 1; /Qﬁ T+ 1; /2\/7—11 { /10 + /10
=[2'76, 6'84].

Si queremos obtener el intervalo directamente con R, ejecutariamos

> t.test(x,conf.level=0.9)
One Sample t-test

data: x
t = 4.3105, df = 9, p-value = 0.00196
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
90 percent confidence interval:
2.758732 6.841268 (1)
sample estimates:
mean of x
4.8

obteniendo en (1) el mismo intervalo que antes.

3.3. Intervalo de confianza para la media de una
poblacion no necesariamente normal. Muestras
grandes

Si el tamano de la muestra es lo suficientemente grande (digamos mayor
que 30 datos), el intervalo de confianza se basard siempre en una normal, sea
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o no conocida la varianza de la poblaciéon y procedan o no los datos de una
normal. En concreto,

Si 0 es conocida el intervalo de confianza para p de coeficiente de con-
fianza 1 — « sera

_ (o2 _ g
I: [x—Za/2%,$+Za/2ﬁ]

y si 0 es desconocida

_ S _ S
I = [x—za/gﬁ,aj—i—za/gﬁ]

siendo, como antes, S la cuasidesviacién tipica muestral.
Ejemplo 3.3

Los siguientes datos son valores de actividad (en micromoles por minuto por gramo de tejido)
de una cierta enzima observada en el tejido gastrico de 35 pacientes con carcinoma gastrico

0’360 1’185 0'524 0’870 0’356 2’567 0'566
1789 0’578 0’578 (0'892 0'345 0256 (0'987
0’355 0989 0412 0453 1’987 0’544 0’798
0’634 0355 (0'455 0445 0755 (0'423 0'754
0’452 0452 0'450 0’511 1234 0’543 1’501

El histograma de estos datos (Figura 3.1) muestra claramente una fuerte asimetria a la
derecha, lo cual sugiere que los valores de actividad no siguen una distribucién normal.

No obstante, al ser el tamano muestral bastante grande la media muestral x si sigue una dis-
tribucién normal. Es decir, si hiciéramos un histograma en el que representaramos los valores
obtenidos por la media muestral en un gran nimero de muestras, éste tendria forma acam-
panada aunque, como ocurre en este caso, la variable poblacional no siga una distribuciéon
normal.

El intervalo de confianza a utilizar sera

_ S _ S
I = $—Zo¢/2% y $+Za/2%

el cual, para un coeficiente de confianza del 95 % es igual a

/ /
I= [o’753 — 1796/ 26586 , 0753 + 1'06y | 26586 ] = [0'5813,0'9247 ].

Si queremos resolver este ejemplo con R, primero introducimos los datos ejecutando (1), un
histograma suyo, obtenido ejecutando (2) y que aparece en la Figura 3.1 muestra una fuerte
asimetria a la derecha, lo cual sugiere que los valores de actividad no siguen una distribucién
normal.

x<-c(0.360,1.185,0.524,0.870,0.356,2.567,0.566, (1)
1.789,0.578,0.578,0.892,0.345,0.256,0.987,
0.355,0.989,0.412,0.453,1.987,0.544,0.798,
0.634,0.355,0.455,0.445,0.755,0.423,0.754,
0.452,0.452,0.450,0.511,1.234,0.543,1.501)

+ + + + V
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> hist(x,prob=T) (2)

Histogram of x

0.8

0.6

Density
0.4

0.2

I T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

X

Figura 3.1 : Histograma del Ejemplo 3.3

Si queremos determinar el intervalo de confianza para la media (de una poblacién no nece-
sariamente normal, muestras grandes), de coeficiente de confianza 0’95, ejecutariamos (3),
obteniendo el intervalo en (4).

> t.test(x) (3
One Sample t-test

data: x
t = 8.59563, df = 34, p-value = 4.842e-10
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.5749635 0.9310365 (4)
sample estimates:
mean of x
0.753

El intervalo que obtenemos con R, [0'5749, 0'9310] es algo diferente del que se obtuvo an-
teriormente debido a que antes se utilizaba la aproximacién normal para la determinacion
de los cuantiles z1_,/2 ¥ 2q/2, mientras que aqui se utilizan los correspondientes de la dis-
tribucién ¢t de Student. Lo correcto seria lo que hicimos més arriba, pero a medida que n
aumenta, apenas habra diferencia entre ambos.
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3.4. Intervalo de confianza para la varianza de una
poblacién normal

Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, de una poblaciéon N (u, o),
vamos a determinar el intervalo de confianza para ¢? , distinguiendo dos casos
segin sea desconocida o no la media de la poblacién pu.

1 desconocida
El intervalo de confianza buscado sera

I =

2 )
Xn—1;a/2 Xn—1;1—a/2

(n—1)8? (n—1)8? ]

con S? la cuasivarianza muestral.

| conocida
En este caso, el intervalo de confianza sera

I:[ (X = ) z;l:l(Xi—u)?]_

2 ’ 2
Xn;a/2 Xn;l—a/2

Ejemplo 3.1 (continuacién)
Si el terapeuta del Ejemplo 3.1 quiere determinar un intervalo de confianza para la varianza
de la variable en estudio, éste serd

I [(n—1)52 (n—1)8 ]

2 ’ 2
Xn—l;a/2 Xn—l;l—a/Q

que para un coeficiente de confianza del 99 % proporciona los valores

[ 24-139 24-139
B { 45'56 ' 9'886
Obsérvese que para un tamano muestral tan pequeno como el que tenemos, el intervalo de
confianza al 99 % determinado resulta poco informativo, al tener éste una longitud muy
grande.

El correspondiente al 90 %

] = [73'22,337'45 ].

7— 24-139 24-139
B [ 3642 7 13/85
tampoco resulta mucho mas informativo, perdiendo éste, ademads, parte del grado de con-
fianza que el primero poseia. Una de las causas es que, habitualmente, estaremos interesados
en estimar la desviacién tipica y no la varianza, puesto que ésta viene expresada en unidades
al cuadrado lo que distorsiona en parte el resultado. El intervalo de confianza para la desvia-
cién tipica serd el de extremos la raiz cuadrada del correspondiente de la varianza. Asi por
ejemplo, el intervalo correspondiente al 90 % sera

I=[V91'6, V240’9 ] = [9'57, 15'52].

=[91'6,240'9 |




Capitulo 3. Estimacién por Intervalos de Confianza o7

3.5. Intervalo de confianza para el cociente de va-
rianzas de dos poblaciones normales indepen-
dientes

Supondremos que X7y, ..., X, e Y7, ..., Y,, son dos muestras de tamanos n
y ng extraidas respectivamente de dos poblaciones independientes N (ju1,071)

y N(:UQ?UQ)'

1y Mo conocidas
En este caso, el intervalo de colas iguales es

ni ni

B n9g n2
) (Xi—m)* [ (G—m)’  me ) (Ximpm)® [} (¥ —pe)’
= =1 j=1 i=1 j=1

ni - Fnl,nz;a/Q

ni- Fnl,nz;l—a/2

11y po desconocidas

Si las medias poblacionales son desconocidas y las muestras proporcionan
cuasivarianzas muestrales S7 y S5 respectivamente, el intervalo de confianza
que se obtiene es

S1/S3 St/55

Y

I =

Fnl—l,ng—l;a/2 Fnl—l,ng—l;l—a/2

Ejemplo 3.4
Con objeto de estudiar la efectividad de un agente diurético, se eligieron al azar 11 pacientes,
aplicando a 6 de ellos dicho farmaco y un placebo a los 5 restantes.

La variable observada en esta experiencia fue la concentracién de sodio en la orina a las 24

horas, la cual dio los resultados siguientes:

Diurético: 20’4 62’5 61’3 44’2 11’1 23’7
Placebo : 12 6’9 38’7 204 172

Supuesto que las concentraciones de sodio, tanto en la poblacién a la que se aplicé el diurético
X1 ~ N(u1,01) como a la que se aplicé el placebo X2 ~ N(u2,02), siguen distribuciones
normales, en la determinacién de un intervalo de confianza para la diferencia de medias
poblacionales, veremos que, al ser las muestras pequenas, necesitamos decidir si las varianzas
poblacionales o7 y o2 pueden considerarse iguales o no.

Con este propodsito se determina un intervalo de confianza para el cociente de dichas varianzas,

St/S3 St/S3

Y

I =

Fnl—l,ng—l;a/Q Fnl—l,ng—l;l—a/Z

que resulta ser, para un coeficiente de confianza del 95 %,



