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Capitulo 7

Modelos Lineales
Generalizados GLM

7.1. Introduccion

Modelos Lineales Generalizados es una denominacién genérica que engloba
algunos métodos ya estudiados anteriormente, tales como la Regresién Lineal
Simple (CB-capitulo 9), la Regresion Lineal Miltiple (CB-capitulo 10), la Re-
gresién Logistica (TA-capitulo 9) o la Regresién Poisson (TA-capitulo 10),
asi como otros Métodos de Regresiéon atin no estudiados y que seran analiza-
dos en este capitulo.

La razon de realizar un estudio global de estos métodos es la de obtener, de
una sola vez, resultados aplicables a todos ellos. En particular en lo referente
a los Métodos Robustos utilizados en dichos modelos. Esta generalizacion se
consigue, en un primer momento, con un mayor nivel de abstraccién por lo
que el capitulo puede resultar, en ocasiones, demasiado técnico. Si el lector
estd interesado principalmente por las aplicaciones de estos métodos, encon-
trarda mas interesantes la Seccion 7.4, si desea un enfoque clésico, y la Seccion
7.7.3 cuando busque un analisis robusto.

A continuacién aparecen tres ejemplos que seran resueltos en dichas sec-
ciones.

Ejemplo 7.1
Consideraremos el experimento realizado por Phelps (1982) en el que se anotd, para cada
uno de los i = 24 grupos, el nimero de zanahorias dafiadas por insectos de entre todas las del
grupo. Las zanahorias fueron plantadas en tres bloques, por lo que al ser ésta una covariable
de tipo cualitativo, debieron considerarse en el modelo dos covariables indicadoras, bloquel y
bloque2. Ademds, se fumigé segiin ocho dosis de un determinado insecticida, considerdndose
la covariable cuantitativa log(dosis) en el modelo.

Se pretende ajustar a estos datos un Modelo de Regresién Binomial cldsico y otro robusto.
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Ejemplo 7.2
Feigl y Zelen (1965) analizaron datos de 33 pacientes con leucemia para los que se anoté si
su tiempo de supervivencia era superior a 52 semanas (de hecho, ellos anotaron el tiempo
de supervivencia y no sélo si era o no mayor a 52 semanas), asociando en ese caso un valor
igual a 1, éxito, a una variable dependiente Y, valor que tomaria con probabilidad p. Por
otro lado, asignaron el valor Y = 0 si ese tiempo de supervivencia era inferior o igual a 52
semanas, suceso considerado como fracaso, el cual tendria probabilidad 1 — p.

Como covariables independientes que se piensa pueden explicar a Y se consideraron dos: la
covariable W BC', nimero de glébulos blancos por milimetro cibico de sangre, (o leucocitos,
o en inglés White Blood Cell Count) indicando un valor alto de esta covariable la existen-
cia de infeccidn, y la covariable AG, presencia (AG = 1) o ausencia (AG = 0) de cierta
caracteristica morfolégica de los glébulos blancos. A estos datos se ajustard en Modelo de
Regresion Logistica cldsico y otro robusto.

Ejemplo 7.3

Los articulos de Lindenmayer y sus colaboradores (en la bibliograffa damos dos de estos
articulos) proporcionan multitud de datos sobre las Montanias Centrales de Victoria en Aus-
tralia. Aqui trabajaremos con datos sobre diferentes especies de marsupiales arboricolas de
Bosques Montano tipo Ash (Montane Ash Forest).

En este estudio se analizaron 151 lugares diferentes de 3ha con vegetacién uniforme, ob-
servandose en cada uno de éstos la variable dependiente de respuesta, nimero de especies
de marsupiales en el lugar (Diversidad), y las covariables siguientes: el nimero de arbustos
(Arbustos); si habia, 1, o no, 0, tocones de pasadas operaciones forestales (Tocones) que es
una variable cualitativa con dos niveles; el nimero de 4rboles de porte hueco (Stags); un
indice de cortezas extraidas (Cortezas); un indice de habitabilidad para marsupiales (Habi-
tat); el drea de acacias (Acacias); el tipo de Eucalipto que es una variable cualitativa con
tres niveles: Eucalipto regnans (Regnans), Eucalipto delegatensis (Delegatensis) y Eucalip-
tus nitens (Nitens); y, por dltimo, el aspecto del lugar que es una variable de tipo cualitativo
con cuatro niveles, (NWNE), (NWSE), (SESW) y (SWNW).

Se pretende ajustar un Modelo de Regresién Poisson a estos datos, clisico y robusto.

Aunque el Modelo de Regresion Lineal Simple o Muiltiple es un caso par-
ticular de Modelo Lineal General y, por tanto, también puede ser considerado
como otro caso mas en este capitulo, no lo haremos porque ya en el texto CB
lo estudiamos con detalle desde un punto de vista clasico, y en el texto MR y
en el capitulo anterior, desde un punto de vista robusto. Eso si, utilizaremos
estos modelos como punto de partida.

7.2. Definicion de Modelo Lineal Generalizado uni-
variante

Para definir los Modelos Lineales Generalizados, partiremos del Modelo de
Regresion Lineal estudiado en al capitulo anterior. Vimos alli que modelizar
nuestros datos con un Modelo de Regresion Lineal Miltiple supone considerar
una variable dependiente o de respuesta Y sobre la que pensamos influyen
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linealmente k variables independientes o covariables X1, ..., X} de la forma

Y =060+ X1+..+8 X +e [7.1]

siendo e una variable de error con distribucién normal N (0, o).

En el Modelo de Regresién Lineal [7.1] se persigue, entre otras cosas, es-
timar los parametros fy, 31, ..., Bk en base a una muestra aleatoria de tamano
n(> k + 1) de las variables independientes y de la dependiente, dando origen
a los datos

U1 r11 ... Tk
Yi Til - Tk
Yn Inl - Tnk

Si denominamos y = (y1,...,yn)" al vector de las observaciones de la va-
riable dependiente, englobamos los parametros en un vector de parametros
B = (Bo, .-, Br)!, y lamamos matriz del disenio

1 z1n - 2
X =
1z -0 xpk

a la matriz n x (k + 1) de las observaciones de las variables independientes, el
Modelo de Regresién Lineal se suele expresar de la forma

y=XpB+e

en donde e = (eq, ...,e,)" es el vector de errores.
Con este modelo estamos interesados en estimar los pardametros de 8 en
base a los datos

(yi,xlg) = (yi, 1, %1, ooy Tig) , 1=1,..,n.

En este Modelo de Regresién Lineal, la variable de respuesta Y es de tipo
cuantitativo. Las covariables suelen ser de tipo cuantitativo (aunque también
podrian considerarse de tipo cualitativo), y pueden ser deterministicas, es decir
valores conocidos o condiciones experimentales, o pueden ser estocdsticas, es
decir valores de un vector aleatorio.

Si suponemos que las covariables son de tipo deterministico, el modelo
lineal [7.1] puede reformularse diciendo que tenemos n observaciones indepen-
dientes y1, ..., y, procedentes de distribuciones N (u;,0) en donde la media p;
es de la forma
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i = x; B =Bo+ Brxa + ... + Braix i=1,..,mn.

Si, como habitualmente sucede, las covariables se consideran estocasticas,
el esquema seria el mismo aunque, ahora, condicional; en concreto, los n pares
(yi,xg) se suponen observaciones independientes y, dadas las x;, las Y; seran

(condicionalmente) independientes con distribucién

‘Y}\XimN(,ui,a) 1=1,...n

con

ElYi|xi] = pi = x; B 1=1,...,n.

En un Modelo Lineal Generalizado (univariante) ampliamos un poco la
situacion anterior. De nuevo suponemos que, dadas las x;, las n variables Y;
son (condicionalmente) independientes aunque ahora, la variable de respuesta
Y, puede ser de tipo continuo, puede ser de recuentos de observaciones, o puede
ser de tipo binario.

Las dos condiciones antes recuadradas ahora también se generalizan. En
este tipo de modelos suponemos que la distribucién de las Y; (condicionada
por las x;) no es necesariamente normal, sino una familia de tipo exponencial
con esperanza (condicional) E[Y;|x;] = u; y, posiblemente, con un pardmetro
de escala (comun para todas las Y;) denominado . Mds en concreto, se supone
que la distribucién de las Y;|x; tiene por funcién de densidad una familia de
tipo exponencial (Vélez y Garcia Pérez, 1993, Ejemplo 5.17) de la forma

{yz’ 0i —5 b(6:)

F (41161, €) = exp T ey f)} 7.2

en donde 0; se denomina pardmetro natural, £ es el parametro de escala o
dispersion, y by ¢ dos funciones que determinan el tipo de familia exponencial.

Ademas, en un Modelo Lineal Generalizado, la forma en que las covariables
suministran informacién sobre la media p; de la variable dependiente ya no es
necesariamente lineal mediante el predictor lineal n; = x! 3, sino que lo hacen
mediante una funcién de respuesta h con inversa h~! = g, denominada esta
ultima funcion link, es decir, de la forma

pi = h(n;) = h(x; B) i=1,..,n

o bien,
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ni = g(p) = x; 3 i=1,..,n.

Por tanto, un Modelo Lineal Generalizado vendra especificado cuando fije-
mos el tipo de familia exponencial para las distribuciones condicionadas Y;|x;,
la funcién link g y el vector (o matriz) del disefio x;.

En estas distribuciones de Y;|x;, se supone que el pardmetro natural es una
funcién w; de la media; es decir, 6; = wi(y;) siendo p; = b'(6;) = 0b(6;)/06;.

Ademsds, la varianza en estas distribuciones también es de una forma pe-
culiar, Var(Yi|x;) = wa(pi), en donde la funcién wy también se determina
a partir de la funcién b de la forma we(;) = b”(6;) = 82b(6;)/062. Es decir,
suponemos que es E(Yi|x;) =b'(0;) y Var(Yi|x;) =£0"(6;) .

Para cada familia exponencial existe una funcién link natural o candnica
que es la que iguala al pardmetro natural con el predictor lineal; es decir,
0; = w1 (pi) = g(p;) = ni = xt B; es decir, la obtenida a partir de la ecuacién

9(p) = wi(p).

Ejemplo 7.4
Si las Y;|x; se distribuyen como normales N (u;,0), su funcién de densidad seréd

1 Lo el 1 —y2/(20%) Yitti — i /2
oo eXp{ 252 (yz IM) }— U\/ﬂe exp P .

Si comparamos la expresién anterior con [7.2], podemos identificar, observando el término
clave (el que involucra a las y; y las u;), que es 0; = p; = wi(p;) (con lo que serd w1 (p) = p),
b(0:) = pi/2y € =0

El término restante deberd ser exp{c(y:, &)} = 1/(o+/27) e/ (20%) aunque éste es irrelevante
a la hora de identificar los elementos de la distribucién modelo.

Como se observa, es b'(0;) = 9b(0:)/90; = p; v w2(ps) = b"(0;) = 8%b(0;)/907 = 1, con lo
que Var(Yilx;) = {wa2(pi) = &.

Finalmente, de la ecuacién clave

g(p) = wi(p) = p

se deduce que, en el caso de ser f una distribucién normal (caso de Regresién Lineal), debe
de ser g(u) = p, lo que implica una funcién link canénica igual a la identidad.

En el caso de ser f una distribucién Poisson, P()\;) la distribucién de probabilidad se puede
expresar como

1
f(yil6:, &) = ol exp{y: log A\i — \i}

G-

con lo que, observando [7.2], deberd ser

91‘ = log )\Z‘ y b(@z) = )\i

de la primera de estas igualdades se deduce que debe ser A; = %, obteniendo de la segunda,
en consecuencia, que es b(6;) = \; = e%.
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Por otro lado, al ser \; la media de Y;, deberd ser 0; = w1 (us), es decir, log A; = w1(X\;), por
lo que la funcién wi es w1 (A) = log A. Finalmente, de la ecuacién g(u) = wi(p) obtenemos
g(A) =log A, que indica a la funcién logaritmo como la funcién link canénica en este tipo de
modelos de Regresién Poisson.

En el caso de seguir las Y;|x; una distribucién binomial B(ni,p;), serd

F(yil6:,€) = <Z>py (1—p)"i ¥ = (Z) exp {yi log

con lo que, observando [7.2], deberd ser

L tog(1 - )

0 = log 2 , b(O:) = —nilog(l—p:)  y &=L
Como la media de la distribucién binomial, B(ns,p;), es p; = n; p;, de la ecuacién 0; = w1 (us)
obtenemos
Mg Pi Hi

= log = log
Dpi Mg — Ni Pi N — i

wi(pi) = wi(n; p;) = log 1 f"

y, finalmente, de la ecuacién g(u) = wi(p), la funcién link candnica g(u) = log(p/(n — ).
Por tanto, la ecuacion que relaciona la media de la variable de respuesta con las covariables

g(us) = xt B, serd

1og( = ) = log (&) =log( = ) = Bo+ B X1+ ... + B X

Ni — Wi Mg — NiPi 1—p;

Observemos que, en el caso de que la variable respuesta sea Bernoulli, Yi|x; ~ B(1,p;) en
donde ésta sélo toma los valores éxito y fracaso, tendremos un caso particular del anterior
(correspondiente a la Regresion Logistica) en donde la funcién link serd g(u) = log(p/(1—p))
o lo que es lo mismo, g(p) = log(p/(1 —p)) por ser para esta distribucién p = p. La ecuacién
que relaciona la media de la variable de respuesta con las covariables es, en este caso, la
misma de antes,

log (%) :log (1 pi ) :/80+/81X1 ++/8ka
— Hi — Pi

por lo que no se suele hacer distincién entre estos dos dltimos casos y se habla de la funcién
link canénica g(p) = log(p/(1 — 1)), denominada logit.

En resumen, prescindiendo de la nomenclatura dada a la variable de la
funcién considerada, hemos obtenido tres funciones link, la funcién link iden-
tidad, g(u) = u, la funcién link logaritmo o simplemente log, (1) = log pu y la
funcién link logit, g(u) = log(p/(1 — p)), funciones link naturales o canénicas
de los modelos, respectivamente, normal, Poisson y binomial (Bernoulli).

Se utilizan también otras funciones link, la funcién link inversa, g(p) =
—1/py la funcién link gaussiana-inversa, g(u) = —2/p?, funciones link canéni-
cas de los modelos, respectivamente, gamma y gaussiano-inverso.

Otras funciones link no candnicas, pero que se pueden utilizar en algin
modelo son, la funcién link probit, g(u) = ®~'(u), es decir, la inversa de
la funcién de distribucién de una normal estdndar N(0,1), la funcién link
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complementaria log-log, g(pu) = log(—log(1—p)) y la funcién link raiz cuadrada,
9(1) = /-

Con el paquete R podemos trabajar con los cinco modelos antes mencio-
nados, formando la Tabla 7.1 en la que aparece una C indicando la funcién
link canénica. Las opciones marcadas con una p indican que también pueden
elegirse como funciones link, pero que no son las canodnicas.

Modelos
Normal Poisson Binomial Gamma  Gaussiano-
inverso
Funciones link

identidad C P
logaritmo - C
logit - -
inversa - - -
gaussiana-inversa - - - - C
probit — —
complementaria log-log - -
raiz cuadrada - P

Q|

(R e]
|
|

Tabla 7.1: Modelos y funciones link

7.2.1. Dispersién excesiva (Overdispersion)

Supongamos que queremos modelizar nuestros datos mediante un Modelo
de Regresion Logistico. En este caso, la distribucién asociada a las Y; en el
Modelo Lineal Generalizado seria la Bernoulli B(1,p), con media p y varianza
p(1—p).

Si quisiéramos modelizar los datos con un Modelo de Regresién Poisson,
la distribucién serfa Poisson, P(\), de media X\ y varianza .

Supongamos ahora que, al observar nuestros datos, vemos que, en uno u
otro caso, su varianza es mayor de la que deberia ser. En estos casos, mode-
lizaremos los datos, para la primera situacién, con un Modelo de Regresion
Logistica, de varianza ¢ p(1 —p) y, en el segundo caso, mediante un Modelo de
Regresién Poisson, pero con varianza g\.

En estas situaciones decimos que nuestros datos presentan una dispersion
excesiva (overdispersion), con parametro de overdispersion ¢, problema que
trataremos mas adelante al hablar de cada uno de los dos modelos.
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7.3. Estimacion y Contrastes basados en la verosi-
militud

La estimacién de los pardmetros del Modelo Lineal Generalizado (asi como
contrastes de hipdtesis referentes a éstos), ademds de dos tests de bondad del
ajuste, se pueden realizar siguiendo métodos basados en la verosimilitud. En
posteriores secciones estudiaremos Métodos basados en la cuasi-verosimilitud
y Métodos Bayesianos.

7.3.1. Estimador de maxima verosimilitud de los 3;

En esta seccién determinaremos la forma en la que estimar los parame-
tros B; del modelo; es posible que los diferentes parametros y funciones que
intervienen en el Modelo Lineal Generalizado puedan entorpecer la compren-
sién del proceso, pero hemos querido desgranar éste puesto que la ecuacion
de verosimilitud resultante (en realidad, sistema de ecuaciones) es clave en las
posteriores generalizaciones y robustificacién.

La manera en la que habitualmente estimamos los parametros de un mo-
delo es mediante la utilizacién del Método de la Méxima Verosimilitud (CB-
seccién 5.2). Para ello, primero debemos expresar la funcién de verosimilitud
como funcién del pardmetro. Si observamos [7.2] los pardmetros del modelo
seran 0; y &; de momento supondremos £ conocido (aunque més abajo volve-
remos sobre ello). La funcién de verosimilitud serd, por tanto,

L(01, .., 0n) = [ ] f(9il6:) = exp {Z (yle%b(el) - C(yz‘,f)) } :

i=1 i=1

El Método de la Maxima Verosimilitud indica asignar como estimadores
de los parametros a aquellos valores que hagan méxima dicha funciéon de ve-
rosimilitud. Como el maximo de una funcién y de su logaritmo se alcanzan en
el mismo punto, determinaremos el méximo del logaritmo de L(61,...,0,),

log L(01,....0n) = Y <M> = (i)

i=1 § i=1

Como suponemos ¢ conocido y vamos a maximizar esta funciéon derivando
respecto al parametro e igualando a cero la derivada, el segundo sumando de
la expresién anterior se anulara por lo que prescindiremos de €l en lo que sigue
considerandolo, simplemente, como una constante, cte.

Si reparametrizamos la funcién anterior (es decir, cambiamos los pardme-
tros), al ser 6; = wy(p;) tendremos, (la ultima igualdad es s6lo notacién)
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log L(pa1y .oy i) = Z <yiw1(ﬂi) _gb(w1<m))>

i=1

+ cte = Z Li(pi) + cte [7.3]
i=1

y si volvemos a reparametrizar, expresando la verosimilitud anterior en térmi-
nos de las 3; y las covariables, por ser p; = h(x! 3) tendremos

log L(B) = Z (yi w (h(x; B)) ; b (g '6))> + cte. [7.4]
i=1

La derivada de esta expresion la debemos obtener teniendo en cuenta las
funciones que aparecen en ella y la denominacién que hemos dado a sus varia-
bles.

Conviene recordar también que, como 3 es un vector, al hablar de la de-
rivada de log L(3) con respecto a 3 = (8o, 1, ---, B!, la cual representamos
por dlog L(3)/03, nos referimos al vector de derivadas parciales

(0log L(B) /080, ..., log L(B)/9Bs)"

el cual igualaremos al vector de ceros, dando origen a un sistema de ecuaciones
de verosimilitud, de k + 1 ecuaciones con k + 1 incégnitas, By, 581, .-+, Bk-
Observamos también que derivar [7.4] respecto a (3 va a consistir, bésica-
mente, en aplicar reiteradamente la derivada de una funciéon de funcién por lo
que expresaremos cada una de las funciones de la composicién con respecto a
su variable; ademads, como el mismo lector puede comprobar facilmente, es

axﬁﬁ .
o8
Derivando en [7.4] serd
810gL w1 (44) ’ ’ Owi (ps) /
“pi —b i) - s
a8 52{ < Opui mh(x,’;ﬁ)) a (1(ps) ( Opi mh(x,’;ﬁ)> H]
_1 ows (p T — 1
5;( i Mh(xtﬁ)) i’ (yi — 1i(8))
1i(B

por ser b (wi(p;)) = ) = u; , y siendo

ou; [ on oxt3 [ oh
B N ln=n(xtB) B T lIn=h(xt p)

en donde la ultima igualdad sélo se ha introducido como notacién para definir

D;(B).
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Como es pu; = b/(0;) serd 0; = (V)" 1(us) y, como era 6; = wy(u;),
serd wi(p;) = (V)71 (u;) por lo que, utilizando la férmula para la derivada de
la funcién inversa, sera

wi (i) _ OW) i) 1 1 I 3

i O V(W) w))  V(0:)  walps)  Var(Yilx)
Por tanto, la derivada buscada se podra expresar en cualquiera de las
siguientes dos maneras,

0log L(B) ~ z D;i(B) v .
PG = X Gty () = 3 s

como aparece, respectivamente, en Fahrmeir y Tutz (1994, pp. 38) o en Cantoni
y Ronchetti (2001, pp. 1022).
El sistema de ecuaciones de verosimilitud

8logL z

no va a tener habitualmente una solucién analitica y debe de resolverse de
forma numérica mediante un método iterativo. R utiliza el mas habitual, el de
minimos cuadrados ponderados IWLS (iteratively reweighted least squares),
también denominado de las marcas de Fisher (Fisher scoring). Otras alterna-
tivas son el Método de Newton-Raphson o, mejor, los Métodos Quasi-Newton.

El estimador de maxima verosimilitud ﬁ obtenido mediante alguno de
los métodos anteriores, cuando exista y sea tunico, tendra una distribucién
asintética normal multivariante,

B~ N(B,V)

siendo la matriz de covarianzas V aproximadamente igual a la inversa de la
matriz de informacién de Fisher

vV~ ATYB)

siendo dicha matriz de informacion igual a

~ n ~ 1
=S it D2B) ——
i=1 w
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7.3.2. Estimador del parametro de escala &

Si el parametro de escala & no fuese conocido podria estimarse, a partir del
estimador 3, por la expresion,

~ 1 (i — fii)*
CTETD Y w)

=1

[7.6]

en donde fi; = h(xf B), obteniéndose de esta manera un estimador consistente
para &, el cual puede utilizarse en la expresién de Ail(,@).

Obsérvese que, en un Modelo de Regresién Normal, el estimador anterior
del pardmetro de escala coincide con el obtenido para la varianza o mediante
la suma de residuos al cuadrado.

7.3.3. Contrastes de hipétesis sobre los parametros

Una vez obtenidos los estimadores para los (;, podemos considerar el rea-
lizar tests de hipdtesis sobre ellos de la forma Hy : CG3 = cg frente a la
alternativa Hj : C3 # co . (En esta seccién supondremos que el pardmetro
de escala £ es conocido o reemplazado por el valor [7.6].)

Un caso particular de estas hipdtesis, muy importante, es el contraste de
Hy : B, =0 frente a Hy: B, # 0 siendo B3, un subvector de 3; es decir,
el contraste de ser cero algunas ; frente a la alternativa de modelo completo,
en el que todas las §; son distintas de cero.

Se consideran tres tipos de tests de hipdtesis. El primero es el test de
razon de verosimilitudes (Vélez y Garcia Pérez, 1993, Seccién 9.2) basado en
el estadistico de contraste

_ suppco, LB) _ L(B)

—~

SUPgeo L(B) B L(B)

siendo © el espacio paramétrico y O la parte de este espacio definido por la
hipétesis nula; es decir, el cociente entre el maximo de la funcién de verosimi-
litud L(B) alcanzado cuando las variables B varfan en la regién definida por

la hipétesis nula, L(83), y el maximo alcanzado por esta funcién cuando los
parametros toman cualquier valor posible, L(B\), por la definicién de estimador
de méaxima verosimilitud.

Como todo test de hipdtesis, éste requiere para su ejecucion de la distribu-
cion del estadistico de contraste bajo la hipdtesis nula. Aunque la distribucion
exacta no es facilmente calculable, no obstante, si se sabe (Vélez y Garcia
Pérez, 1993, Teorema 9.1) que, para tamanos muestrales suficientemente gran-

des, se tiene aproximadamente una distribucién y?





