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1 Algebra

| esercicio 1 Un namero natural n se dice que es perfecto cuando la suma de sus
divisores propios es n.

(a) Demuestre que, si 2¥ — 1 es primo, entonces n = 28=1(2% — 1) es perfecto.

(b) Demuestre que si n es perfecto y par, entonces 3k € N: n = 2F~1(2F

2% — 1 primo.

— 1) con

SOLUCION: aan

(a) Los divisores propios de un nimero son todos los divisores de dicho nimero
excepto él mismo. Dado que p = 2¥ — 1 es primo, sus tnicos divisores son 1 y
p v los de 2571 son 1,2,---,2*=1 por lo tanto, los divisores propios de n son
1,2,---,21 p.2p, ... 2F=2p. En consecuencia,

T4+24 2 g propt - 428 2p=2F 1 4 p(2Ft —1) = p2Ft = .
(b) Dado que n es par, se puede expresar como n = 2°~!q, siendo a impar y k > 1.
Sean s(a) y s(n) la suma de los divisores de a y de n, respectivamente; por ser n

perfecto
s(n) —n =n= s(n) =2n = 2%a.

Ademaés, por definiciéon de n, se tiene
s(n) = (14+2+-+21) s(a) = (2" — 1) s(a).

Como a es impar y 2F — 1 es impar, se tiene que s(a) debe ser miltiplo de 2¥, es
decir

s(a) =2"c=2Fa = (2" — 1) 2"c = a = (2" — 1)c = a + c = 2%c = s(a).

Puesto que c|a, si ¢ # 1, entonces s(a) > 1+ ¢+ a, con contradice que s(a) = a+c,
por tanto ¢ = 1 y finalmente a es primo con a = 2% — 1.
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| esercicio 2 Demostrar por induccién que n (n + 1) (n + 1) es maltiplo de 3 (n € N).

SOLUCION: aan

i) Para n =1, se comprueba 1(1+ 1) (1+1)=3.
ii) Se supone cierto para n = k, es decir, k (k‘ + %) (k+1) =k + # + g =3.

iii) Para n = k + 2, usamos la hipotesis de induccion
3
(k+1) k+§ (k+2)=

5 3k k 9 : 2
= (% +5+5 + (8k* +6k+3) =3+3(k+1)"=3.

| esercicio 3 En una divisién se conoce el dividendo 258728 y los restos sucesivos que
se obtuvieron al ir efectuando la divisién, que son 379, 480, 392. Hallar el divisor y
cociente. jExiste mas de una divisién?

SOLUCION: aan

Sea d el divisor y x el cociente. De este modo, x se puede expresar como
x = 100a + 106 + c. Con los datos del enunciado,

258728 = 100ad + 37928 = 2208 = ad,

37928 = 10bd + 4808 = 3312 = bd,

4808 = cd + 392 = 4416 = cd.
De las tres ecuaciones anteriores se sigue que ¢ = 2a, b = %a, lo que implica
x = 117a y que los valores de a deben ser multiplos de 2. Ademas, b debe ser
mayor que cero y menor que 10; por consiguiente, los posibles valores de a son 2
6 4. Para cada caso

a=2=1x=234, d=1104,
a=4=x =468, d=>552.

| esercicio 4 Dada la funcién:

14+ 1 1 1

1 1+z 1 1
Fn(x): . 5

1 1 1 14+

se pide:

(a) Demostrar que Fy,(z) = 2™ + na" 1.
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(b) Demostrar que F) (z) = nF,_1(z).

SOLUCION:

(a) Sumando todas las columnas en la primera,

n+zx 1 1 .- 1 1 1 1 .- 1

n+x 1+x 1 --- 1 1 142 1 --- 1
F.(x)=| . . . . =(n+a)|. : o .

n+x 1 1 - 14z 1 1 1 - 14z

Restando a cada fila la primera,

111 - 1
0Oz 0 --- 0

Fo(z)=m+z)|. . . . |=M0+a)z" P =2"+nz" "
0 0 O T

(b) Derivando,
Fl(z) =n (2" + (n—1)2""?) = nF,_1(x).

| esercicio 5 En el conjunto de los nimeros naturales, se define la aplicacién d :
N x N — R™, dada por d(z,y) = "nimero de divisores de = que no son divisores de
y mas niamero de divisores de y que no son divisores de x". Demostrar:

(a) La aplicacion define una distancia en N.
(b) Hallar las condiciones que deben cumplir z e y para que d(z,y) = 1.

(c) Hallar los valores de x para los que d(z,3) = 2.

SOLUCION:

(a) Comprobamos que se cumplen las condiciones de que definen una distancia.

i) Por definicion del problema d(z,y) > 0. Si d(x,y) = 0, todos los divisores de
Z estdn en y y viceversa; por tanto, x e y tienen los mismos divisores. Asi,

T =y.

ii) Sid(x,y) = "ntmero de divisores de x que no son divisores de y mas ntimero
de divisores de y que no son divisores de x"se sigue que la propiedad es igual
a d(y, ) = "ntumero de divisores de y que no son divisores de x mas nimero

de divisores de x que no son divisores de y".
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iii) Es la conocida propiedad triangular: d(z,y) < d(x, z) + d(z,y). Sea p divisor
de x que no divide a y, si p divide a z como p no divide a y se tiene que
p € d(z,y): Si p no divide a z como p divide a x entonces p € d(x, z). En el
caso de que p fuese divisor de y y no de z, el razonamiento seria idéntico al
realizado.

id(z,y) = 1, hay un tnico divisor que cumple la propiedad y los divisores

b) Sid 1, h (nico divi le 1 iedad y los divi
del menor deben estar contenidos en el mayor. Por ello, si p es primo, x = p™ e
y=p"h.

(¢) Sid(x,3) =2 se dan las siguientes situaciones:

i) & = p, con p primo distinto de 3.
ii) x = 3p.

iii) o = 33,

| esercicio 6 Hallar la dltima cifra en la que acaba 4932,

SOLUCION:

Calculamos la ultima cifra de las primeras potencias de 4:
40=1; 4'=4; 42=6; 43=4; 4'=6; 45=4; 45=6; 47 =4;
=6 4°=4
En consecuencia, como 5932 es par la ultima cifra acaba en 6.
| esercicio 7 Hallar todas las soluciones de la ecuacién:
23— (8 +1) 2% + (24 4 4i) z — (24 — 6i) = 0,
teniendo en cuenta que el producto de dos de ellas es 15 + 9.

SOLUCION:

Sean z1,z9 y 23 las soluciones de la ecuacion del enunciado. Las formulas de
Cardano nos proporcionan

21-22'23:24767;, Z1+22+2’3:8+i
Teniendo en cuenta que 25 - z3 = 15 + 97, sera

_ 24—6i
15496

21 =1—i= 20423 =7+ 2.

De acuerdo con las formulas de Cardano, z3 y 23 deben ser las soluciones de la
ecuacion

22— (T42)2+15+4+9%=0=> 20 =3+3i, 23=4—1i.
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| esercicio 8 Dada la matriz:

l1+a 1 0 0 0
a 1+a 1 0 0
Ap(a) = 0 a l1+a 1 0 ’
0 0 0 o a l1+4a
se pide:
a) Calcular det(A;(a)),det(Az(a)), det(As(a)).

()
(b) Obtener la relacién lineal entre det(A,(a)),det(Ant1(a)) y det(Ani2(a)).
(c) Calcular det(A,(a)).

(d)

Estudiar el siguiente sistema segin los valores de a, ny b

SOLUCION:

(a) Calculando directamente,

det(Ay(a)) =14a, det(Az(a)) =1+a+a® det(As(a)) =1+a+a®+d>

(b) Desarrollando por los elementos de la primera columna se tiene:

1+a 1 0 o --- 0
a 14+a 1 o --- 0
det (Ap(a)) =| O a l+a 1 0 1= get(A,_i(a))+
0 0 0 - a l+4a

+aldet (An—1(a)) —det (Ap—2(a))] = (1 4+ a)det (An—1(a)) —a - det (A,—2(a)).

(¢) Teniendo en cuenta los anteriores apartados, la expresion del determinante es
det(A,(a)) =14+a+a*+---+a",

que pasamos a demostrar por induccion. En los apartados anteriores se ha com-
probado que la expresion es cierta para n = 1,2 y 3. Se se supone cierta para
n—1,

det(Ay(a)) = det(A,—1(a)) + a[det (Ap—1(a)) — det (A,,—2(a))] =

=l4+a4ad’+---+a" ' +a-a"P=1+a+ad*+---+a"
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(d) Sin es par, det(A,(a)) # 0 para cualquier valor de a, por tanto el sistema es
compatible y determinado. En el caso de b = 0, la tnica solucién es la trivial. Si
n es impar y a = —1 entonces det(Ay,(a)) = 0, si b = 0 el sistema es compatible
e indeterminado, si b # 0 el sistema es incompatible. Si n es impar y a # —1
entonces det(A4,(a)) # 0y el sistema es compatible y determinado para todo b.

| esercicio 9 Los afijos 21, 29, 23, 24, 25, 26, SON los vértices consecutivos de un hexagono
regular. Sabiendo que z; =0y z4 = 4 + 64, hallar 23, 23, 25, 25.

SOLUCION: aan

El centro del hexagono regular es el punto medio de los vértices 21 y z4, es decir,
C = 2 + 3i. Para obtener los vértices zo y 23 realizamos giros con centro en C' del

o T 27 .
vértice z; de 3 y —-, respectivamente.

3

1 \/§> 2+3v3 3-2V3,
2" 2T * b

2 = 243i+(—2 — 3i) e'F = 243i+(—2 — 3i) < + i 5 5

22 643V3 9-2V3
23 =2+43i+ (=2 — 3i)'F = +2f+ sz'.

Los vértices z5 y zg se pueden obtener girando el vértice z4, con centro de giro en

T 27
C y angulos 3 y 3 o teniendo en cuenta que C' es el punto medio de z5 y z2 y

de zg v 23
6—-3v3 9+2v3
2+3i=z27m:>z5: \[-l- + f@
2 2 2
2—-3vV3 3+2V3
2z DI, 2TRVE SERVE,

| esercicio 10 Hallar el nimero (o los nimeros) de la forma N = 2% - 3%, sabiendo que
la suma de todos sus divisores es 363.

SOLUCION:

Puesto que N = 2¢-3°, la suma de todos los divisores de dicho ntimero viene dada
por la siguiente expresion

b+1 _
363 = (2¢7! — 1) <321> =3-11%

b+1 1
El factor (2“‘“ — 1) es impar y multiplo de 3. Ya que el factor —g no puede

serlo, se tienen los siguientes casos

Sia=1=22-1=3, 3! _1=242=0b=4= N=2-32=162.
Sia=2=23—1=7, que no puede ser puesto que 7 no es divisor de 363.
Sia=3=2*-1=15=3-5, que no puede ser ya que 5 no es divisor de 363.
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Sia =4 = 2°—1 = 33. Por lo tanto, 3**1 — 1 = 22 = 3**! = 23, que no es
posible. En consecuencia, el niimero solicitado es

N =162.

| esercicio 11 En una batalla en la que participaron entre 8000 y 10000 soldados,

23 . 16
resultaron muertos T6e y heridos 6 del total. Hallar cuantos soldados resultaron

ilesos.

SOLUCION:

Sea N el numero de soldados que participaron, de manera que N debe cumplir
que 8000 < N < 10000 y, ademas, como el nimero de muertos y heridos deben
ser numeros naturales, N deber multiplo de 65 y 165. Con todo, debe ser multiplo
del minimo comun multiplo de dichos ntimeros, mem (165, 65) = 2145. Es decir,
N debe ser un miltiplo de 2145 que este comprendido entre 8000 y 10000. En
consecuencia, N = 8580. Los muertos son 1196 y los heridos 2112, con lo que los
ilesos son 5272.

| esercicio 12 Estando en EEUU el sefior Pérez cambié un cheque de viaje. El cajero al
pagarle confundié el nimero de délares con los centavos y viceversa. El sefior Pérez
gast6 68 centavos en sellos y comprobé que el dinero que le quedaba era el doble del
importe del cheque de viaje que habia cambiado. jQué valor minimo tenia el cheque
de viaje?

SOLUCION:

Sea x el numero de dolares e y el niumero de centavos del cheque de viaje. Al
realizar el cambio y pagar, le quedan 100y + = — 68 centavos. De acuerdo con el
enunciado, se trata de hallar los ntimeros naturales x e y que cumplan

100y + x — 68 = 200z 4 2y = 98y — 199x = 68.
Aplicando la identidad de Bezout!, se tiene que
—199-(—33) +98-(—67) =1= 68 = —199 - (—33 - 68) + 98 - (—67 - 68) .
Por ello,

z=—33-68+98 -k,
y=—67-68+199 - k.

Resolviendo, el minimo valor del cheque de viaje es 10 ddlares y 21 centavos.

1Véase la identidad de Bezout 5.4 del Capitulo 5.
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| esercicio 13 Resolver la ecuacion:

x3 322 3z
22 2242 2x+1
z 2x+1 x+2
1 3 3

—_ = =

SOLUCION: aan

Si restamos la ultima fila a cada una de las restantes, sacamos el término comun
x — 1 de cada una de las columnas resultantes y desarrollamos por la ultima
columna, obtenemos

3 3z 3z 1 -1 3@%*-1) 3x-1) 0
2?2 2?+2c 2o +1 1_302—1 224+2x -3 22—2 0
r 2x+1 x+2 1 rz—1 2r—2 rz—1 0
1 3 3 1 1 3 3 1
??+r+1 3x+1) 3

=(@-1>% z+1 r+3  2[=0.
1 2 1

Restando a la primera columna la ultima, a la segunda columna el doble de
la ultima, sacando factor comin x — 1 de la primera y segunda columna y
desarrollando por la tltima fila, se tiene:

??>+z+1 3(x+1) 3 r+2 3 3

(z—1)°] z+1 r+3 2l=@-1°] 1 1 2

1 2 1 0 01
:(zfl)sx—f2 ?'(xl)ﬁo;»xl.

| EJERcICIO 14  Calcula el limite en el infinito de la sucesién A,,, siendo A,, el siguiente
determinante:

1 -3 0 0 o0 0
z 1 - 0 0 0
22 0 1 -1 0 0
@# 0 0 1 -% 0
"2 0 0 0 0 -1
a2t 0 0 0 0 1

SOLUCION:




19

Desarrollamos por los elementos de la primera fila

1 -2 0 o0 o0 0
z 1 -1 0 0 0
22 0 1 -1 0 0
A, == 0 0 1 -3 0|_
"2 0 0 0 0 -1
2"t 0 0 0 0 1
r -+ 0 0 0
x? 1 *i 0 0
12 o 1 -1 0
=1+4= :
a»2 0 0 0 - -1
a2t 0 0 0 - 1

Sacando el factor x de la primera columna y, volviendo a desarrollar el determi-
nante resultante por la primera fila, se obtiene

1 -1 0 0
) ) T 1 —% 0
a0 0 —
"3 0 0 1
Por recurrencia,
2 3 n—1
Ap=tl4o 4 0 42
" 2! 3! 4! n!

Teniendo en cuenta la expresion de e”,

e’ —1 .
h’mAn:{ o st z#0,

oo 1, si x=0.

| esercicio 15 Hallar el namero n tal que el namero 25 - 18™ tiene 348 divisores mas que
el namero 72.

SOLUCION:

Descomponiendo el ntimero en factores primos, N = 25-18" = 2" - 32" .52, vemos
que el namero de divisores es (n+ 1) (2n + 1) - 3. El namero de divisores de 72 es
12. Por tanto, de acuerdo con el enunciado

3(n+1)(2n+1)=360=2n>+3n—-119=0=n=".

| esercicio 16 El precio de la entrada a un cine es de 640 unidades monetarias (u.m.)
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para una persona adulta y 330 u.m. para una persona menor de edad. Si una persona
compré entradas por valor de 7140 u.m., jcuantas entradas de cada tipo comprd,
sabiendo que compré menos entradas de persona adulta que de menor de edad?

SOLUCION: aan

Sean x e y los nameros de entradas de adultos y de menor de edad, respectivamen-
te. De acuerdo con el enunciado, se tiene la siguiente ecuacién y sus restricciones

640z 4 330y = 7140,
z,y € N

z,y > 0,

Yy >x.

Sustituyendo y = x en la ecuacion 640z + 330y = 7140, se tiene que la parte entera
de x es 6, que es el maximo valor natural que puede tomar z. Para dicho valor es
y = 10. Para cualquier otro valor natural, con x < 6, el valor de y que verifica la
ecuacioén no es un niamero natural. En consecuencia, la soluciéon pedida es: © = 6
ey =10.

| esercicio 17 Demostrar que si n es un nimero entero impar, el resto al dividir n? entre
8es 1.

SOLUCION:

Al ser n impar se escribe n = 2k + 1, con k € Z. Por ello,
n? =4k (k+1) + 1.

Si k es par entonces 4k = 8, por lo que n? = 8 + ly queda demostrado. .
Si k es impar entonces k + 1 es par y 4 (k + 1) = 8, en consecuencia n®> =8+ 1y
queda demostrado.

| esercicio 18 Hallar todos los nimeros enteros b y ¢ para que la ecuacién z2+bx+c = 0
tenga dos soluciones diferentes y reales, a y 3, tales que o? + 32 = 5.

SOLUCION:

Por las formulas de Cardano,
b=—(a+B) = =a*>+32+2a-8

y ¢ = a - 3. Por tanto, b> = 5 + 2c. Ademas, como las soluciones deben ser reales
y distintas, se debe cumplir

5 5 5
bV >de=5+2c>4c=c< 3 Y 245>0= -5 <e<s

5 5
Finalemente, —3 <c< R b==£v5+2c.
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| esercicio 19 Sea p € R, si las raices de 2® + 2pz? — pr + 10 = 0 estan en progresion
aritmética, calcula dichas raices y p.

SOLUCION:

Sean las raices a — d, a y a + d, de acuerdo con las formulas de Cardano, se tiene:

3a
—2p=a—d+a+a+d=3a, P=50
—p=(a—d)(a+d)+ala—d)+ala+d), =< —p=3a®—d?
—10:a(a2—d2), d2:E+a2.
a

Sustituyendo d? en la segunda ecuacién e igualando la primera y la segunda, se

tiene
4a® — 3a® — 20 = 0,

cuya solucion real es a = 2. Con ello, las raices son —1,2y 5y p, —3.
| EJERCICIO 20 Dada la ecuacion 2% + 423 — 222 — 1224+ k =0, con k € R, se pide:

(a) Discutir las soluciones en funcién de k.

(b) Resolver la ecuacién para k = —27.

SOLUCION:

(a) Haciendo el cambio = y — 1, con el objetivo de eliminar el término en 23, se

tiene:
(-1 +4@y—-1°" -2 -1 -12(y—D)+k=9" -8 +7+k=0,

que es una ecuacién bicuadrada y, por tanto, 32 = 4 4+ /9 — k. Dependiendo de
los valores de k se pueden obtener las siguientes soluciones:

= Sik>9, entonces 9 — k < 0y las cuatro raices son complejas.

= Si k=29, entonces y = 2 es doble e y = —2 también doble. Las soluciones
pedidas son z = £1 dobles.

m Si -7 < k <9, entonces 0 < v9—k < 4, en consecuencia, las cuatro
soluciones son reales y distintas.

= Si k= —7, entonces v/9 — k = 4 y las soluciones son: x = £/8 — 1y x = —1

dobles.
= si k < —7, entonces existen dos soluciones reales y distintas y dos soluciones
complejas.

(b) Si k = —27, entonces, y> = 4+ 6 = y = £1/10,y = ++/2i. Finalmente, las

soluciones son
r=-1+V10, z=-1+2i.
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| esercicio 21 Consideramos los polinomios P(x) = 2% 4+ Az? + Bx + C y Q(x) =
322 4+ 2Ax + B (con A, B, C reales). Si a,b,c son las raices de P(z) y las de Q(z)

b b
a—2|— y % determinar todos los posibles polinomios Py Q.

SOLUCION:

son

En el polinomio P(z), por las formulas de Cardano, serd —A =a+b+¢, y Q(x),
2A _a+2b+c

3 2
las raices de Q(x) como

. . a+c i
. De estas dos ecuaciones se tiene que b = — Reescribimos

da+c a+3c

4 4
Aplicando las formulas de Cardano a P(x), se llega a B = ab+ ac + bec y de la
B 3a+c> <a+3c

misma manera para Q(z), — =
para Q(z), 3 1 1
teniendo en cuenta el valor encontrado de b,

a+c+ +a+c _3 3a+c a+ 3c g
a 5 ac — c| = 1 1 a=c.

En consecuencia, las raices de P(z), son a = b = ¢y, asi,

>. De estas dos igualdades y

P(z) = 2% — 3ax® + 3d®z + a®; Q(z) = 32% — 6ax + 3a>.

27mi

| esercicio 22 Sea z = ™7 una raiz séptima de la unidad. Calcular

1+Z+Z4+29+Zl6+225+236.

SOLUCION:

Al ser z la raiz séptima de la unidad se tiene

2T =1,29=2% 210 =22 2P =2ty 230 = 2.

Entonces,
w:1+z+z4+29+216+225+z36:1+2(z+22+z4).

Se sabe que 14z 422 + 2% 4+ 24 + 25 + 26 = 0 y ademas 2° = 22, 26 =z y 2% = 24,
Sea wy = z + 22 + 2% = Re(w;) + ilm(w, ), calculando, por una parte,

Re(1+z+z2+z3+z4+z5+z6) =0
= 1+ Re(z) + Re(2?) + Re(2?) + Re(2?) + Re(2?) + Re(z) = 0
1

=1+ 2Re(w1) =0= Re(wl) = —5.



23

Por otra parte,

Hz—&—z2—|—z4H:\/(z+z2—|—z4)(z—|—22+z4):\/(z+22+z4)(26+z5+z3)

= \/3+z+z2+z3+z4+z5+26 = V2.
Dado que ||w:]|* = Re(w:)? + Im(wy)2, serd

1
2= 1 + Im(w)? = Tm(w;) = :I:g.

La solucién no puede ser negativa puesto que

Im(w;) = 0+ Im(z) 4+ Im(2?) + Im(z*) = 2 (sin(277r) + sin(477r) — Sin(77r)> > 0.

De esta manera,

1 7
w=1+2 —7+i£ = iVT.
2 2
| esercicio 23 Dada la matriz
01 0
M=1|0 0 1},
0 a 2
Estudiar para qué valores de a la matriz es diagonalizable en R.

SOLUCION:

Calculamos los autovalores de la matriz como

-2 1 0
0 -A 1 |=0=XA=0, \=1+1+a
0 a 2-X

Puesto que A debe ser diagonalizable en R, tendremos a > —1. Sia # —1y a # 0,
los tres autovectores son distintos y, por tanto, la matriz es diagonalizable.

Sia = —1, los autovalores son 0 y 1 (doble). Se calcula la dimension del subespacio
vectorial asociado al autovalor 1. Puesto que el rango de la matriz

-1 1 0
0 -1 1
0 -1 1

es dos, existe un grado de libertad y, por tanto, la dimensién del subespacio
vectorial asociado a dicho autovalor es uno. Por ser distintas la multiplicidad
algebraica y geométrica, la matriz no es diagonalizable.

Sia = 0, los autovectores son 2 y 0 (doble). Se calcula la dimension del subespacio



24  Algebra

vectorial asociado al autovalor 0. El rango de la matriz

o OO
O O =
N = O

es dos, se tiene que existe un grado de libertad y por el mismo motivo que en el
caso anterior, la matriz no es diagonalizable.

| EJERCICIO 24  Determinar las fracciones irreducibles % y g, sabiendo que %— % = %, el

méaximo comun divisor de a y b es a — b y el minimo comin mdltiplo de a y b es 1050.

SOLUCION:

Descomponiendo en factores primos el ntimero 1050, se tiene 1050 = 2 -3 - 5% . 7.
Sean a = 75 y b = 70, que cumplen que MCD(75,70) =5 = 75— 70. A partir del
enunciado del problema,

5 15 141
. -

¢ d 6

ole

b_
o=
Ademas, las fracciones ¢ y g deben ser irreducibles. Sean ¢ = 2r y d = 3s, de

modo que
5 14 1 N 455
2r 3s 6  28+s
. . . 70
Tomando s = 17, se tiene que r = 17 y las fracciones pedidas son 31 y B

| esercicio 25 Demostrar que x2" — 32" es divisible por  —y, ¥n € N.

SOLUCION: aan

Por induccion:
i) Para n = 1, se comprueba que z? — y% = (z — y) (z + y).
ii) Se supone cierto para n, es decir,

2 —y*" = (x —y) - P(z,y).
iii) Se prueba para n + 1, usando la hipdesis anterior,
m271-‘,—1 _ y2n+1 _ (1,2 . x2n _ y2 . y2n) _ (IL‘2 . £C2n _ {,C2 . y2n 4 {E2 . y2n _ y2 . an)
— IZ (x2n _ yZn) 4 y2n (.Z‘2 _ y2)
= (z—y)z® P(z,y) + (z —y) (¢ +y) y*

| esercicio 26  Hallar los criterios de divisibilidad por 7'y 13. Hallar el mayor namero de
seis cifras divisible por 7 y 13.
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SOLUCION:

(a) Criterio divisibilidad por 7. Sea N ntmero natural, entonces
N = apan_1Gn_2-- 20100 = @pn - 10"+ ap_1-10"" 1+ +ay-10°+ay - 10+ ag—
Dicho ntimero sera divisible por siete si en base 7 es congruente con 0, es decir, el
resto de la division entre 7 es 0. Veamos las congruencias de las distintas potencias
de 10:
10=3, 10°=2, 10°=-1, 10*=-3, 10°=-2, 10°=1, 10" =3.
Se puede observar que a partir de 10° se repite la serie de congruencias, por tanto,
N =ap+ (3a1 + 2a3 — a3) — (3aq4 + 2a5 — ag) + - -
Ahora, para que N sea divisible por 7, se debe cumplir que:

ag + (3a1 + 2az — a3) — (3aq + 2a5 —ag) + - = 0.

(b) Criterio divisibilidad por 13. Realizando operaciones similares a las anteriores
pero para 13, se tiene

ao—(3a1+4a2+a3)+(3a4+4a5+a6)+-~-EO.

(¢) El mayor namero de seis cifras, N = asaqazasaiag, divisible por 7 y 13, debe
cumplir

ap+ (3a1 +2a2 —a3) — (3aq + 2a5) =0, ap—(3a1 + 4as + a3) 4+ (3aq + 4as) = 0.
El ntimero solicitado es N = 999999. Ademas, se observa que si tienen repetidas
sus 6 cifras son divisibles por 7 y por 13.
| EJERCICIO 27 Dado un namero perfecto par, es decir,
N=2"1(27 1), p>1, y 2P —1 es primo,
se pide

(a) Demostrar que la suma de todos los inversos de los divisores de N es 2.

(b) N termina en 6 o en 8.

SOLUCION:
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(a) Los divisores de N son
1,2,2%,..., 2071 (2P — 1), 2(2P — 1),...,2P7 1 (2P — 1).
Si se denota por S la suma de sus inversos,

1

——1
1 11 1 ?» o
(14— (1+c+ 5+ = =2,

o <+2p—1><+2+22+ +2p—1> w—1 1

2

(b) Dado que 2P — 1 es primo, entonces p es primo y por tanto impar (excepto el 2)
Asi, 2071 = 22k — 4k vy 2P=1 acaba en 4 0 6. Si 2P~! acaba en 4, entonces 2P — 1
acaba en 7, por lo que 2P~1 (2P — 1) acaba en 8. Si 2°~! acaba en 6, 2P — 1 acaba
en 1,y 2P~1 (2P — 1) acaba en 6.

| esercicio 28 Hallar un polinomio de tercer grado P(z) que verifique que

P(z) — P(x —1) =22 P(0)=0,

n
y deducir a partir de ahi el valor de la suma Z k2.
k=1

SOLUCION:

Sea P(z) = ax®+bx? + cx +d el polinomio pedido. Por el enunciado, P(0) = 0 =
d = 0. Realizando el calculo,

P(z) — P(z — 1) = az® + ba® + cx — (a(z — 1)* + b(z — 1)® + c(z — 1))
=3ax? —3ax +2bx +a—b+c.

Puesto que P(z) — P(x — 1) = 22, identificando términos, se tiene
3a=1, —-3a+2b=0, a—b+c=0.

Con ello, el polinomio solicitado es

Usando lo demostrado,

Zn:kQ =P(1)-P(0)+P(2)—P(1)+---
k=1

+P(n—1)—P(n—2)+P(n) — P(n—1)

_ P(n) — P(0) = P(n) = 2" 23n+ ) n(n+ 1)6(2n+ o)
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| esercicio 29 Demuestra que todos los términos de la sucesién a, con n > 2 son

maultiplos de 600, siendo

an = (n* —1)(n? + 1)(n* — 16)n>.

SOLUCION:

En primer lugar factorizamos 600 como 600 = 23 - 3 - 52. Trataremos de ver
que a, es un multiplo de 600 porque es un multiplo de sus factores. Pasamos a
factorizar también el término general de la sucesion, de forma que llegamos a

an = (n—2)(n — )n*(n+ 1)(n+2)(n* + 1)(n* + 4).

Si nos fijamos en los factores (n — 2)(n — 1)n tenemos que son tres nimeros
consecutivos, luego uno de ellos es miltiplo de 3. Por el mismo motivo, en el
producto (n — 2)(n — 1)n(n + 1)(n + 2) hay un maltiplo de 5. Se tiene también lo
siguiente:

» Sin es par, entonces cada uno de los factores de n(n —2)(n? +4) es multiplo
de 2, por lo que el producto de los tres es multiplo de 23.

» Sin es impar, entonces cada uno de los factores de (n —1)(n+1)(n? +1) es
multiplo de 2 y, asi, el producto es mltiplo de 23.

Con todo, a,, es miltiplo de 23 - 3 - 5. Falta ver que a, es miltiplo 52. Para ello
tomemos el producto n(n? + 1)(n? + 4), o lo que es igual, n® + 5n? + 4n. Por el
pequefio teorema de Fermat?, n® es congruente con n médulo 5, es decir, podemos
escribir este polinomio como n + 5n% +4n = 5(n? + n). Finalmente, a,, es multiplo
de 23 -3 - 52, como queriamos demostrar.

. 27 ; Ax ; 6 ; 8m ; .
| esErCICIO30 Si & = 1,6 =eT i & =e5 & =es'y& = e son las raices
quintas de la unidad y n € N, estudiar qué valores toma

G +& +& +80+ &5

SOLUCION:

En primer lugar, vemos que si n es un miltiplo de 5, entonces, £ = 1, por
lo que &7 + &5 + €5 + &£ + & = 5. En otro caso,

5
2nkn ; ;€ —
£RETG _ 2nmi _
E e b =e W—O
1 e s ' —1

2Véase el pequefio teorema de Fermat 5.1 del Capitulo 5.
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| esercicio 31 Sean 1 y x5 las raices de la ecuacién 22 — px +1 = 0, en la que p
es un namero natural impar mayor o igual que 3. Para cada entero n > 0 definimos
an =z + x4. Probar que a,, es un nimero entero y que los nimeros a,, y a,+1 son
primos entre si para cada n > 0.

SOLUCION: aan

Calculamos en funcién de p las soluciones

_pt+p*-4 p—p*—4
= pPZvp~ =%

Z1 T2 =
2
Es evidente que z1 - 2 = 1 y 1 + 22 = p. Veamos que a,, s un nimero entero
para cualquier n por induccién.
Paran =1, a1 = ue es un niamero natural, luego se cumple. Asumamos que
) ) )
ar = =¥ +% también es un niimero natural. Para n = k+1, pongamos lo siguiente:

g bt = (@b 4 k) + 2) - 21ah — apat

K41

(@} + 25) (21 + 22) — 2122(2} "+ 257)

= (@} +ab) (21 + 22) — (2 + 257,

es decir, por hipétesis de induccion, ax41 es una diferencia de enteros, luego es un
nuamero entero.

Para ver que a, y an4+1 son primos entre si usaremos también induccién. Para
n = 1 podemos ver que a; = py az = z? + 22 = (11 + 22)? — 22129 = p* — 2,
que claramente son primos entre si. Supongamos que a,_1 y a, también lo son, es
decir, no comparten ningtun factor distinto de 1.

Tal y como se hizo antes, ponemos

an+1 = (‘T? + CCg)p - (xilil + ngl) = app — Ap—1-

Supongamos que a, y an,4+1 N0 son primos entre si, de forma que existe algin d
natural tal que a, = c-dy ani1 = ¢ - d. Entonces,

/ /
p—1=app—aps1 =c-d-p—c -d=d-(c-p—¢),
en contradiccion con que a,_1 y a, no comparten factores.
| esercicio 32 Sea M3 el espacio vectorial de las matrices reales cuadradas de orden 3.

(a) Demostrar que el conjunto A de las matrices reales antisimétricas de orden 3 es
un subespacio vectorial de M3 y obtener razonadamente una base canénica de este
subespacio.

(b) SiT: A — P3(R) es la aplicacién lineal definida mediante

0 a b
T —-a 0 ¢ = ax + bz + c®
-b —c O
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hallar la matriz de esta aplicacién lineal asociada a la base canénica de A y la base
canénica {1, z, 2%, 23} de P3(R) y escribir la ecuacién matricial de la aplicacién lineal.

(c) Hallar el namero y la imagen de esta aplicacién lineal y demostrar que es un
isomorfismo sobre el conjunto imagen Im T'.

(d) Comprobar que se cumple el Teorema de las dimensiones.

SOLUCION: anm

(a) Para demostrar que A es un subespacio de M3 comprobaremos que a A+ B € A
para cualesquiera A, B € Ay «, 3 € R. Por pertenecer a A, se tiene A' = —A y

Bt = —B, y asi,
(aA+ BB)! = —aA' — BB' = —(aA' + BBY),

es decir, A + BB € A y este es un subespacio. Toda matriz del subespacio puede

escribirse como

0 a b 0 10 0 01 0 0 O
—a 0 ¢]=al|l-1 0 O0O)J+b( 0 O O]+c|O 0 1],
b —c 0 0 00 -1 0 0 0 -1 0

y estas tres matrices forman una base de A.

(b) Para hallar la matriz de la aplicacion, calcularemos las imagenes de los elementos

de la base por T"

S O O
N———
Il
&

= O SO =

Con todo, la matriz M7 de la aplicacion sera aquella que tiene por columnas las

imagen anteriores:

000
1 00
Mr=1y 1 9
00 1

La ecuacién es entonces, Mp-C' = P, donde C es un vector 3x 1 con las coordenadas
de una matriz en la base de A y P es un polinomio.
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(¢) Para hallar el nticleo miramos qué valores hacen Mp - X = 0:

00 0 0
1 ool () |o
010 ?_0
0 0 1 3 0

De aquf se obtiene z1 = x93 = x3 = 0 y asi, ker(T") = {#}. De aqui se concluye que
la aplicacion es inyectiva. Como ademaés toda aplicacion es sobreyectiva sobre su
imagen, se tiene que 1" es un isomorfismo sobre Im T

(d) La dimensiéon de A se vio en el primero apartado que es 3, y en el anterior que
la dimensién del niicleo es 0. La dimensién de la imagen coincide con el rango de
la matriz de la aplicacién, que es 3, luego se cumple el teorema de las dimensiones

3 =dim(A) = dim(ker T') + dim(Im7") = 0 + 3.

| esercicio 33 En el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 consideramos
los subespacios:

s { (e e pmeewbor= (0 )06 L)

(a) Determinar el subespacio L N M y comprobar que L = L + M decidiendo, ademas,
si se trata de una suma directa.

(b) Sea Br = {u = ((1) 01),11 = <(1) _01>,w = (é 1)} una base de Ly

consideramos la aplicacion f : L — L/ f(u) = v, f(v) = u, f(w) = w. Hallar la
matriz de f respecto de la base By, y los subespacios ker f e Im f.

SOLUCION:

(a) Queda claro que la tercera matriz de M puede escribirse como la diferencia de
la segunda y la primera:

(56 0)=64)

con lo que la dimension de M es 2. Para hallar la dimensiéon de L vemos que
cualquier matriz de este subespacio puede ponerse como

a—b+2 b-2\ (1 0 11 1 -1
( 0 QC)_“<0 0)”(0 0>+20(0 1)'

Las ultimas tres matrices forman una base de L, luego la dimensién es 3. Si
formamos una familia de vectores con los dos elementos de una base de M y



31

los tres elementos de una base de L y estudiamos el rango de la matriz resultante:

1 -1 0 0
1 0 0 -1
rgl-1 1 0 1 |=3=dim(L+M)=3.
1 1 0 O
1 0 0 0

Por la férmula de las dimensiones,
dim(L) + dim(M) = dim(L + M) + dim(L N M) = dim(LN M) = 2

y se tiene M = LNM (pues M C LNM y las dimensiones coinciden) y L = L+ M.
No puede tratarse de una suma directa pues la dimensién de la intersecciéon no es
nula.

(b) Bajo las condiciones del enunciado, la aplicacion f manda el primer elemento
de la base, de coordenadas (1,0,0) respecto a esa misma base, al segundo, de
coordenadas (0, 1,0), y asi

f((17070)) = (Oa 170)7 f((07 170)) = (17070)’ f((0,0, 1)) = (070’ 1)'

Por ello, la matriz, My, de la aplicacion sera
0 1 0
My=11 0 0
0 0 1

Estudiando su rango vemos rapidamente que dim(Im f) = rg(M;) = 3, lo que
implica Im f = L, y ker f = (.

| esercicio 33 Sea V un K-espacio vectorial, con K cuerpo de caracteristica distinta de
2.Sea f : V — V una aplicacién lineal tal que f?> = Idysean V; = {a € V, f(a) = a}
y Vo = {a € V, f(a) = —a}. Demostrar que V = V; @ V4. jSignifica esto que para
todo a en V se cumple f(a) = a 6 f(a) = —a? (Nota: f2 = fo f, Id:V — V tal
que Id(x) = z).

SOLUCION:

Dado que f? = Id, f es biyectiva y en particular, ker f = {0}. Usaremos
este hecho para hallar la interseccion de Vi y V5. Supongamos que existe algin
a € V1 N Va, entonces

0=f(0)=fla—a)=f(a)— fla)=a—(—a) =2a = a=0,

es decir, V1 NV, = {0}. Por ser f biyectiva se tiene Im f = V', luego para todo
y €V, existe x € V tal que y = f(z). Sea y = a1 —ag para ay € V1 y as € Vs,
entonces,

y=a; —az = f(a1) + f(az) = fla1 + a2) = f(x) = = = a1 + as.
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Lo que junto con la interseccién antes encontrada prueba que V = V; & V5. Noétese
que esto no significa que para todo a en V se cumple f(a) =a 6 f(a) = —a pues
paraa+beV cona € V) ybeV, se tiene

fla+b) = f(a)+ f(b) =a—b,

que no es a+bni —a —b.

| esercicio 35 Dada la matriz A € R**3, el vector b € R*, a € R y el subespacio F de

R4
-1 2 0 0
. 0 1 -1 . 1 _ T+ T2 — 14 =0,
A= -1 1 11 b= a—2 yF_{x1+$3+I4=0~
0 1 -1 a?

(a) Discutir y resolver cuando sea compatible el sistema AX = b con X € R3.
(b) Sea E el espacio columna de A, calcular sus ecuaciones implicitas.
(c) Encontrar una base del subespacio EN F.

(d) Calcular la matriz B de la transformacién lineal T': R? — R* que verifica:
T(Bl) = A(BQ + 63)7 T(eg) = A€3, T(€3) = ABQ,

donde {e1,ea,e3} es la base canénica de R3.

SOLUCION:

(a) El sistema sera compatible cuando sea rg(A) = rg(A*), donde

-1 2 0 0
. |0 1 =1 1
AT = 11 1 «a-2

0 1 -1 a2

Claramente, rg(A) = 2. Ahora, si « # 1, el menor de A*

1

— o
_ O

0
0

Q

es no nulo, por lo que en ese caso rg(A*) = 3 y el sistema es incompatible. Para
a = 1, es rutinario comprobar que rg(A*) = 2 y el sistema es compatible e
indeterminado. La solucién es el subespacio generado por los vectores (2, —1,0,1)
y (=2,1,1,0).
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(b) Las ecuaciones implicitas de E se obtienen despejando los pardmetros (\, p, p)
de

(r1, 22, 23,24) = A(—1,0,—1,0) + n(2,1,1,1) + p(0,—1,1, —1).

De aqui, x5 = x4, luego una ecuaciéon es xo —x4 = 0. También, x1 —x3 = p—p = 2,
luego la otra ecuacion es 1 — xo2 — x3 = 0.

(c) Para hallar una base de E'N F resolvemos el sistema que resulta de considerar

las dos ecuaciones de F y las dos de F' (pues los vectores de la interseccion deben
pertenecer a ambos subespacios):

1’27934:0,
Enp={ “1-v2-r3=0,

T1+ T —24 =0,
1 +x3+ 24 =0.

La primera y la tercera ecuaciéon implican que z; = 0. De aqui, 2o = x4 = —x3,
por lo que Bgnr = {(0,1,-1,1)}.

(d) Calculamos las imagenes de los elementos de la base canénica de R3:

-1 2 0 0 2
0 1 -1 0
T(e1) = A(ea + e3) = 11 1 1] = NE

0 1 -1 1 0
S [

T(e2) = Aes = 1 11 (1) |1
1 -1 -1

y
T( AGQ

,_\
== =N
[
— =
N~
o = O
Il
—
— = =N

Finalmente, la matriz B es

=

Il
O N O N
= | o
— —
— = = N
\_/

| esercicio 36 Siz# 1y 27 =1, hallar

24 2° 28

1+z+1+z3+1+z5'
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SOLUCION: anm

Segun el enunciado z es una de las raices séptimas de la unidad, distinta de 1,
por tanto, se puede escribir de la forma: z = €. Si z es una de las raices n—ésimas
de la unidad, distinta de la unidad, se tiene que: 1 + 2z 4+ 22+ 23 +--- +2""1 = 0.
Este resultado lo aplicamos al problema planteado en el ejercicio. Reduciendo a
comin denominador, se tiene

24 25 28

+ + =
14z 1428 1425
A (1422) (14+2°)+25(1+2) (1+2°) +20(1+2) (1+2%)

(1+2)(14+23)(1+2°)

5

2 10 _ .3 11

Usando 2" =1, 28 =2, 29 = 22, 210 =23, 211 = 2% y 212 = 2% sera

4 5 46 2 (1422 + 23 + 2% 4 25 + 2°)
1+z+1—|—z3+1+z5 T 1422422+ 23 + 2% + 25 4 20
2(1+z+22+23+ 24 +25+25) — 22

(142422423 +24+25425)+2
0—2z
0+z2
= -2

| esercicio 37 Calcular el siguiente determinante:

1 1 0 0 0

) 1
o7 = 1 0 O

[ !
I
Dp = : : : : :
! 1 1 1 ! ] L| 1
(nil). (n;?). (n—13) i 1
n! (n—=1)! (n—2)! 20 1

SOLUCION: anm

Se obtienen, en primer lugar, los valores de los determinantes Dy, Ds, D3, Dy
y D5, con el fin de obtener una ley de recurrencia.

1 1 1 o1 1
Di=—. Dy=—., Dy=—Dy— | —
L TR TR A Th }% 30
L1 0
1 Pl 1 1 4 1 1
Dy=—D3— |2 & 1|=-—=D3— —Dy+ ¥ =
S TR U R Rt TR Il B SR B Ry
4! 2! 1!

Realizando las mismas operaciones, desarrollando por los elementos de la primera





