ANALISIS MATEMATICO |

TEMA I

Los numeros naturales

Esquema/resumen

1.1. Axiomas de Peano.

1.2. Suma de nimeros naturales.

1.3. Producto de ntimeros naturales.
1.4, Potenciacion de nimeros naturales.

1.5. Ordenacion de los nimeros naturales.
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Tema I
Integrales impropias

Esquema/Resumen

1.1. Integrales impropias de primera especie.
1.2. Criterios de comparacion.
1.3. Convergencia absoluta.

1.4. Integrales impropias de segunda especie.

Sea f una funcién integrable en todo intervalo [a, o], a>a, y sea F la
funcion que a cada a>a hace corresponder la integral de f en el intervalo [a, «]. El
par de funciones (f, F) se llama integral impropia de f en el intervalo [a, + 0] y se

+ oo
designa por /.

a

+ oo

Se dice que la integral impropia f es convergente cuando existe y es

a
finito el limite de F en 400, y si este limite es igual a /(€ R), se dice que ! es el
valor de la integral impropia. Cuando el limite anterior no existe o es infinito, se
dice que la integral impropia es divergente.

De manera analoga y para funciones f integrables en todo intervalo [«, a],
a

a<a, se definen las integrales impropias de la forma f

- 00

a + w0

Sea ahora f una funcion intefrable en todo intervalo cerrado. Si para algin

a € R las dos integrales impropias

fy S son convergentes, se dice que la
o0 a

+ oo
integral impropia f f es convergente y su valor es, por definicion, la suma de las
- 00
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dos integrales impropias anteriores. En otro caso, se dice que la integral impropia
+

S es divergente.

halts ¥}

Estas integrales impropias en las que el intervalo de integracion I no es
acotado y el integrando es una funcion acotada e integrable en todo intervalo
cerrado contenido en I se llaman integrales impropias de primera especie.

En 1.2 y en 1.3 se establecen algunos criterios de convergencia para integra-
les impropias de primera especie.

En 1.4 se estudian las integrales impropias de segunda especie, es decir, las
integrales en intervalos acotados de funciones no acotadas, y las integrales impro-
pias de tipo mixto.



I.1. INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE

Sea f:[a, +o)—R una funcién integrable en todo intervalo [a, «], a>a y
sea F:[a, +0)—R la funcién definida por

F(o)= Jaf(x)dx

para cada o>a. El par de funciones (f, F) se llama integral impropia de f en el
+w + oo
intervalo [a, +0o0) y se designa por fovpor | f(x)dx.
a a
Se dice que la integral impropia [ f es convergente cuando existe y es
finito el limite

lim F(o)= lim J‘fx)dx

a—=> + o a—=>+w

y si este limite es igual a | (€ R), se escribe

J+mf(x) dx =1

+
y se dice que I es el valor de la integral impropia f /

a

Cuando el limite anterior no existe o es infinito, se dice que la integral
+ o

impropia f [ es divergente.

a
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De manera analoga y para funciones f:(— oo, a]—R integrables en todo
a

intervalo [, a], «<a, se definen las integrales impropias de la forma f
hadie o}
Sea ahora f:R—R una funcion integrable en todo intervalo cerrado. Si para
a + oo
algun a € R las dos integrales fy S/ son convergentes, se dice que la
— o0

a
+

integral impropia J f es convergente y su valor es, por definicion,

j_wf=ﬁ f+j N

+ oo
En otro caso, se dice que la integral impropia j f es divergente.

Ejemplos:

1. Sea a>0. La integral

J’+w dx
¥
a X

es convergente si r>1 y divergente si r<1 puesto que

[ 1 1 —
(ar-—l— r—l\’ S#( ’#1

r‘ dx r—1 1
xr_ o .
a log — s1 r=1
oga
y, por tanto,
____1__ | r>1
, % dx (r_l)ar—l
lim —= .
aotoo Ja X + 0 si r<l

2. De manera analoga, se ve que para todo a<O la integral

es convergente si r>1 y divergente si r<l.
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3. La integral

+ dx
o I4x?

converge y su valor es m, puesto que por ser

lim v _dx = lim ct "
a— — oo o 1+x2—a—>—m(_—alc ga)_—z—

li b dx lim tg f "
11m —s= 1l arc =y
o +w JO 1+x2 -+ g 2

se tiene

° dx wm [T% dx
R D R P

y, por tanto,

foodx % dx Foodx
o 14xE _w1+x2+ o l14+x*

4, La integral

+ oo
cos x dx

-

es divergente puesto que para todo a € R es

a .
J cosx dx =sen @ —sen a
a

y no existe

lim (sena—sena)

a— + oo
Observaciones:

1. Sea f:[a, +0)—R una funcién integrable en todo intervalo [a, &], a>a. Si
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+ oo + o
es b>a, las integrales j\ fy f f convergen o divergen simultaneamente, pues-
a b

ff:f f+ff

Analogamente, si f:(— 00, a]—R es una funcion integrable en todo intervalo

to que

para todo aza.

a

b
[a, a], a<a y es b<a, las dos integrales j fy J‘ f tienen el mismo caracter.

— o0

Sea ahora f: R—R una funcion integrable en todo intervalo cerrado. Se ha
+ oo

definido que la integral f es convergente cuando y sdlo cuando existe un a € R

o —.%0

tal que las dos integrales

+ oo
fy j f son convergentes. Pues bien, el caracter de
e 0]

a

o

+
la integral f no depende del punto a elegido y lo mismo ocurre con el valor

— o
de la integral cuando sea convergente.

+ oo
2. Cuando la integral J f es convergente, su valor es el limite

- 00

lim ja f(x)dx.

a—=+w

Sin embargo, este limite puede existir sin que la integral sea convergente. Tal
ocurre, por ejemplo, con la funcion f(x)=2x para la que se verifica

lim J 2xdx= lim (a®>—a?)=0

a— + oo —a a—= + oo

+ o

pero la integral j f diverge, pues para todo a € R es

— o0

lim j 2xdx= lim (¢*—a*)=+ ©

a— + oo a a— + oo

+ oo

y, por tanto, la integral J‘ f diverge para todo a € R.

a

+ o
Se llama wvalor principal de la integral impropia j f y se designa por

— o0



ANALISIS MATEMATICO 1 1/7

+
VP.J S al limite

lim J‘a S(x)dx

a— + oo —a

cuando este limite existe y es finito.

1.2. CRITERIOS DE COMPARACION

En este parrafo y en el siguiente vamos a establecer algunos criterios de
+ o«

convergencia para integrales impropias de la forma J. El enunciar y demostrar

a
a

los criterios analogos para las integrales de la forma j S constituira sin duda un
— oG

buen ejercicio para el lector.

Proposicion: Sea f:[a, + c0)—R una funcion no negativa e integrable en todo
+

intervalo [a, o], a>a. Entonces la integral f S converge si y solo si la funcion
a

F:[a, 4+ o0)—=R definida por F(a)=J S estd acotada superiormente.
a

. Demostracion: Como f es no negativa, F es creciente y tendra limite finito o
infinito segin que esté acotada superiormente o no. -

Propesicion. (Primer criterio de comparacion): Sean f y g dos funciones de
[a, + ) en R integrables en todo intervalo [a, &], a>a, y supongamos que existe un

b>a tal que 0<f(x)<g(x) para todo x>b. Si la integral J g es convergente, enton-

a

+ oo + o
ces la integral f f es también convergente. Si la integral J f es divergente,
a aq

+

entonces la integral J g es también divergente.
a

' +
Demostracion: Supongamos, en primer lugar, que la integral f g €s conver-

+ o a

gente. Entonces la integral f g es también convergente y como ¢(x)>0 para

b
(]

todo x>=b, la funcion G:[b, + o0)—R definida por G(a)=| g esta acotada superior-
b
mente. Por ser f(x)<g(x) para todo x>b, la funciéon F:[b, + 0)—R definida por
o +

Fla)=| f también esta acotada superiormente, luego la integral S es conver-

b b
+ o

gente y, por tanto, la integral f f es también convergente.

a
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+ @
Supongamos ahora que la integral JA f es divergente. Entonces la integral
a

o

+
f fes también divergente y la funcion F(a):[ f no esta acotada superiormente.
b

b
+ w

g y, per tanto, la integral f g es
b

3

Lo mismo ocurre con la funcion G(cx):f

b
+ «w

divergente, luego la integral j g es también divergente.

a

Proposicion. (Segundo criterio de comparacion): Sean f y g dos funciones de
[a, + o0) en R no negativas e integrables en todo intervalo [a, o], a>a, y supongamos

que

Jx)

lim —~=Il€eR.
x—+ + o gx

+ @

+ @
Si 15£0, entonces las dos integrales f [y f g tienen el mismo cardcter. Si [=0 y

a

+ o +ow

g es convergente, entonces la integral j [ es también convergente,
a

la integral f

a

Demostracion: Si 1#0, existe un b>a tal que para todo x>=b se verifica

11<f_(x_)<§1
2 Tg(x) "2
y, por tanto,

1 3
Elg(x)gf(x)<§lg(x)

y, para concluir, basta aplicar dos veces el primer criterio de comparacion. (Obsér-
vese que por ser [#0 las tres integrales

+ o +001 +oo3
L Q,L Elg y L Elg

tienen el mismo caracter).

Si [=0, existe un b>a tal que para todo x>b se verifica

G
g(x)
y, por tanto,

f(x)<g(x)

y el resultado se sigue también del primer criterio de comparacion.

10
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Observaciones:

+
I. En el segundo criterio de comparacion, si /=0 y la integral f g es

a
+

divergente no se puede afirmar nada sobre el caracter de la integral /. Esto se
ve considerando, por ejemplo, las funciones g(x)=x, f;(X)=1/x y f,(x)=1/x% La
+ oo

+ oo
integral [ g es divergente. La integral f1 es divergente mientras que la
o 1

+ o
integral f f, es convergente.
1

+ oo + o
2. Como las dos integrales f [y f (—f) tienen el mismo caracter, si es
a a

+ oo
f(x)<0 para todo x>a, para estudiar el caracter de la integral J f, basta estudiar

a
+ o

el caracter de la integral f (=/.

a

3. Para poner en practica los criterios de comparacion debemos disponer de
algunas integrales de caracter conocido. Uno de los tipos de integrales mas utiliza-
dos para este objeto es el de las integrales de la forma

J‘+oodx
— , a>0,

a

que como sabemos convergen cuando r>1 y divergen cuando r<1.

Ejemplos:

1. Del primer criterio de comparacion se deduce que la integral

togen? x
— dx

1 X

es convergente puesto que para todo x>1 se verifica

sen? X _ 1
x? Tx?

0<

y la integral

es convergente.

11
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2. Por el segundo criterio de comparacion resulta que la integral
+w 1
sen? —dx
J1 X

es convergente puesto que
, 1
sen“—>0 para todo x>1
X
y ademas,

sen” —
, X
lim ———=1

X~ + w

y la integral

es convergente.

1.3. CONVERGENCIA ABSOLUTA

Proposicion: Sea f:[a, +00)—>R una funcion integrable en todo intervalo
+ o

+ o
[a, o], a>a. Si la integral j |f| es convergente entonces la integral J f es también

. a a

convergente.

Demostracion: Para todo x>a se verifica
— N <f(x) < (x))
y, por tanto,

O<Y (=) <2 [f(x)

+w

Entonces, como la integral j‘ If| es convergente, por el primer criterio de compa-

a
+ o

racion la integral j (f| —f) es también convergente y de la igualdad

ff=fam-f<mw

12
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+ oo
se sigue la convergencia de la integral j /
a

Observacion: La reciproca de la proposicion anterior no es cierta en general.
Para ver esto consideremos la funcidon f(x)=sen x/x, x>n. Entonces

4 n

2" " kn sen x 2" 1 kn 2 2
[ M=% | | dx> Y o f lsen x| dx== )

1
- k=2J (k- X k=2 (k= Uyn T = k

_zl+l+l+llll 1 1
e 372 5+6+7+§ +.+ m-l-m‘l-z—,,

>z |2t\ata) s te ety ottt
2 (111 2 n n
I AVEFAF RS R

+

luego la funcion F(a)=f |f| no esta acotada y, por tanto, la integral f If] es

n

divergente.

Sin embargo, integrando por partes, resulta

* sen x COSO COST *cosx
dx = — + - dx

. X o 7 . X
y como
cos o <1 cos X < 1
o | a y x? | Tx2
se tiene
+ oo
, cosd CcoSs X
lim =0y 5— dx converge
a- + oo o n X

y, por tanto, existe y es finito el limite

a
, sen X
lim —dx
x

a—- + o Fid

+
luego la integral J f converge.
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Definicion: Sea f:[a, +00)—R una funcion integrable en todo intervalo [a, o],
+

a=a. Se dice que la integral f es absolutamente convergente cuando la integral

a
+

+ o«
J |f| es convergente. Se dice que la integral f [ es condicionalmente convergente

a a

+ o0 + oo
o semiconvergente cuando la integral j f es convergente pero la integral f |f] es
a

a o

divergente.

Segun esto, la proposicién anterior podria enunciarse diciendo que la conver-
gencia absoluta implica la convergencia.

1.4. INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE

1.4.1. Sea f:[a, b)»R una funcion integrable en todo intervalo [a, o],
o €[a, b) y sea F:[a, b)—>R la funcién definida por

F(o)= ff(x) dx

a

para cada o € [a, b). El par de funciones (f, F) se llama integral impropia de fen el
b b—

intervalo [a, b) y se designa por f o por f(x) dx.

a a

b —

Se dice que la integral impropia f f es convergente cuando existe y es finito
a
el limite

lim F (¢) = lim rf(x) dx

a—+b— a—+b— a

y si este limite es igual a ! (€R), se escribe

-
j f(x)dx=1

a

b —
y se dice que ! es el valor de la integral impropia J‘ f

a

Cuando el limite anterior no existe o es infinito, se dice que la integral
b—

impropia f es divergente.

a

De manera analoga y para funciones f: (a, b]— R integrables en todo interva-
b

lo [a, b], « €(a, b], se definen las integrales impropias de la forma /.
a+
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Sea ahora f (a, b)—R una funcion integrable en todo intervalo cerrado
b —

contenido en (a, b). Si para algin c € (a, b) las dos integrales [y S son
b— a+ a

convergentes, se dice que la integral [ S es convergente y su valor es, por defini-
a+

cion,

b— ¢ b—
Ja f=J‘ f+J‘ /
a+ a+ 4
b —
En otro caso, se dice que la integral f S es divergente.
a+

Ejemplos:

1. La integral

J<b_ dx
o (b=x)

es convergente si r<1 y divergente si r>1 puesto que

1 1 1 —
f‘ dx ) r—1|(b—ay T (b-ay ! stor#

Jb—x)y b—a :
logb;a si r=1
y, por tanto,
1 . {
[ dx r—Ob—a -t T'<
lim = )
a—+b— u(b—X)r — 00 S1 r>1
+o si r=1

2. De manera analoga se ve que la integral
J b dx

a+ (X - a)r
es convergente si r<1 y divergente si r>1.

1.42. Las demostraciones de las cuatro proposiciones siguientes son analo-
gas a las de 1.2 y 1.3.



/14 ANALISIS MATEMATICO 1

Proposicion: Sea f: [a, b)—»R una funcion no negativa e integrable en todo
b_.

intervalo [a, o], o € [a, b). Entonces la integral f converge si y solo si la funcion

a
o

F: [a, b)— R definida por F(a):ff estd acotada superiormente,

a

Proposicion. (Primer criterio de comparacion): Sean f y g dos funciones de
[a, b) en R integrables en todo intervalo [a, o], a € [a, b), y supongamos que existe un
b —

c €[a, b) tal que 0<f(x)<g(x) para todo x € [c, b). Si la integral g es conver-

a

b._
gente entonces la integral [ f es también convergente. Si la integral

o

b —
j f es diver-

a
b —

gente entonces la integral f g es también divergente.
a

Proposicion. (Segundo criterio de comparacion): Sean f y g dos funciones de
[a, b) en R no negativas e integrables en todo intervalo [a, o], o € [a, b), y supongamos
que

lim 7%

=leR
x=b—g(X)

b— b
Si Is£0 entonces las dos integrales f fy f g tienen el mismo cardcter. Si =0y la

a a

b b —
integral j g es es convergente entonces la integral j f es también convergente

a a
Proposicion: Sea f:[a, b)—=R una funcién integrable en todo intervalo [a, o],
b— ) b —
o € [a, b). Si la integral Ifl es convergente entonces la integral f f es también

a a

convergente,

Definicion: Sea f:[a, b)—»R una funcién integrable en todo intervalo [a, o],
b_

o € [a, b). Se dice que la integral f es absolutamente convergente cuando la
a

b b~
integral j Ifl es convergente. Se dice que la integral f f es condicionalmente
Ja

a
b —

convergente o semiconvergente cuando la integral J‘ f es convergente pero la integral

a
b —
j If] es divergente.

a

Ejemplos:

1. Para determinar el caracter de la integral

1_
f log x log(1 —x)dx

0+
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