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Capitulo 3

Formas de Jordan de
endomorfismos lineales

Problema 3.1 Sea € una base del espacio vectorial real de dimension 3,
V3(R). Sea f el endomorfismo tal que:

5 0 3
M(f)=|-1 1 -7
-3 0 5

a) Hallar la matriz de Jordan Jy de f.

b) Encontrar una base €' tal que Mo (f) = J;.

Solucion:

a) Calculamos el polinomio caracteristico de f:
| M — M |= (1= XN)[(5—-X)2+9] = (1—-X)(\2 — 10\ + 34).

Las raices del polinomio corresponden a los autovalores de f:
A=1
A=5+3

Como estamos en un espacio vectorial real, V3(R), a los autovalores com-
plejos conjugados A = a + §i les correponde la caja de Jordan:
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38 PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA

(5 7)

Por lo que la matriz de Jordan de f es:

10 0
Jr=10 5 -3
03 5

b) Sea ¢’ = {€, €, €%} la base de V3(R) respecto a la cual la matriz
de f tiene la forma de Jordan Jy. Las imagenes de los vectores de ¢’ por el
endomorfismo f se expresan, respecto a &', segin indica la matriz Jy:

1 0 0

Jp = 5 -3

0 3 5

T T T

Jp(€y)  Jpey)  Jr(€3)
Entonces:
1) f(eh)=¢) —  (f—id)(@}) =0

2) (@) =5¢4+385 = &= L(f - 5id)(e})

3) f(ey) =-3ey+5ey =  &y=—3(f—5id)(e})

De 1) tenemos €} € Ker(f — id), luego €/ es autovector asociado al
autovalor A = 1. A partir de 2) y 3) vemos que:

1 1
€y = —3(f —5id)(€3) = —5(f — 5id)*(e),

por lo que:
(f —5id)%(€h) +9(eh) =0 = &, e Ker[(f — 5id)? + 9id].

Calculamos el autoespacio Ker(f — id) asociado al autovalor A = 1:

4 0 3 xr1 41 4+ 3x3 0
-1 0 -7 T2 | = —x1 — Tx3 =10 = zx1=x3=0.
-3 0 4 I3 —3.TU1 + 4:B3 0
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0
Podemos tomar €} = | 1

0

Para hallar €, calculamos Ker[(f — 5id)? + 9id):

0O 0 O T 0
25 25 25 0] =10 = z1+x2+a3=0
0O 0 O T3 0

1
Tomando €% = 0 |, obtenemos:
-1
—1
&y = 5(f —5id)(eh) = | 2
-1
Asi resulta:
0 1 —1
eg={l1], 0], 21}
0 -1 -1

Se puede comprobar que la matriz del cambio de base P de ¢ a ¢
satisface P~1MP = Jy

11 1 5 0 3\ /0 1 -1
PMP=1| 1/2 0 -1/2||-1 1 7|1 0 2|=
-1/2 0 -1/2) \-3 0 5/ \0 -1 -1
10 0
=(0 5 -3
03 5

Problema 3.2 Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension 4.

a) Sea f un endomorfismo de V' con polinomio caracteristico:
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xr(t) =t —2)2t*+1) ytal que: rg(f —2id) = 3.
Hallar la forma de Jordan de f para K =R y K = C.

b) Sea g el endomorfismo de V4(R) con matriz respecto a la base candnica
£:

Ms(g) =

o O = O
OO O =
o N OO
N O OO

Estudiar si f y g son linealmente equivalentes.

Solucion:

a) Por ser las raices del polinomio caracteristico: A = 2, con multipli-
cidad 2 y A = =+, tenemos que considerar de forma distinta la matriz de
Jordan en el caso real y en el caso complejo.

Si K = C se admiten los autovalores complejos, luego la forma de Jordan

€es:
200 0
e 20 0
=100 i o
000 —i

donde € = 1 6 0, dependiendo de la dimensién del autoespacio asociado al
autovalor A = 2. Como rg(f —2id) = 3, se tiene que dim[Ker(f —2id)] = 1,
luego € = 1 y se obtiene:

Jr =

O O =N
S O N O
O = O O

o o O

Para K = R, cuando se tienen autovalores complejos de la forma a + i3
como rafces del polinomio (a — t)? + 32, la matriz de Jordan es:

(5 2)
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Aqui tenemos como autovalores complejos conjugados « & i3 = +i, por
lo que la matriz de Jordan de f en el espacio vectorial real es:

200 0
1 20
Ji=10 00 -1

001 0

b) Los endomorfismos f y g no son linealmente equivalentes pues el
invariante lineal:

rg(f — 2id) = 3, rg(g — 2id) = 2,

no coincide. Por otra parte, puede observarse que la matriz de g dada es ya
una matriz de Jordan y no es semejante a la matriz de Jordan de f para el
caso real. Sin embargo, nétese que ambos endomorfismos tienen el mismo
polinomio caracteristico, lo que prueba que el polinomio caracteristico no es
un invariante completo para la clasificacién lineal de endomorfismos. Dicho
de otro modo, si dos endomorfismos son linealmente equivalentes, han de
tener el mismo polinomio caracteristico, pero ésta es una condicién necesaria,
no suficiente.

O

Problema 3.3 Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial real de di-
mension 4, Vy(R). Sea € una base de Vi(R) respecto a la cual:

-1 -1 1 2
m=| 1 5 3 sl =020+

0 -4 4 2
a) Hallar la matriz de Jordan Jy de f.

b) Explicar cdmo obtener una base €' de V4(R), tal que Mo (f) = Jy.

Solucion:

a) Como el polinomio caracteristico de f es xf(t) = (t+1)%(t? +4), sus
raices corresponden a los autovalores:
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A= —1 doble,
A= 12i complejos conjugados.

Por tratarse de un espacio vectorial real y haber autovalores complejos,
la matriz Jy tiene la forma:

-1 0 0
e —1 0 0 ,
Jr = 0 00 -2 donde e =16 0.
0 0 2 0

Para determinar e calculamos la dimensién del subespacio Ker(f + id)
(o de manera equivalente, el rango rg(f + id)):

Ker(f +id) = {w tales que (f + id)(w) = 0}.

SRS NS o

Obtenemos:
Ker(f+id):=(x=0, y=2, t =0)

y dim[Ker(f + id)] = 1 (equivalentemente, rg(f + id) = rg(Jf + 1) = 3,
donde I denota la matriz identidad). Asi tenemos que e =1 y:

1 00 0
10 0

Jr = 00 —2
0 02 0

b) Denotemos por &’ = {€', €}, €%, €} la base de V4(R) para la cual
M. (f) = Jy, es decir, el endomorfismo f estd representado, respecto de la
base ¢, por la matriz de Jordan Jy.

Si analizamos la matriz Jy, podemos conocer la imagen por Jy de los
vectores de ¢ y, de este modo, las condiciones que han de satisfacer los
vectores {€, €}, €4, €)}:
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-1 0 0 0
1 -1 0 0
r= 0 0 0 —2
0 0 2 0
T T T
Jr€r)  Jp(ey) Jp(es)  Jp(€)
Las condiciones vienen dadas por las igualdades:
1) Jyey)=—-er1+ey = &=+
2) Jp(€y) = —¢4 = 0= (J;+1)(e)
3) Jy(e3) = 2¢) = & =3J5(e%)
4) Jp(€y) = —2¢3 = @ =—3Js(@)

A partir de 1) y 2) tenemos:

0= (Jy+I)(&h) = (Jp+1)*(e).

A partir de 3) y 4) tenemos:

Obtenemos asi las siguientes condiciones para ¢’:

el € Ker(f +id)? — Ker(f +id)
€y = (f +id)(e")

eh € Ker(f? + 4id)

&y = 3f(€%)

Obsérvese que la condicién € & Ker(f 4 id) es necesaria para evitar
que €% sea el vector 0, que no puede formar parte de una base.

g
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Problema 3.4 Sea f el endomorfismo de Va(R) con matriz respecto a la
base candnica €:

10 0 0
11 -2 0
00 0 -1

a) Hallar la matriz de Jordan Jy de f.

b) Hallar una base €' tal que My (f) = Jy.

Solucion:

a) Mediante el célculo del determinante |M.(f) — AI| obtenemos el
polinomio caracterfstico del endomorfismo f, xf(A) = (1 — A)2(1 + A)?,
cuyas raices corresponden a los autovalores de f:

e )\ =1 con multiplicidad 2,

e )\ = —1 con multiplicidad 2.

Esto nos permite ya afirmar que la matriz de Jordan de f tiene la forma:

1 0 0 0

a1 0 o0
=10 0 -1 ol

0 0 € —1

y falta determinar los valores 0 6 1 de €; y €. Para encontrar estos valores
necesitamos averiguar las dimensiones de los autoespacios asociados a cada
uno de los autovalores.

Para A; = 1, el autoespacio asociado es Ker(M — I):

00 0 0\ [z 0 21 =0
10 -2 0ffa|_[of _ 0
00 —2 0of x|~ |0 T3 =
00 0 -2/ \a4 0 r4=10

= dim[Ker(M —I)]=1y ¢ = 1.



FORMAS DE JORDAN DE ENDOMORFISMOS LINEALES 45

Para Ay = —1, calculamos Ker(M + I):

20 00 1 0

1 2 -2 0 2| |0 x1 =0
00 00 zz3| |0 To = T3
00 00 T4 0

= dim[Ker(M +1)] =2y e =0.

Asi, la matriz de Jordan de f es:

Jp =

S O ==
S O = O
|
o~ O O
_ o O O

b) Seae’ = {€', €}, €%, €’} labase de V4(R) respecto a la cual la matriz
del endomorfismo f es la matriz de Jordan hallada, es decir, M. (f) = J.
A través de Jy, obtenemos las condiciones de los vectores de €’:

el € Ker(M —1)2 — Ker(M — 1)

€y = (M—-1I)(
éhe Ker(M+1

= ¢he Ker(M—1)

)
1)
)
&) € Ker(M +1),

\

donde ademés € y €’ han de ser linealmente independientes.

Calculamos Ker(M — I)?:

00 0 0\ [x1 0
004 0|[ae]| o <:){acs
00 4 0| 0 oy —
000 4/ \a 0

Tomemos €] = , que no pertenece a Ker(M —I).

o O O =
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