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1.1. Bases de entornos abiertos en los puntos de un conjunto

Para introducir el concepto de bases de entornos abiertos en los puntos de un conjunto y por
medio de ¢l llegar a la nocién de espacio topolégico, vamos a situarnos en el conjunto de los niime-
ros reales y recordar la definicién de limite de una sucesién de nimeros reales:

Si a1, az, a3, ..., an, ...es una sucesiéon de nimeros reales, se dice que el ndmero real p es
limite de esta sucesién cuando para cada nimero real € > 0 existe un nlimero natural m tal que para
todo nimero natural n 2> mes |p — ag| < €.

Representando por (p — €, p + £) el intervalo abierto formado por los niimeros reales t que

verifican p — € < t < p + £, es decir, aquellos cuya distancia Ip — t| al nimero p es menor que €, la
definicién anterior puede enunciarse asi:

Se dice que p es limite de la sucesién de nimeros reales ai, az, a3, ..., an, ...cuando para cada
intervalo abierto de nimeros reales (p — €, p + £), donde £ es un nimero real positivo, existe un
nimero natural m tal que para todo nliimero natural n > m se verifica que an¢ -t p+ 0.

En el conjunto R de los niimeros reales, la distancia entre dos nimeros, definida por el valor
absoluto de su diferencia, expresa la idea intuitiva de proximidad entre ellos. Por esto, cuando se
considera la familia de los intervalos acotados (p — €, p + €) con £ > 0, esta familia de

conjuntos describe de alguna manera la «proximidad» del punto p en la recta IR de los niimeros
reales.

Con la nocién de bases de entornos abiertos en los puntos de un conjunto X se va a conseguir
expresar una idea de proximidad a cada uno de los puntos p de X sin necesidad de tener o haber
definido previamente una distancia entre los puntos del conjunto X. De este modo, con los espacios
topoldgicos, introducidos a partir de la nocién de bases de entornos abiertos en los puntos de un
conjunto, se conseguird una formalizacién matemética, abstracta, que sustituye y generaliza la idea
intuitiva de proximidad entre los puntos del conjunto de los niimeros reales.

Este proceso de generalizacion se va a realizar sustituyendo la familia de intervalos abiertos y
acotados (p — £, p +.£)>0 que podemos representar por B(p), por la que definiremos como base de
entornos abiertos de un punto,

Las familias de intervalos B(p) para los distintos puntos p de IR verifican estas tres propieda-
des, que son las que con el paso del tiempo se han demostrado ttiles para describir formalmente la
idea intuitiva de proximidad:

1. Cada punto p pertenece a todos los intervalos (p ~ €, p + £) de B(p).

1. Dados dos intervalos (p — €, p + €) y (p — ¢, p — €, p + €') de B(p), su interseccién
contiene algln intervalo (p — é, p + 6) de B(p).
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II. Si(p— ¢, p + £) pertenece a B(p), para cada punto qE(p —¢, p + &) existe un intervalo
(q — 8, q + 6) de la familia B(q) tal que (q — 6, q + HC'(p—¢,p+¢)

Estas tres propiedades, porque se enuncian utilizando solamente relaciones de pertenencia y

de contenido entre puntos y conjuntos, sin utilizar ninguna nocién de distancia, sugieren la definicion
de base de entornos abiertos en los puntos de un conjunto del siguiente modo:

Definicion 1

Sea un conjunto X no vacio, y para cada punto p de X una familia no vacia B(p) de subcon-
juntos de X. Se dird que cada familia B(p) es una base de entornos abiertos del punto respectivo p,
si todas las familias B(p) verifican estas tres propiedades:

B:: Si U es un elemento de B(p), entonces p € U.

B2: Si U € B(p) y V € B(p), entonces existe un conjunto W € B(p) tal que W C Uun v.

Bs: Si U € B(p), para cada punto q € U existe un conjunto V € B(q) tal que V C U, Véase la
figura 1.

(X,T)

Figura 1.1

Se observa que las propiedades B: y Bz se refieren a cada una de las familias B(p) individual-
mente, mientras que Bs relaciona B(p) con las familias B(q) correspondientes a los puntos q que
estan en los entornos abiertos de p, es decir, que son préximos a p segln estos entornos. Esto hace
que las bases de entornos abiertos para los distintos puntos de un conjunto X estén relacionadas
entre si, formando un sistema de bases de entornos abiertos para los distintos puntos de X.

Ejemplo 1

Sea el conjunto X formado por los cuatro elementos a, b, ¢, d. Un sistema de bases de
entornos abiertos para estos cuatro puntos es el siguiente:

B(a) es la familia de conjuntos {a} y {a, b}.

B(b) es la familia con el elemento {a, b}.
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B(c) esta formada por {c, d} y {a, ¢, d}.

B(d) tiene solamente {c, d}.

El lector puede comprobar sencillamente que estas familias de conjuntos verifican las propie-
dades Bi1, Bz y Bs.
Ejemplo 2

Como se sabe, una distancia en un conjunto X es una aplicaciéon d: Xx X — ]R*( donde R* es el
conjunto de los nimeros reales no negativos) que verifica estas tres propiedades:

di: d(x, y) = 0 siy sélosix =y,

dz2: Si X, y son dos puntos cualesquiera del conjunto X, se cumple que d(x, y) = d(y, x).
(Propiedad simétrica.)

ds: Para tres puntos cualesquiera x, y, z, del conjunto X se verifica que d(x, z) < d(x, y)
+ d(y, z). (propiedad triangular de la distancia.)

Se llama espacio métrico (X, d) a un conjunto X con una distancia d definida en él. Asi, por
ejemplo, cuando en el plano IR X IR se considera definida la distancia usual (distancia euclidea)
entre sus puntos, dada por d(x, y) = V/(x1 — y1)> + (x2 — y2)?, donde x = (x1, X2) e y = (y1, y2), se
puede comprobar que esta aplicacién de IR2 x IR2 5 R* cumple las propiedades di, d; y d3. El
espacio métrico (IR?, d) es el plano euclideo.

En un espacio métrico (X, d) se llama bola ab'i_erta de centro el punto p y radio el nimero real
positivo r, al conjunto E(p, r) = {t € X, d(p, t) < r} de puntos t de X cuya distancia a p es menor
quer, ‘

Pues bien, las familias B(p) formadas por todas las bolas abiertas de centro p y radio los
distintos nimeros reales positivos cumplen las propiedades Bi, B2 y Bs, por lo que constituyen bases
de entornos abiertos en el espacio métrico (X, d).

Ejemplo 3
En el conjunto Q de los nimeros racionales, los intervalos abiertos y acotados (p — r, p + 1)

de centro el nimero racional p y radio los nimeros racionales positivos r constituyen bases de
entornos abiertos para los distintos puntos p de @.

1.2. Conjuntos abiertos. Topologia en un conjunto
Definicion 2

Sea X un conjunto para cuyos puntos se ha definido un sistema de bases de entornos abiertos
B(p). Un subconjunto A de X se dice que e€s un conjunto abierto (0 simplemente un abierto) cuando
es el conjunto vacio, o bien cuando para cada punto t € A existe un subconjunto U € B(t) que esta
contenido en A.
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Definicion 3

Se llama topologia T del conjunto X, determinada por las bases de entornos abiertos B(p), a la
familia de los conjuntos abiertos de X definidos por medio de las bases de entornos abiertQs B(p).

Se observa que por la propiedad B3 de las bases de entornos abiertos, cada conjunto que
pertenece a una de estas bases es un abierto de la topologia de X.

En un espacio métrico, la topologia definida a partir de las esferas abiertas se llama topologia
métrica.

Ejemplo 4

La topologia determinada en el conjunto @ de los nimeros racionales por las bases de entor-
nos abiertos que se indican en el ejemplo 3 es la topologia usual de los nimeros racionales.

Ejemplo 5§

En el conjunto R de los niimeros reales, la topologia usual viene determinada por las bases de
entornos abiertos B(p) = (p — €, p + ¢t), donde ¢ toma como valores los nimeros reales positivos.
En esta topologia Ty de IR cada intervalo abierto y acotado (a, b), con a < b, es un conjunto abierto,

. +
pues representando por t el nimero real __a_z_b__’ es (a, b) € B().

Parece oportuno comentar que cuando se dice intervalo abierto (a, b), o intervalo cerrado [a, bl,
en el conjunto R, estas palabras abierto y cerrado se refieren a la relaciéon de orden habltual del
conjunto de los ndmeros reales, es decir, (a, b) = {x € R, a < x < b} y[a,b]={x€ R,a< x< b}.
La afirmacién anterior significa, por tanto, que un intervalo acotado de R abierto segin la relacién de
orden usual de R es abierto en la topologia usual de IR.

Ejemplo 6

El intervalo de R: [a, b) = {t €R, a < t < b} no es un abierto en la topologia usual de R,
pues el punto a € [a, b) y no existe ningln nimero real positivo ¢ tal que (a — £,a + £) C [a, b).

1.3. Bases de entornos abiertos equivalentes

A partir de las bases de entornos abiertos en un conjunto X se ha determinado una topologia
en el conjunto X. Esto lleva a considerar los distintos sistemas de bases de entornos abiertos que
determinan la misma topologia en un conjunto, y motiva la siguiente definicion.

Definicion 4
Sea un conjunto X y en él los sistemas de bases de entornos abiertos B(p) y B'(p) para los

distintos puntos de X. Se dird que los dos sistemas de bases de entornos abiertos son equivalentes
cuando determinan la misma topologia T en el conjunto X.
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Se recomienda al lector comprobar que una condicién necesaria y suficiente para que dos
sistemas de bases de entornos abiertos B(p) y B'(p) en un conjunto X sean equivalentes es que para
cada punto p de X, dado un conjunto cualquiera U € B(p).exista uno U’ € B'(p) tal que U’ C U, y
que dado un conjunto cualquiera V' € B'(p) exista uno V € B(p) tal que V C V', '

Ejemplo 7

En el conjunto IR de los niimeros reales, si para cada nimero real x se considera la familia de
los intervalos abiertos B(x) = {(x — r, x — 1)} donde r toma como. valores los niimeros racionales
positivos, se tiene un sistema de bases de entornos abiertos para IR; otro sistema de bases de entor-
nos abiertos para IR viene dado por B'(x) = {(x — €, x + £)} cuando € toma como valores los niime-
ros reales positivos. Ambos sistemas son equivalentes, pues dado un nimero racional positivo cual-
quiera r siempre existe un niimero real positivo £ < r (por ejemplo € = r), y dado un niimero real
positivo cualquiera €, siempre existe un niimero racional positivo r < €.

1.4. Propiedades de una topologia
Proposicion 1

Sea un conjunto X, y en él un sistema de bases de entornos abiertos B(p). Segun la definicion
dada en (1.2) de conjunto abierto, la topologia de X determinada por las bases B(p) tiene estas
propiedades:

Pi: ¢ y X pertenecen a esta topologia T.

P2: Dada una familia cualquiera, finita o infinita, de abiertos {Ux}»e L de la topologia T de X,
la unién de los elementos de esta familia LXJ{Ux} es también un elemento de T.

P3: Dada una familia finita {Uj},i=1 ...n, de eleme'ptos de la topologia T, la intérseccic’)n de
los elementos de esta familia es también un elemento de T: -O,{Ui} € T.

Demostracion

De Pi: ¢ € T por definicién. Por otra parte, para cada punto t € X, como B(t) es una familia
no vacia, existe al menos un U &€ B(t), por lo que es t € U C X. Luego X es un abierto de la
topologia.

De Pz: Sea un punto cualquiera p EXU {Ux}. Existe un indice Ao de modo que p € Ux. De
aqui se deduce que existe un elemento A € B(p) tal que A C U, Por lo tanto, es p € A CU {Ux}.

De Ps: Supongamos que U y Uz son dos abiertos: si Ui Uz = ¢ entonces UiN Uz € T. Si
UiNUz # ¢, y es p &€ UiN Uz, existen Vi y V2 en B(p) tales que Vi C U1 y V2C U,. Por la
propiedad Bz de (1.1) existe W € B(p) que cumple p € W C Vi) V2 C Ui Uz, Luego Ui Uz es un
conjunto abierto, Repitiendo este proceso un niimero finito de veces se demuestra que Ui Uz
M Us ...N Unes un abierto de T. Ver figura 2.

Ejemplo 8

El conjunto (a, ») = {t € IR, t > a} es abierto en la topologia usual Ty de IR, pues el
intervalo no acotado (a, —») se puede obtener como unién de una familia de intervalos abiertos acota-
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Figura 1.2

dos: (a,») =(a,a+2)U(@+ 1,a+3)U ... =U(a+n,a+ n+ 2)cuando n toma todos los valo-
n€IN

res naturales. Igualmente es abierto en (IR, Tu) el intervalo no acotado (~, a) = {t € R, t < a}.

La importancia grande de las propiedades P1, P2 y P3 radica en que si se tiene en un conjunto
no vacio X una familia H de subconjuntos que las verifique,. se puede construir de modo muy sencillo
un sistema de bases de entornos abiertos B(p) en los puntos p de X, de tal modo que la topologia
que éstas determinan en X es precisamente la familia H de partida.

Proposicion 2

Sea X un conjunto no vacio y H una familia de subconjuntos de X que verifican las propieda-
des Pi, Pz y Ps. Para cada punto p de X sea H(p) la familia formada por los elementos de H que
contienen el punto p. Entonces estas familias H(p) son bases de entornos abiertos en X, y H es la
topologia por ellos determinada.

Demostracion

En efecto, las familias H(p) verifican B: por la misma construccién de H(p).

Supongamos ahora que U y V son elementos de H(p). Es claro que p € UM V, que pertenece
a H por Ps. Luego UN V € H(p), que asi cumple Bz2.

Sea ahora U € H(p) y supongamos que q € U. Evidentemente es U € H(q), con lo que B3 se
cumple de modo trivial.

Para demostrar la segunda parte de la proposicion, representemos por T la topologia determi-
nada por las bases de entornos abiertos H(p), y vamos a ver que T = H. En primer lugar, todos los
conjuntos no vacios de H por pertenecer a algin H(p) son abiertos de la topologia T, seglin se vio en
(1.2).

Reciprocamente, si V € T, para cada punto t de V existe un elemento Ui € H(t) tal que
te UtCVyasiesV =g} {U{}. Como cada Uy es un elemento de H, por P2, V también es de H.
t

Luego T y H tienen los mismos elementos, y T = H.
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