TEMA 111

DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS;
CORRELACION Y REGRESION

ESQUEMA/RESUMEN

Nos proponemos en este capitulo caracterizar toda una serie de caracteristi-
cas estadisticas, tales como los coeficientes de correlacion, correlacion multiple y
parcial, asi como las funciones de densidad condicionadas, exclusivamente en tér-
minos de los dos grupos de parametros que determinan completamente la distri-
bucion normal n-dimensional, el vector de medias y la matriz de covarianzas.

Al final del capitulo se incluyen algunos resultados acerca de la funcion
caracteristica, que mas adelante seran de utilidad.

3.1. DISTRIBUCION CONDICIONADA

En lo que' sigue consideraremos un vector aleatorio n-dimensional ¢ con
distribucion N[y, X]. Consideraremos también una particion de ¢ en dos vectores,
uno p-dimensional §; y otro n-p dimensional ¢, Sin pérdida alguna de generali-
dad, podemos suponer que &; esta formado por las p primeras componentes de &,
ya que en otro caso reordenando las variables, los elementos del vector de medias
y las filas y columnas de la matriz de covarianzas, podemos transladar cualquier
subconjunto de p componentes de ¢ a los p primeros lugares.

Nuestro primer objetivo es calcular la distribucion de &¢; condicionada a
§r = X,

Una solucion rapida y comoda es alcanzable a partir de los resultados del
capitulo anterior (ver ejercicios de autocomprobacion). Hemos preferido aqui em-
plear un procedimiento mas largo y engorroso, con el fin de utilizar algunos resul-
tados sobre matrices, de cuya existencia es conveniente tener conocimiento.
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112 ANALISIS MULTIVARIANTE

Basandonos en la definicion clasica de funcion de densidad condicionada

_fxy)
f2(y)

tenemos que la funcion de densidad comjunta, por hipotesis sera:

f(x/y)

fixi, x;) = @m)~* ||~ 12 exp{— 1(x1 — ), (X; — p)) T} (Xl - #1)} [1]
2 Xz — M3

¢

&2

por otra parte, como ¢ = ( ) la densidad marginal de &, sera:

fo(x) = 2m)7" 22 [T, 712 exp { (xz — pa) T35 (xp — ﬂ)} [2]
la funcién de densidad condicionada vendra dada por:

f(xy,
fix,ix,) = (El(x:)Z) [31

_n 1 .oy _
= (2m)"2 2|71 exp {— 2 ((x; — pa)s (X2 — pa2)) E (};; - .::)}

1 _
(2ﬂ)_‘nkpm IEzZI*"Z CXp {—5 (xy — qy) 2221 (x; — #2)}

Naturalmente no debemos conformarnos con esta primera expresion, sino que pro-
curaremos simplificarla al maximo. Para ello vamos a emplear el siguiente resulta-
do, sobre matrices, que el lector deberda probar (cf ejercictos de
autocomprobacion).

Propiedad 3.1.

. z = . )
Si £ = ( u 12) es una matriz cuadrada no singular tal que X,, es no
ZZI 222

singular, se verifica

z—] _ (211 - El‘zz;?.l E2].)_1 _(Ell - 21222_21 221)71)21222_21 )
B _22—21 221(211 - 21222_21 z21)—1 2;21 + 22_21 221(211 - E1222-21 221)_121222_21
(4]
y ademas,
Z) = |1Z)y — Z5 255 oyl |22 [5]

Naturalmente dado que X es una matriz definida positiva, £ y X,, son no singu-
lares, por tanto, estamos en condiciones de aplicar la propiedad 3.1.
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ANALISIS MULTIVARIANTE 11173

De [3] tenemos

(¢ — my)s (X2 — @2)) £ (XI : Ml)}‘ [é]
2

X3

N[ =

) 3|12 «
f(x,)x,) = (2m)~>? lé_zlzlﬁﬁ exp {‘

1 -
" €Xp {5. (X — w) T35 (%, — #2)}
Teniendo en cuenta [4] obtenemos

(X, — py), (xy — p)) 271 (XI = ”1) ~

Xz — Ha
=(x; — o) (B — 21222 o) 7 (X — )
—(x; — ) (Zyy — Z12E50 200) P 21025 (Xg — pg) —
— (X2 — Ifiz)' 20T — ZipZ50 Zpy) T (xg — py) +
+ (% — ) 23 E0(Zhr — T E5 E0) T En s (X — o) +

+ (Xy — pz) Ty (X — ) [7]
Sustituyendo las expresiones [S5] y [7] en [6] observamos que el ultimo factor
de [S5] y el ultimo sumando de [7] se cancelan, mientras que los restantes pueden

reordenarse resultando:

f(x,ix3) =

_ _1 1 _ ;
= (2n)’? 1Z1 — 21225, 2,y Zexp {— 3 (xy — py) — Z12255 (x5 — p2)

(211 — T 2521 221)_1 ((xy — p1) — o 2521 (xy — ﬂz))}

Si llamamos
B = 21222_21 y 2= (&4 — E125-:2_21 1) -

- Por tanto, la variable aleatoria £,|¢, = x, tiene una distribucion
NLuy + B(x2 — pa), T2l

El subindice de la matriz de covarianza es una notacion clasica en estadis-
tica, el punto hace referencia al hecho de que las variables indicadas con nimeros
a la derecha de ¢l, han sido fijadas.

La ecuacion

Xy — py) = Z1225,' (X, — o) [9]
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111/4 ANALISIS MULTIVARIANTE

representa la linea general de regresion de &, sobre &,, a la matriz £,, X5, se la
denomina matriz de regresion. El elemento que ocupa el lugar (1, j) en la matriz
de regresion la denominareros

ﬁij'p+1,p+2 ..... n

El término «regresion» es debido a Galton. Al estudiar la correlaciéon entre
las estaturas de padres e hijos, observo que la altura media de los hijos de padres
muy altos o muy bajos era mas préxima a la media total que la de sus progeni-
tores. Este fenOmeno lo denomino «regresion a la mediocridady.

A los elementos de !la matriz de covarianzas de la distribucion condiciona-
da, X, , los denotaremos por 6;;.,. 1 ,+2. .. dando a entender, como de costum-
bre, que las variables £, ,, £, ... &, componentes de &, han sido fijadas.

Por 1ultimo el coeficiente de correlacion entre £ y ¢, calculado a partir de
la matriz de covarianzas de la distribucion condicionada, se denomina coeficiente
de correlacion parcial entre ¢ y & cuando &, &4, ... &, han sido fijadas, lo
representaremos por P41,

Es decir,
o-ij-p+l,p+2,...,n ) ' ) [10]

\/ij-p+1,...,n o—ii-p+l ..... n

plj-p+1,p+2....,n =

Resumiendo, hemos obtenido el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.

Sea & vector aleatorio n-dimensional, con distribucion N[u, X7}, si &€ = (?)
2

donde &, es un vector p-dimensional y £, es (n — p)-dimensional. La distribucion
de ¢, condicionada a &, = X, es normal, de media p, + Z,,Z35 (%, — p3) ¥
matriz de covarianzas Xy, , = Z,;; — Z,, %7, Z,, donde X, es la matriz de cova-
rianzas de & y & (i, ] = 1. 2).

Antes de continuar adelante, vamos a profundizar un poco mas en el senti-
do estadistico de la matriz de regresion.

Si el vector aleatorio & posee una distribucién N[y, ] y disponemos de la
informacion adicional:

ép+1 = xp+1' §p+2 = Xp+2’ L lén = Xn

o bien, vectorialmente
£ = x,

la proposicion 3.1 contiene la afirmacion siguiente: El valor esperado de £; en
estas condiciones es:

iy + 2:1222721 (X2 — p2) - [11]
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La variable aleatoria

€2 =& i — X2 Ty (% — p2) [12]

denominada residual, representa las discrepancias entre los verdaderos valores de
&, y el valor esperado. Es facil comprobar que la variable residual &, , tiene una
distribucion N[0, £,, — X,,X;5'X,,]. ademas verifica

E[E, 508, — w1 = £1; — 2, 22_21 ;=0 [13]

Como la distribucion conjunta de &, y &, , es normal y segun [13] son
incorreladas, tenemos que (proposicion 2.2 (bis)) ambas son independientes. Pode-
mos considerar entonces, el siguiente modelo de prevision de ¢&,.

Ey = + 20X (X, — o) + &4 [14]

Es decir, conocido que &, = x, nuestra prevision de &, es
w, + Z,2Z5(xs — us) y la desviacion del verdadero valor. es atribuida a un
crror aleatorio (variable residual), que independientemente del valor de &, tiene
una distribucion N[0, Z,, — Z,.Z5,'Z,,].

Naturalmente, nuestro modelo se vera reforzado si, a las anteriores cualida-
des afiadimos que entre todas las previsiones posibles que dependen linealmente
de x,. nuestro modelo tiene una variable residual con dispersion la menor posible,
o analogamente, que las correlaciones entre la variable observada y su prevision
sean maxima en algin sentido.

En un caso sencillo, cuando consideramos la prevision de una componente
de &, a partir del conocimiento de &,, las condiciones anteriores pueden facilmen-
te conducirnos a conclusiones aceptables. Este es el problema que abordaremos en
la préxima seccion.

32. COEFICIENTE DE CORRELACION MULT]PLE-

Consideremos un vector aleatorio & con distribucion N[g, ] y una parti-
cion de sus componentes en dos vectores &, y &,. Como ya vimos en ¢l apartado
anterior la distribucion de &, condicionada a &, = x, es

Nlg, + 22225 (xz — #,) 41 — Z5 255 a4

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que u; = 0 y p, = 0. En
estas condiciones si & es una componente de ¢,, la media de &; condicionada a
¢, = x, sera

E[&ix.] = Bix,

donde B, es el vector fila resultante de multiplicar la i-ésima fila de X,, por la
matriz X,;', llamaremos &; al vector fila i-ésima de Z,.
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1116 ANALISIS MULTIVARIANTE

Como caso particular del resultado obtenido en el apartado anterior
tenemos

E[(f] - ﬁiéz) 512] = (5,-. - ﬁizzz =0 [15]
Por tanto, &, v (£, — B,&,) son independientes.
Continuando con el razonamiento que seguiamos en el apartado anterior,

interpretaremos ¢; — B;¢, como la discrepancia entre el valor previsto en funcién
de los datos conocidos, y el valor observado para ¢,

Notese que en este caso la variable aleatoria que representa la discrepancia
o el error cometido, es una variable escalar. Supongamos otra prevision lineal de
¢, basada en el valor que toma &,, cualquier prevision lineal de ¢; basada en el
valor que toma &,, puede ser representada por: aé, donde a es un vector flila,
la varianza del error (error cuadratico medio) sera:

E[¢; — “52)2] = E[(& — ﬂiéz)z] + E[{e — B) & 6w — )]
+ 2 E[{ — B,&) (x - B:)6,] =
= (ay — 552521 &) + (B — o) ZooB — af [16]

donde ¢; es la varianza de &,

Como X,; es definida positiva, se verifica que
(B — o) Zys(f, — @) 2 0
y la igualdad se cumple precisamente si §; — a = 0. Por tanto

E[(¢ — ﬁi£2)2] < E[(¢; — “62)2] [18]

verificandose que f; es el vector de coeficientes de la funcion lineal de &, que
mejor aproxima a £; en el sentido de los minimos cuadrados (la varianza residual
es minima).

Comprobemos que simultaneamente la correlacion entre ¢ y B, &, es
maxima.

Como ya se ha demostrado, cualquiera que sea ¢ y a se cumple

E[(& — Bi&2)’] < BN — cady)?] [19]

Desarrollando obtenemos

o + E[(B;&2)"] — 2 E[&(B.E)T <

< oy + S E[(@&,)°] — 2cE[¢] Elwé,]
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De donde
E[E(BEN ir_E[(ﬁiéz)z] 5 [21]
Vo VELBENT  Jou VENBL)]
‘E‘- E[&{aé,)] _ “LE E[(2 &,)]
\/!—O—ii \/'E[(ﬁiéz)z] \/'ro'ti \/:E[(ﬁifz)zj
S1 hacemos
) B] 62
-2 e 22
© = &) 22]
obtenemos

E[&ie] . El&d)]l
Vo VELIBi€22] T~ on Ele &)

(23]

de donde resulta que la correlacion entre & y B;£, es Ja mayor entre todas las
funciones lineales de &,.

Resumiendo, hemos obtenido:

Proposicion 3.2.

Sea & = (él) vector aleatorio con distribucién normal de media y = 0 y

2

E11 z12
. T |
cion lineal de componentes de ¢, que minimiza la varianza de & — «§, ¥y maxi-

miza la correlacion entre & y aé, es precisamente f,&, donde §; es igual a §, (X5
siendo &, el i-ésimo vector fila de X ,.

matriz de covarianzas ¥ = ( ) seca &, una componente de ¢,. la combina-

Al coeficiente de correlacion entre &, v B, &, se le denomina coeficiente de
correlacidon multiple, lo representaremos pPoOr P, 41 p+2

De lo anterior se deduce

__E[&B 6
\/!Eii E[(ﬁiéz)zj
5558
NCANT I

pi'p+ 1.p+2,...n

NIRRT [24]
\/ Un
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Una relacion de interés es la siguiente:

Escribiendo la varianza de la vanble &|¢, = x, tenemos

Ciip+1,p+2,...n = Oji — 6iz£21 0}
n o_ii
= aix(l - pi2-p+1,...,n) [25]

Asi pues, el coeficiente de correlacion multiple mide la proporcion de va-
rianza de ¢, atribuible a la variacion de & .y, & 42 .., &, Simultineamente esta
expresion demuestra que la varianza condicional de una componente de & no
puede superar a su varianza.

Para finalizar el tratamiento de estos temas y antes de entrar en el estudio
de la funcion caracteristica, vamos a considerar cierta relacion entre los coeficien-
tes de correlacion parcial que resulta de gran utilidad de cara al calculo efectivo
de tales coeficientes si no se dispone de maquinas con gran capacidad de calculo.

Supongamos un vector aleatorio tridimensional ¢ con distribucion N[y, Z].

La distribucion de (él) condicionada a &3 = x5 tendrd como matriz de
2
covarianzas

c 1
- ( 13>_”(U13’ 023).

G3/) 033

Por tanto, tenemos

013023
O123 = 012 — — [27]
a3
2
_ 013
G113 = 011 — ——
033
2
. G323
0323 = O3 —
033
de donde
G123
Pra.3 = —F— 7—— [28]

V01130223

-  033(0,2033 — 013023) [29]

- 2 2
(011033 — 013) (022033 — 033)

P12 — P13P23

T2 7
\/1 — P13 \/1 — P23

50



ANALISIS MULTIVARIANTE g

Asi hemos logrado expresar el coefliciente de correlacion parcial de la
distribucion condicionada a &3 = x5 en funcion de los coeficientes de correlacion
de la distribucion original, nuestra pretension es obtener un resultado analogo
que sea valido en general

Consideremos

¢y
E=1 &
&3

con distribucién N[u. Z] donde &,, &, &, son vectores de dimension p, q y
n — p — q respectivamente. Vamos a calcular la distribucion de (£, &)|&, = x,.

231 ’ i X Zg;
n =1 Ha =] Z Zp Za3
Uy Ty Iy X

¢t

P

z -1
@)ool () G -w oo
1 T, Ziy
= () G 2o -

_ (ﬂl + Z1323—31("3 - Fs))
By + Xay Z"3_31 (x5 — p3)

St llamamos

tendremos que la distribucion de ( ) condicionada a &; = x; sera normal de

media -

y la matriz de covarianzas

& — / n| — X, Zyp, _ X3 -1 (5 "
(5 e — e - ) = (3 3 - (5 = ez

— (le - 21323_31 E"13 z12 - 21323_3:1 ’23)
E21 - 2232531 ’1.3 z22 - 2232531 E’23

— (Ell - E‘lIiZ’E‘TE‘:l Z31 212 - 2132:;31 E32)
Z21 - E3'.3 E3_31231 Z2.2. - Z:23 E'3—3125L’¢‘_

A partir de aqui calculamos la distribucion de &, condicionada a ¢, = X, ¥
&, = x,. esta distribucion serd normal, de media

uy t+ 213}:.3_31(343 — M) +(E; — E1323_31232) {Z22 — Za3 23—31232)*1 (X — #3)
[32]
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y matriz de covarianzas

(Zir — Zi3E35' Tay) — (Byp — Zi3Z50 230) (24, — 253235 E3p) 7"
(Z21 — 253235 Z5y) [33]

Esta distribucion debe coincidir con la distribucidon condicionada, calculada direc-
tamente por el método expuesto en este tema, asi pues, la matriz de covarianzas
debe ser igual a

Z22 Z23 ! 221
- 34
Zi = (B2 Z1y) (zg.z ) I [34]
Consideremos el caso q = 1, es decir:
gl ptl
2 pt2
&1 = ) {r = ép'l-l {3 = ’
o &

El elemento (1, ) de la expresion [33] es precisamente &5.,.1.p+2. .0 POI
otra parte, €l elemento (i, j) de la expresion [31] €5 6,,,4 2,43, POT tanto,

_ Crip+1-p+2,....n GJp+l'p+2 ..... n [35]
Ciip+1.p+2,....n Fijp+2,...n
o.p+1p+1'p+2..,.n

Expresion que en particular implica

Jii-p+1.p+2 ..... n — Jii-p+l ..... n(]- - pi2p+l-p+2,...,n) [36]

Asi podemos obtener

O-i'- ..... n
Pijp+1,p+2,..n = kel [37]

pij-p+2 ..... n pip+1'p+2....,n pjp+1-p+2....,n_

2 / 2
\/1 = Pip+1p+2,..n \/1 — Pip+1p+2...n

33 FUNCION CARACTERISTICA DE LA DISTRIBUCION
NORMAL n-DIMENSIONAL

Para finalizar vamos a incluir el calculo de la funcién caracteristica de la
distribucion normal n-dimensional.

El procedimiento de operar es el ordinario, efectuar un cambio lineal que
reduzca el vector aleatorio ¢ a otro 5 cuyas componentes sean independientes.
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11711

Dada la matriz de covarianzas X podemos encontrar una matriz C no

singular tal que
C'C=1
Si efectuamos el cambio
E—u=2=0Cn
resulta que # se distribuye segin una N[0, 1]
Por tanto

@(u) = E[e""]

E[e""]

::

i=1

n 2
=[] e
i=1

Ly
—3uu
= £ H

Como £ — u = Cpn se tiene que
@(t) = E[e"’]
= ¢ OH(tC)
— eit‘,u——;t'CC’l
Como tenemos CE'C = I se verifica £~ ' = (CC')™!, por tanto,

it — UL

o(t) = ¢

[38]

[39]

[40]

[41]

Un bonito ejemplo de la importancia y utilidad de la funcion caracteristica

lo encontrara el lector en los ejercicios de autocomprobacion.
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Proponer un ejemplo de una variable aleatoria bidimensional (&, £,) que no
seca normal bidimensional y, sin embargo, sus distribuciones marginales si lo
sean.

Encontrar una distribuciéon bidimensional tal que el coeficiente de correlacion
sea cero y las distribuciones marginales normales pero no independientes
{véase proposicion 2.2 y 2.2 (bis)).

Demuéstrese que p;,4;,,+42,.., €5 invariante respecto de las transformaciones
escalares de las componentes de ¢ (llamaremos transformacion escalar de las
componentes a una aplicacion ¢ tal que:

v

)
(€n 8w Ca) 2o & & v &) #0101 <i<n

Demostrar la forma de X! que aparece en la expresion [4].

Demostrar el siguiente resultado (que ha sido utilizado en el texto). Si Z es
una matriz definida positiva, entonces se cumple

X = |222| |y — E122‘-:?21 o4l

Utilizar la demostracion del problema anterior, para dar una prueba muy
sencilla de la forma de la distribucidn condicionada de una normal n-
dimensional.

Demostrar que |[E| < |] oy siendo T una matriz definida positiva.
i=1
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Sean ¢&,, &, .., &, variables aleatorias independientes con distribucion

N[B + yz, ¢*] donde los z son tales que Sz, = 0. Se pide
i=1

a) Calcular la distribucion conjunta de (&, &,, .., &)

b) Calcular la distribucion conjunta de

1=

Héi y 7= 522

5| —

£ =

Sean §,,&,, .., &, variables aleatorias independientes ¢ igualmente distribuidas
con funcidon de densidad f(x) y tales que la funcion de densidad conjunta
depende exclusivamente de x? + x} + .. + x;. Probar que las variables alca-
torias &; son normales de media cero e igual varianza.

Sea & un vector aleatorio, probar que si la distribucion de cualquier
combinacion lineal de componentes es normal entonces la distribucion de &
es normal n-dimensional. '
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Ofrecemos en primer lugar un elegante ¢jemplo de E. Nelson.
Sea u(x) una funcion impar y continua tal que
(1) ux)=0 xe[—-1,1]°
(2) fJux) < (2ne)”*2 x e [—1. 1]

Entonces
1 —l{x2+y2)
fix, y) = ;—e™* + u(x) - uly)
2n

es la funcién de densidad de una variable bi-dimensional (¢, £,). En efecto,
como

min Le—ﬂx2+y2) _ __1_ e !
(x.viel = 1,1]x]—1,1] 2n 2n

tenemos que fix, y) 2 0 ¥xe R, Vye R Por otra parte,

% ac 1 [ 4 o e 2
j J fix, y) dx dy = I j e "# ) dx dy

1

+ u(x) u(y) dx dy

-1 -1

1 2
-1+ {J u(t) dt}
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pero por ser uft) impar

de donde resulta

j j fix, yydxdy =1

Las distribuciones marginales son normales.

fi(x) = J‘ fix, y) dy

-

S SR &
:fmﬂeﬂ+y)dy+flu(x)u(y)dy

\ /‘%

Por simetria

fay) = fily)

v2n

Un ejemplo mas sencillo es el siguiente:

Consideremos la funcion de densidad de la distribucion

Mo} o 1]

- < X < 0

1 Ly 2
fx, — e d¥ ¥y
x.) 2ne —C <y <o

Duplicamos la densidad de probabilidad en el 1. y 3. cuadrante a costa
del 2.° y 4.° (figura 1 y 2).

Figura | Figura 2
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Es decir, definimos

g0, y) = (0, y)

gix, y) = fix, y) + fix, —y)
gx,y) =0 si
glx, 0) = f{x, 0)

ANALISIS MULTIVARIANTE

Yye R
x>0y>006x<0y <0
x>0y<ox<0y>0

¥Vxe R

g(x, y) es funcion de densidad de una variable aleatoria que no es normal
bidimensional, sin embargo, verifica:

Six > 0gx) = g(x, y) dy

(* o0

- B
{* o0

= fix, y) dy

1 _112

= — c ?

\/'2?'5

Si x < 0 es analogo.

(f(x, y) + fix, —y)) dy

Propongo el siguiente ejemplo que aprendi de 1. Yafiez. Consideremos la fun-
cion de densidad normal bi-dimensional

fix, y) = f,(x} f1(y}

siendo

1

fi(x) =

1
— e—i"

—0 <X <

Construimos una nueva funciéon de densidad de cierta variable (£*, 4*) de la

siguiente manera

gx, ¥y} = f{x, y) + f(x, —y)
gx, y) = fix, y) + fix. —y)

gx, 0) = fix, 0)

si xel[—4,4] vy<0

si X¢E[—4g Ag] ¥y >0

81 xeR

Donde 1, es el unico numero real que verifica:

}

“{x) dx = 1
(%) X_Z
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La comprobacion de que g(x, y) es funcion de densidad es inmediata, com-
probemos que las marginales son normales

—-A

Siy >0 gyly) = f ’ (fx, y) + fix, -y)dx + J (fix, y) + fix, —y) dx
— o Ao

como f(x, y) = f{y, x)
= f{x, —y)

= f{—y. x)

—4g oo}
2 {j fix, y)dx + J f(x, y) dx}
- Ao

—4p o
= 2f,(y) {j fi(x) dx + J f,(x) dx}
- Ao

= fi(y)

gx(y}

Un razonamiento idéntico se aplica si y < 0. De igual manera obtenemos
g:(x) = fi(x)

Ahora, teniendo en cuenta que

— 4 o0
E[&¥p* = y] = f ’ 2xfi(x) dx + J 2x fy(x) dx
— o Ao
=0 si y<0
y

ac

1
E[{*n* =y] = mj xfix}dx =0 si  y=0

—

4o

E[&*p* = y] = j 2xfy(x)dx = 0

Obtenemos que la linca general de regresion de £* sobre #* es x = 0, por
tanto, coincide con la linea de regresion

(X_#x)=PZ_y(y_luy)

X

por consiguiente p = 0, sin embargo, es claro que ¢* y #* no son
independientes.

Notese que este ejemplo no contradice en absoluto las afirmaciones de la
proposicion 2.2. (bis).
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3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer a £ centrada en la media. Por
definicion de coeficiente de correlacion multiple tenemos

N . E{&i(x £5)]
pl'p+1,p+2 ..... n — \//E[gf] E[afz 6’2 al}

Donde &, = (£,41. {542, £2) ¥ @ es un vector fila (n-p)-dimensional que
minimiza la expresion

E[(¢ — 362}2]
Definamos:
”l = C'lé:l.' ,?2 = CZ 62' sey ”n = Cn én

supongamos f vector fila (n-p)-dimensional tal que E[(n; — Bn,)*] es
minima, por consiguiente

l
E[(c; & — "1'2]2] = ‘3i2 El:('fl T oo ﬁ’?z)z}

es minima, de donde resulta que

A6 o))

es también minima y, por tanto, se cumpien

El(n, — Bn2)’1 = ¢f E[(& — «&,)]

C C C,
(ﬁpﬂ —éLl' Bo+2 —(‘?:iz-, v B C_l) = (Up41s Opr2e o olp)
1 1

de aqui obtenemos inmediatamente

E[m(Bn)] = Cal E[&i(x &,)]
Eln:n,] = Ci2 E[¢; <]
E{fn.n2p71 = c? E[aé; & a']

por lo cual

E[& (o &,)]
VELE ET B[, & o]

pi-p+1,p+2 ..... n —

_ Elni(Bn.)]
Enm:] E[Bnan B
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4. Consideremos X ' = (

5.

All A12

) donde A; i,) = 1,2 son submatrices a
A21 A22

determinar.
Como £X ! = I tenemos el conjunto de igualdades
(1) Z A + 254, =1
(2) Zi A5 + XA =0
(3) Xy A + Z55A,, =0
4 Xy A, + XA, =1
De (3) obtenemos A, = X5, X, Ay,
sustituyendo en (1) A, = (T4 — Z;2 235 X1} °
por tanto Ay = 242508, — 21,2520 ;)
Si hicieramos uso de las igualdades (2) y (4) aparecerian términos en X
que no son cdnvenientes para el proposito actual de la matriz inversa, a
saber, el calculo de la distribucion condicionada. Por ello aplicando X~*
¥ — [ obtenemos
(1Y ALZ + AL, =1
(2 A X + A, =0
(3 A Zy; + Ay Xy =0
(4Y Ay Xip + Ay Zy, =1
De donde se deduce inmediatamente
A, =X -2, 2) 2,85,
Ay, = 25 + 205,02 — 220208 P ELE

En primer lugar, notese que por ser L definida positiva, son £, y X;, no
singulares.

Consideremos la matriz

Evidentemente se tiene que |C| = L.

Como

CT(C = (zll - z1.222_21 E21 0 )

61





