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TEMA 1

1. Espacios vectoriales (I)

1.1. Bases de Hamel.
2.1. Subespacios de un espacio vectorial.
3.1. Aplicaciones lineales.



1.1. BASES DE HAMEL

En todo lo que sigue, los espacios vectoriales estaran definidos sobre el cuerpo K de los
nimeros reales R o de los niimeros complejos C.

Recordamos al lector que un espacio vectorial sobre K e€s un conjunto no vacio E,
una ley de composicion interna sobre E, llamada adicion o suma:

(x, ) = x+y,

y una ley de composicion externa, multiplicacion por escalares, que asocia a cada elemen-
to« de K y a cada elemento x de E un elemento ox de E, de manera que, si x, y, Z pertenecen
aEyay festin en K, se cumplen las siguientes condiciones:

L. x+yY)4+z=x+(y+2).
2. X4+y=y+x

3. Existe un elemento 0 de E, llamado origen, cero o elemento neutro, tal que
x+0=x
4. Existe un elemento —x, opuesto de x, de manera que
x+(—x)=0

ox +y) = ox + ay.
(¢ + B)x = ax + fx.
o fx) = (af)x.

1x = x.

© N o W



ANALISIS MATEMATICO V

Noia 1

Puesto que no existe confusion, utilizamos 0 para el origen de E y para el cero de K.
A los elementos de E les llamamos vectores o puntos, A K se le denomina el cuerpo de los es-
calares de E. Muchos de los resultados expuestos en este tema siguen siendo validos cuando
se sustituye K por un cuerpo conmutativo cualquiera.

De los anteriores axiomas se deduce que E, con la adicion definida, es un grupo
abeliano, y que la multiplicacién por un escalar fijo es un endomorfismo de este grupo.

A continuacién recordaremos al lector algunos conceptos y definiciones relativos a E.
Dados los elementos de E:

X, X1, X25 w05 Xy

se dice que x es combinacién lineal de x4, X, ..., X, si existen n elementos en K : oy, ¢y, ..., oy,
de manera que

X = 01Xy + 02Xy + 0 4+ X,
Los vectores Xy, X», ..., X, son linealmente independientes si

lel + ﬂZXZ + o+ anm Bla BZ: () BnEK,

es el vector cero solo cuando

i ?Bz="'=ﬁn=0

Silos n vectores anteriores no son linealmente independientes, se dice que son linealmente
dependientes.

Un subconjunto no vacio A de E es linealmente independiente cuando los vectores que
forman cada subconjunto finito no vacio de A son linealmente independientes.

Un subconjunto no vacio y linealmente independiente B de E es una base de E si,
y s6lo si, cada elemento de E se representa como combinacion lineal de vectores de B.
Se suele decir también que B es una base de Hamel o base algebraica de E.

Teorema 1.1.1

Si A es un subconjunto no vacio y linealmente independiente de E, existe una base
de Hamel B de E que contiene A,
Demostracion:

Sea ./ la familia de todos los subconjuntos linealmente independientes de E que
contienen A. Puesto que A pertenece a .#, dicha familia no es vacia. Si M; y M, estan
en .4 ponemos:

Ml < M2 Si, y sélo Si, Ml e Mz. >
10



ANALISIS MATEMATICO V

Es inmediato que .#, con la relacion <, es un conjunto ordenado. Por otra parte,
si /7 es una subfamilia no vacia y totalmente ordenada de (/#, <), se tiene que

U{M : ME.,/V}

es un elemento de .4 posterior a todos los elementos de A", por lo que (#, <) es un
conjunto ordenado inductivo.

Aplicamos el lema de Zorn y obtenemos un elemento maximal B en (4, <).
Veamos ahora que B es una base de Hamel de E. Si no fuera asi, existiria un
vector x en E que no se podria poner como combinacion lineal de un numero finito de
vectores de B. Sea B; = B u {x}. Tomamos un subconjunto en B de q vectores:
)/1, )’2, weey )’q,
y q numeros en K : ay, oy, ..., 0y, de manera que

a1yy + tays + 0+ agyq = 0.

Si x es distinto de y;, j = 1, 2, ..., q, entonces, puesto que B es linealmente independiente,
se tiene que

oy =0z = =g =0.
Si x coincide con y; y ¢y = 0, resulta que

%Yz + o+ 0¥y =0,
por lo que

oy =0y = =0 =0.

Finalmente, si x coincide con y; y oy # 0, podemos poner:

lo cual esta en contra de la hipotesis de- que x no es combinacion lineal de elementos
de B. Se deduce de aqui que B; es linealmente independiente. Por otra parte, B;
contiene A y es estrictamente mas grande que B, lo cual esta en contra de la maximalidad
de B, de aqui que B sea una base de Hamel de E.

Corolario 1.1.1
Si E es distinto de {0}, existe una base de Hamel en E.

Demostracion:

Tomamos un vector x en E distinto del origen. Puesto que el conjunto A = {x} es
linealmente independiente, podemos hallar, aplicando el teorema anterior, una base de Hamel
B de E que contiene A.

11



ANALISIS MATEMATICO V

Nota 2

SiE = {0}, E no tiene base de Hamel si nos ajustamos a la definicion dada anteriormente.
Vamos a convenir en este caso que la base de Hamel es el conjunto vacio.

Teorema 2.1.1

Si A y B son dos bases de Hamel de E, ambas bases tienen el mismo ntimero cardinal.

Demostracion:

Si E = {0}, entonces A = B = (J y, por tanto, si card M representa el nimero cardinal
de un conjunto cualquiera M, se tiene que

card A = card B = 0.

Supongamos ahora que E 3 {0}. Si el nimero cardinal de A es finito, igual a n y
menor que el numero cardinal de B, podemos tomar en B n + 1 vectores linealmente
independientes:

Y1, Y25 s Yns Yn+1.
Puesto que y, es distinto de cero, es combinacién lineal, con coeficientes distintos de cero,
de los vectores de un subconjunto finito F(y;) no vacio de A. Si tomamos un vector z,
en F(y;), es inmediato que el conjunto:

Ay = {y1) U(A ~{z4)})

es una base de E. Procediendo por recurrencias, supongamos que para un numero
entero r, 1 < r <n, tenemos un subconjunto {z;, z,, .., z} en A de manera que

— 1
Ar - {yla Y25 oo Yr} Y (A ~ {ZI’ 22y ey ZrI)
es una base de E. Puesto que y.+; es distinto de cero, es combinacion lineal, con

coeficientes distintos de cero, de los vectores de un subconjunto finito no vacio F(y,) de A..
Los vectores:

Y, Y25 o5 Yoo Ye+1

son linealmente independientes y, por tanto, existe en F(y,) un elemento z,,, que pertenece
a A~z 27, .., 7). Obtenemos asi el subconjunto de E:

Ar+1 = {Yl, Y2, srey yr’ yr+ 1} U {A ~ {Zl’ ZZ) ceey Zr) Zr+ 1})
que es, obviamente, una base de E.
Como consecuencia, se tiene que

An = {}’1, Y25 000 Yn} . (B ~ {Zla 22y oy Zn}) = (Y1, Y25 0 Yn}
12



ANALISIS MATEMATICO V

es una base de E y, consiguientemente, y,., es una combinacion lineal de los vectores
Y1, Y2, - Yn, l0 cual esta en contra de la independencia de y,, ya, ..., Y, Yn+1. Luego:

card A = card B.

Supongamos, finalmente, que las dos bases A y B son infinitas. Para cada elemento x
de A, sea F(x) un subconjunto no vacio de B tal que x es combinaciéon lineal de sus
elementos, con coeficientes distintos de cero.

Sea
M = U{F(x) : x e A}.
Es inmediato que M esta contenido en B. Por otra parte, si z es un elemento cualquiera de B,

resulta, teniendo en cuenta que A es una base de Hamel de E, que existen q vectores,
linealmente independientes, en A:

X1y, X25 ey Xq,
y q elementos no nulos en K : a,, «,, ..., o, de manera que
Z = 01Xy + 02Xy + -+ 0gXq,s

de donde se deduce que z es combinacion lineal de los elementos de

U{Fxx,):r=12.,q],
por lo que z pertenece a dicho conjunto, de aqui que
M = B.
Entonces, si w es el nl’lmero‘cardinal de los nimeros naturales, se tiene:
card B = card M < ) {card F(x) : x€ A} < wcard A = card A.

Si cambiamos A por B, y hacemos un razonamiento analogo al anterior, se tiene que

card B < card A.
Luego:

card A = card B.

Definicion 1.1.1

Se llama dimension de E, dim E, al numero cardinal de una base de E.

Nota 3

Obsérvese que la consistencia de la definicion anterior queda asegurada por el
ultimo teorema.
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ANALISIS MATEMATICO V

21. SUBESPACIO DE UN ESPACIO VECTORIAL

Un subespacio F del espacio vectorial E es un subconjunto no vacio de E tal que,
six,yeFyackF:

x+yeF, axxeF.
Si {F; :iel} es una familia de subespacios de E, se prueba facilmente que
N{F :iel}
es también ﬁn subespacio de E.

Si M es un subconjunto no vacio de E, sea {G;:jeJ} la familia de todos los
subespacios de E que contienen M. Dicha familia no es vacia, puesto que E pertenece
a ella. Se tiene que

G=n{G;:jel]

es el subespacio mas pequefio que contiene M. A G se le llama el subespacio engendrado
por M y también, la envoltura lineal de M. Se comprueba inmediatamente que G esta
formado por todas las combinaciones lineales de los vectores de los subconjuntos
finitos de M.

Dados dos subconjuntos cualesquiera A 'y B de E y un elemento A de K, se
definen:

A+B={x+y:xeA, yeB}
z+A—{z+x:xeA}
={Ix:x€eA}
{—x:x€A}

Al conjunto A + B se le llama la suma de A y B, a z + A, el trasladado de A con
modulo z, a AA, el homotético de A con razdén Ay a —A, el simétrico de A.

Si fijamos z en E,-a la aplicacion de E en E definida por:
X > Z+X

se le denomina traslacion de modulo z. Es obvio que cualquier traslacmn en E es una
aplicacién biyectiva de E sobre E.

Si fijamos 4 en K, a la aplicacién de E en E tal que
X = AX

se le llama una homotecia de razén A. Es obvio que si 4 es distinto de cero, dicha
homotecia es una aplicacion biyectiva de E sobre E.

Con la terminologia anterior, es evidente que un subconjunto no vacio F de E es un
subespacio si, y s6lo si, para cada oy § de K, se tiene:

oF + pF < F.
14



ANALISIS MATEMATICO V

Si F y G son subespacios de E, también es inmediato que F + G es un subespacio de E.
Dos espacios F y G de E son suplementarios si cada vector de E se expresa,
de una forma unica, como la suma de un vector de F y un vector de G. También

se dice que F es sumplementario de G o que G es suplementario de F. Se escribe:

E=F®G

Proposicion 1.2.1
Dos subespacios ¥ y G de E son suplementarios si, y sélo si,
F+G=E y FnG ={0}.

Demostracion.

Supongamos que F y G son suplementarios. Si x es un elemento cualquiera de E, se
tiene que .

X =X; + X2, Xx;€F, x,€G,
por lo que

F+G=ELE

Supongamos que F n G # {0}. Tomamos un elemento z en F n G, distinto de cero.
Entonces:

0=z+(—2), zeF, -zeG,
0=0+0, 0eF,0eg,

lo que esta en contradiccidon con la hipotesis. Luego:
FnG={0}
Reciprocamente, supongamos que

F+G=E FnG={0..

Sea x un elemento cualquiera de E. De la condiciéon F + G = E se deduce que
X =X; + X, Xx,€F x,€G.

Por otra parte, si
X = X3 + X4, X3€F, x,€G,

se tiene que

X + X9 = X3 + X4

15



ANALISIS MATEMATICO V

y, por tanto,
Xi — X3 =Xq4 — X3, Xy —X3€F, Xy —x3 =X4 — X, €0,
de aqui que
x; —X3eFnG
y, por vconsiguiente,
Xy = X3, X3 = X4,

por lo que

Teorema 1.2.1

Si F es un subespacio de E, existe un subespacio G en E suplementario de F.

Demostracion:

Si F = {0}, el unico suplementario de F es E. Si F =E, el Gnico suplementario
de F es {0}.

Supongamos ahora que F = {0}, F # E. Sea A una base de Hamel de F. Entonces A es
un subconjunto no vacio y linealmente independiente de E y, por consiguiente, existe una
base de Hamel B de E que contiene A. Puesto que la envoltura lineal de A es F, y la envoltura
lineal de B es E se tiene que

B~A+#£ .

Sea G la envoltura lineal de B ~ A, Es inmediato que F + G = E y que F n G = {0},
Luego G es un subespacio suplementario de F.

c.q.d.

31. APLICACIONES LINEALES

Sea E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una aplicacion f de E
en F es lineal si, para cadax e y en E y o en K, se verifica:

fix +y) = fx) + f(y)
flox) = af(x).

Es facil de comprobar que el recorrido f(E) de f es un subespacio de F y que el
nucleo f~1(0) de f es un subespacio de E. Es inmediato que f es inyectiva si, y sélo si,
f~1(0) = {0}. )

'

16



ANALISIS MATEMATICO V

Si la aplicacion f es biyectiva se tiene que f~! es una aplicacion lineal de F sobre E.
Se dice entonces que f es un isomorfismo del espacio E sobre el espacio F y que E y F son
isomorfos.

Si E, F y G son tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, f es una aplicacion
lineal de E en F y g es una aplicacion lineal de F en G, la composicion go f es una
aplicacion lineal de E en G. En particular, si f es un isomorfismo de E sobre F y g es un
isomorfismo de F sobre G, se tiene que go f es un isomorfismo de E sobre G.

Teorema 1.3.1

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. El espacio E es isomorfo
a F si, y sélo si, E y F tienen la misma dimension.

Demostracion:

Supongamos que E y F son isomorfos. Sea f un isomorfismo de E sobre F. Si E = {0},
entonces f(E) = {0}, por lo que

dimE =dimF = 0.

Si E # 0, tomamos en E una base de Hamel B. Si z;, z,, ..., z, son n vectores distintos
de f(B) y oy, a5, ..., o, son n numeros de K tales que

042y + 032y + v+ 0pZy = 0,
sea X, un vector en B que verifica:
f(xq) =2y, q=12, ey .
Puesto que f es inyectiva y
flog Xy + ozXy + -+ + X)) = ayz; + 037y + - + 0z, =0
se tiene que
Xy + Xy + 0+ opX, =0
y, observando que los vectores xi, Xy, ..., X, son‘distintos, resulta:
=0y = =0, =0,

lo que nos indica que los vectores z,, z,, ..., z, son linealmente independientes, es decir, f(B)
es un subconjunto linealmente independiente de F. -

Dado un elemento cualquiera z de F, hallamos en E un vector x tal que f{x) = z.
Podemos escribir:

x =By + Bouy + 0 + Boup, U Un LU €B, By, B, BrEK,
y, por tanto,

z = f(x) = Bif(uy) + Bof(uz) + -+ + Bpflwy),  fuy), f(uz), ..., f(u,) € f(B),
17



ANALISIS MATEMATICO V /

por lo que f(B) es una base de Hamel de F. Se obtiene, como consecuencia de ser f inyec-
tiva, que

dim E = card B = card f(B) = dim F.
Supongamos ahora que dimE = dim F. Si
dimE = dim F = 0,

la aplicacién f de E en F tal que f(0) = 0 es un isomorfismo, luego E y.F son isomorfos.
Si la dimension de E es distinta de cero, tomamos una base de Hamel B en E, una base
de Hamel D en F y una aplicacion biyectiva h de B sobre D.

Dado un elemento cualquiera x de E, distinto de cero, lo expresamos como combinacion
lineal de los vectores de un subconjunto finito de B con coeficientes distintos de cero,
es decir:

X = 00Xy + 03Xz + 0+ 0pXp, (1)

en donde xy, X4, ..., X, son vectores distintos de B y oy, a5, ..., o, son elementos no nulos de K.
Ponemos:

f(x) =

alh(xl) + aZh(XZ) + -+ anh(xn)
f(0) = 0.

De la unicidad de la expresion (1) se deduce que f esta bien definida sobre E. Por otra parte,
* es facil de probar que f es lineal y biyectiva de E sobre F, de aqui que E y F sean isomorfos.

c.q.d.

Dados los espacios vectoriales E y F sobre el mismo cuerpo K, respresentamos
por & (E, F) el conjunto de todas las aplicaciones lineales de E en F. Si f; y f, pertenecen
a #(E, F) y o es un elemento de K, se define [y + f, y af; poniendo:

(fy + f)(x) = f1(x) + f1(x) } «cE
(afy)(x) = afy(x)

Entonces .Z (E, F) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K con las leyes de
composicion: "

Lg)—-f+g

(if)—’if} fLgee ZEF), AeK.

18



EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION CON SOLUCIONES

1. Demuéstrese que si A es un conjunto infinito, existe una familia {A; :ieI} de sub-
conjuntos de A que cumplen las siguientes condiciones:

a) A; es un conjunto infinito numerable para cada iel.

b) Siijel i+ ], entonces A; N A; = .

c) U{A :iel} =A.

Solucion:

Sea Z# la coleccion de todas las familias de subconjuntos de A, tales que
si & 1 €%, entonces:

F={Bj:jel}

de manera que J no es vacio, B; es un conjunto infinito numerable contenido
en A, para cada jel, y siji,ja €7, j;i # ji, se tiene que

le M sz = g

Establecemos -en # una relacion < definida, si & {, % , € #, poniendo:

N

FI<LF,  F,cH,

Facilmente se comprueba que (¥, <) es un conjunto ordenado inductivo. Aplicamos
el lema de Zorn y obtenemos un elemento maximal {B; : iel} en (¥, <).

19
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Sea B=A ~ U {B;:iel}. Si B fuera infinito podriamos extraer de ¢l un subcon-

junto L infinito numerable. Entonces, la familia:

{Bi:iel} u{L}

perteneceria a 7 y seria esirictamente posterior a

{Bi . iEI},

lo cual esta en contra de la maximalidad de esta Gltima familia. Por tanto B es finito.

Tomamos ahora un elemento iy €l y ponemos:

lo

Ai =B, iel~{ip}, A, =

Entonces, la familia:
{A riel]

responde al enunciado del ejercicio.

Si @ es el numero cardinal de los nimeros naturales, demuéstrese que ww = .

Solucién:

Si N es el conjunto de los nimeros naturales, ponemos N x N en un cuadro

de la siguiente forma:

(o, 0, 1)

iO/‘

(1,0) (1, 1) (1, 2)

2,00 21 (272

P

y lo ordenado en una sucesiéon como indican las flechas, es decir, el primer elemento

es (0, 0), si (a, b) y (c, d) son dos elementos de N x N tales que

a+b<c+d,

entonces:
(a, b) < (c, d),

si n es un entero positivo por

O,n<(,n—-1)<@n-—-2)<. <(p,n—p)<

- < (na 0)>
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si n es un entero positivo impar:
M0 <m-L1)<mh-=22)<: <(n—p,p) < <(0n)
Esto prueba que N x N es infinito numerable y, por tanto, ww = w.

3. Demuéstrese que si o es un numero cardinal infinito, entonces wa = o.

Solucion:

Sea A un conjunto cuyo numero cardinal sea o. Aplicamos el ejercicio primero
y obtenemos una familia:

{A; 1 ie]},
de subconjuntos de A, con las siguientes propiedades:

a) A es infinito numerable, para cada iel.
b) UiAi:iel] =

c) Siiyipel, iy # i, entonces A, N A, = .
Se tiene, si N es el conjunto de los nimeros naturales, que
NxA=uU{NxA . iel
y, por tanto,

wo =card N x A =Y {card N x A;:iel} =Y {cardA; :iel} = a.

4, Sea E el espacio vectorial, sobre el cuerpo de los numeros reales, de las funciones
reales continuas en el intervalo real [0, 1]. Calculese la dimensién de E.

Solucion:

Si oy f son dos niimeros reales distintos, las funciones f y g definidas en [0, 1] tales
que .

f(x) = o, gx) =, xe[0,1],
pertenecen a E y son diferentes, de aqui que
card E > card R = 2%,
Por otra parte, cada funcién real continua definida en [0, 1] esta determinada por
sus valores en los puntos racionales H de [0, 1], de donde se deduce que el nimero de

elementos de E es menor o igual que el nimero de funciones reales definidas en H.
Entonces:

Cﬁ[‘d E < card RH — (2(1))(1) — 2ww — 2w
21
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y, por consiguiente,
card E = 27,
Consideremos el subconjunto de E:
M = {f,: aeR},
de manera que
f(x) =e™, xe[0,1].

Siayq, oz, .., o, sSON nmeros reales distintos dos a dos, vamos a determinar §4, f8,, ..., fa
en R, tales que

Bif,, + Bafy, + - + Baf, = 0.
Entonces:
Bre* + fe™ 4+ 4+ B =0, Vxe [0, 17].

Si derivamos la expresion anterior n — 1 veces y damos después a x el valor cero,
resulta:

B+ B2+ +B,=0
a1fy + axfly + o+ opfy =0
affy + o3Py + -+ alfy =0

1 1 1

oy %] On

af b o
al ~lggt on 1

y, puesto que oy # o, i # J, i,j = 1,2,..,n, dicho determinante es distinto de cero,
de aqui que

Bi=PB2="=py =0,
lo que nos indica que M es un subconjunto linealmente independiente de E.
Podemos hallar una base de Hamel B en E que contenga M. Entonces:
2 =card E > dimE = card B » card M = card R = 2¢
y, por consiguiente,

dim E = 2°,
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Sea E el espacio vectorial, sobre el cuerpo de los numeros reales, de las funciones
continuas definidas en el intervalo real [—1, 1]. Sea F el subconjunto de todas las
funciones pares de E. Sea G el subconjunto de todas las funciones impares de E.
Demuéstrese que

a) F es un subespacio de E.
b) G es un subespacio de E.
¢ E=F + G

Solucion:

Sean f y g elementos de E y o un nimero real. Si f y g son funciones pares,
se tiene:

x)} Vxe[—1,1]
X)

(f+ g)(x) = f(x) + gx) = f(—x) + g&(—x) = (f + g)(—x)
(x) = af(x) = af(x) = af(—x) = (af)(—x)

y, por tanto, f + g y of son funciones pares, de aqui que F sea un subespacio de E.

Si fy g son funciones impares, se tiene:

fix) = —f(—x

) r ,
g(x)=—g(—x>} prel=i il

por lo que, para dichos valores de x,

(F+8)(x) = fx) + gx) = —f(=x) — g(=%) = —(( + g)(—x)
(@) (x) = ao(—(—x)) = —af(—x) = —(af)(—x),

lo que nos expresa que f + g y of son funciones impares, de donde se deduce que G es
un subespacio de E.

Si fes un elemento cualquiera de E, resulta que

fix) = = (f(x) + {(—x)) + %(f(x) — f(=x), Vxe[-1,1],

8 =

por lo que f es la suma de una funcién par y de una impar, de aqui que
E=F +G.

Si f es una funcién par e impar, se tiene que
f(x) = f(—x)
f(x) = —f(—x) Vxel[—1,1]
23
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Si sumamos las dos igualdades anteriores, obtenemos:
2(x) =0, Vxe[—-1,1],
y, por tanto, f = 0. Es decir:
FnG ={0}.
Se puede concluir de lo anterior que

E=F + G.
En la demostracion del Teorema 2.1.1 pruébese que A, es linealmente independiente.

Solucion:

Sean uy, u,, .., u, vectores de A; diferentes entre si y sean «y, oy, ..., ¢, q elementos
de K distintos de cero, tales que

Uy + 0uy + - 4 Ogly = 0. (1)

Si y; es distinto de uj, j = 1, 2, .., q, entonces:

{ula Uz, vy Uq} <A

y puesto que A es una base, la relaciéon (1) no es posible. Luego podemos suponer
que y; coincide con u;. Entonces: '

Por otra parte, si
F(y1) = {zy, V2, v3, ..., v}
existen p + 1 elementos de K no nulos: yy, 2, .., ¥»+1, d€ manera que
Y1 = V1Z1 + P2V2 + P3Va + 0+ Yp+1Vp,
por lo que

o %y Y2 Yp+1
u2_-..— uq_;vz_..._

%171 %171 Y1 Y1

Zy = —

de aqui que z; sea combinacion lineal de elementos de A ~ {z;}, lo que estd en
contradiccidon con el hecho de ser A una base de E. Luego:

0y =0y =« =0, =0.



Sea E el espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales, de las funciones reales
derivables definidas en [0,1]. Sea F el espacio vectorial, sobre el cuerpo de los
nimeros reales, de las funciones reales definidas en [0,1]. Si T es la aplicacion
de E en F que asigna a cada funcion su derivada, demuéstrese que T es una
aplicacion lineal. Hallese el nucleo de dicha aplicacion.

Solucion:

Sif,geEyaekK, se tiene:

f+g =f+¢g
(o) = af,

por lo que T es una aplicacion lineal.

T~ !(0) esta formado por todas las funciones derivables definidas en [0, 1], cuyas
derivadas son nulas, es decir, por las funciones constantes.
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TEMA 11

2.

1.2,
2.2,
3.2,

Espacios vectoriales (Il)

Cociente de un espacio vectorial. Producto y suma directa de espacios vectoriales.
Formas lineales. ‘
Conjuntos en un espacio vectorial,



1.2. COCIENTE DE UN ESPACIO VECTORIAL. PRODUCTO Y SUMA DIRECTA
DE ESPACIOS VECTORIALES

Sea F un subespacio de un espacio vectorial E. Establecemos en E una relacion #
poniendo, para cada x,y € E:

XAy <« x-—yeF

Se comprueba facilmente que Z es una relacion de equivalencia. Al cociente de E por #
se le representa por E/F. Cada elemento de E/F tiene la forma x + F, en donde x es un
vector de E. Es inmediato, si x,y € E, que x + F coincide cony + F si, y solo si, x — yeF.

Se define la suma en E/F:

x+F)+y+F)=x+y+F,

y el producto por a e K:
ax + F)y =ax + F.

No ofrece ninguna dificultad ver que las anteriores leyes de composicién estdn bien
definidas y que le dan a E/F una estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K.
A E/F se le supone dotado de dicha estructura y se le llama el cociente de E por F.

La aplicacion f que asigna a cada elemento x de E el vector x + F de E/F es lineal

y suprayectiva. Recibe el nombre de aplicacién cociente o bien de aplicacion candnica
de E sobre E/F.
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Teorema 1.1.2
Si G es un subespacio de E suplementario de F, entonces G es isomorfo a E/F.

Demostracion:

Sea fla aplicacion canénica de E sobre E/F. Dado un elemento cualquiera x + F en E/F
se tiene que

fix)y =x + F.
Ponemos:

X =X; + X, x;6F x,eG.

Si g es la restriccion de f a G, resulta que
f(x) = fixy + x2) = f(xy) + f(x2) = F + f(x2) = g(x2),

de aqui que g sea una aplicacion suprayectiva, Por otra parte, si z es un elemento
cualquiera de G, distinto del origen, z no pertenece a F y, por consiguiente,

82) =fz) =2 + F # F = (0)

por lo que g es inyectiva. Finalmente, g es lineal por ser la restriccion de una aplicacion
lineal a G.

Podemos asegurar, pues, que g es un isomorfismo de G sobre E/F.

Teorema 2.1.2
Sean Gy y G, dos espacios del espacio E. Si G, y G, son suplementarios de F, entonces:
dim Gy = dim G,.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata del teorema anterior:

dim G; = dim E/F = dim G,.

Definicion 1.1.2

En el espacio vectorial E, se llama codimension del subespacio F a la dimension de
cualquier subespacio de E suplementario de F o, lo que es lo mismo, a la dimension del
espacio vectorial E/F.
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Sea {E; : iel} una familia no vacia de espacios vectoriales definidos sobre el mismo
cuerpo K. A la coleccion de todas las familias de la forma {x; :ieI}, con x;€ E;, iel, se le
llama el producto de los espacios E;,i€l, y se le representa por

MM{E iel. (1)
Si{x :iel},{yi:iel} ell{E :iel}, y a e K, se define:
(xiriel] +{y:iel} ={x +y iel]
afxiriel] = {ax iel

Se tiene entonces que (1), con dichas leyes de composicion, es un espacio vectorial sobre el
cuerpo K. A los espacios E;, i €1, se les llama los espacios coordenados de (1).

Si fijamos j en I, a la aplicacion P; de I1 [E; : i€ 1} en E; tal que
Pi(ixi 1 eiel}) =x;

se le llama la proyeccion de Il {E; : i eI} sobre el espacio coordenado P;. Esta aplicacion
es, evidentemente, lineal y suprayectiva.

Al subespacio
@ {E, . IEI}

deIl {E; : ie I} que consiste de todas aquellas familias {x; : i€ I}, x; € E;, i€, talesquex; = 0,
salvo para un numero finito de subindices i, se le llama la suma directa de los espa-
cios E;, iel.

22. FORMAS LINEALES

Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Al cuerpo K lo consideramos también
como un espacio vectorial sobre K. A cada aplicacion lineal de E en K se le llama forma
lineal o funcional lineal sobre E. Al espacio vectorial £ (E, K) se le representa también
por E* y se le denomina dual de E, o bien, dual algebraico de E.

Sea F un subespacio de E de codimensién uno. A todo subconjunto de E de la forma:
x + F, xeE, se le llama un hiperplano que pasa por x. En particular, F es un hiperplano
que pasa por el origen.

Teorema 1.2.2

Si en el espacio vectorial E, H es un hiperplano que pasa por el origen, existe una forma
lineal [ sobre E, no idénticamente nula, de manera que el niicleo de [ coincide con H.

Demostracion:

Sea L un subespacio de dimension uno de E, suplementario de H. Tomamos en L un
vector z distinto de cero. Si x es un elemento cualquiera de E, podemos poner:

X=Az+u, AdeK ueH.
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Sea fla aplicacion de E en K tal que
f(x) = f(dz + u) = 4.

Se tiene que f(x) = 0 si, y so6lo si, A =0, lo que equivale a afirmar que x pertenece a H,
de aqui que el nticleo de f coincida con H.

Six,yeE, aceK, se tiene que
X =Mz +uy, y=42Az+u, i,leK u,u,eH,

y, por consiguiente,

X+y:(il+lz)Z+U1+U2, /{1+/11€K,U1+U2€H,

ox = adz + oy, odyeK,oqu;eH,

de aqui que
fx +y) =4 + 42 = fx) + fy)
flox) = ad; = af(x),

lo que nos indica que f es una forma lineal sobre E. Finalmente, f no es idénticamente nula,
puesto que su nucleo es H, que es distinto de E.

Teorema 2.2.2

En el espacio vectorial E, si f es una forma lineal no idénticamente nula, su nicleo es un
hiperplano que pasa por el origen.
Demostracion:

Puesto que f es una aplicacion lineal de E en K, su nucleo H es un subespacio de E.
Al no ser f idénticamente nula, H es distinto de E. Tomamos un elemento z en E que no
esté en H. Sea L la envoltura lineal de {z}. El subespacio L es de dimensién uno y

LnH=/{0.

Veamos ahora que L es suplementario de H. En efecto, dado un elemento cualquiera x
de E, sea ‘

-
u=x el z
Entonces
fi

flu) = f(x) — f((—)z(;f(z) =0,
por lo que

_ f(x) f(x)

X —Hz + u,—faeK,u H
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Nota:
Obsérvese que en la demostracion anterior se prueba que si H es el nucleo de una

aplicacién lineal no idénticamente nula y z es un vector cualquiera de E, que nio esté en H,
entonces:

E-HoL,

siendo L la envoltura lineal de {z}

Teorema 3.2.2

En el espacio vectorial E sean H{ y H, dos hiperplanos que pasan por el origen.
Si H; contiene H,, entonces H; coincide con H,.

Demostracion:

Supongamos que H; es distinto de H,. Tomamos un elemento z en H; que no esté
en H,. Sea L la envoltura lineal de {z}. Hallamos una forma lineal f sobre E cuyo
nucleo sea H,. De acuerdo con la nota anterior resulta que:

E = H2 @ Lc Hl,

es decir: E = Hy, lo cual estd en contra de la condicion de ser Hy un hiperplano de E.

c.q.d.

Teorema 4.2.2

Si P es un hiperplano en un espacio vectorial E, existe una fonna lineal {, no idénticamente
nula, y un elemento o de K, de manera que

P={xeE:f(x)=oal.

Demostracion:

Sea H un hiperplano de E que pasa por el origen y sea xo un vector de E, de ma-
nera que

P:X0+H.

Hallamos una forma lineal f sobre E, no idénticamente nula, cuyo nicleo sea H.
Ponemos:

o = f(xo).
Entonces, si x € P, podemos escribir:

X =3%9 +u ueH,
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por lo que

fx) = f(xo) + fu) = a,
de aqui que

Pci{xeE:f(x)=oa.
Reciprocamente, si x es un elemento de E que verifica:

f(x) = a,
se tiene que
fix — xo) = f(x) — f(xo) =0 — a =0,

y, por consiguiente,

h X — Xo € H,
es decir:
X€xg + H =P,
luego:

{xeE: fx) = o} < P.

Proposicion 1.2.2

Sean fy y fy dos formas lineales sobre el espacio vectorial E. Si el nicleo de f, es
combinacion lineal de f,.

‘Demostracion:
Si fg 1(0) = E, la aplicacién f, es idénticamente nula y, por cansiguiente,
fo == 0 " fl-
Si fo '(0) es un hiperplano de E, se tiene, de acuerdo con lo demostrado anteriormente, que
fo 1(0) = £ 10).

Sea z un elemento de E que no esté en fy (0). Entonces, si x es un vector cualquiera de E,
se puede poner:

x =4z +u, AeK, uefy!(0) = fi40),
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y, por tanto,
fo(z) K _ fo(z) _
fo(x) — ) fi(x) = Alo(z) WM}(Z) =0,
de aqui que
_ fo(2)
fo = fi(2) b

Teorema 5.2.2
Sean fq, fy, £, .., £, n + 1 formas lineales sobre E. La forma lineal fy es combinacion

lineal de £y, f,, ..., £, si, y sélo si,

Demostracion:
Si fy es combinacion lineal de fy, f,, ..., f,, existen n elementos en K : oy, oy, ..., &,, de
manera que
fo(x) = o f1(x) + oafa(x) + - + oufu(x), Vx€E,
de donde se deduce, si
xe 70,
j=1
que fo(x) es cero, de aqui que
fo 1(0) = (] §7(0)
i=1
Reciprocamente, supongamos que

- ; )

Procederemos ahora por induccién completa. Supongamos que la propiedad es cierta
para un entero r, es decir, que si hg, hy, ..., h, son formas lineales cualesquiera sobre un espacio

vectorial cualquiera H, tales que

se tiene que hy es combinacion lineal de hy, h,, .., h,. La proposiciéon anterior pone de
manifiesto que dicha hipotesis es cierta para r = 1.
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Tomemos un espacio vectorial L y las formas lineales sobre &l : ko, k1, ..., k;, k, + 1, tales que

Sea F el nucleo de k,.;. Llamemos g; a la restriccion de k; a F, j =0,1,..,r,r + 1.
Entonces:

r+1

80> g0 = g0,

i=1 j=1

de aqui que go sea combinacion lineal de gy, g, ..., g Existen, por tanto, r elementos de
K : B4, B3, .., B, de manera que

go(X) = f181(x) + faga(x) + -+ + frgdx), VxeF,
y, por consiguiente, el nucleo de
1(O - ﬁlkl - ﬁZkZ -t = ﬁrkr (3)

contiene F = k,71(0), de donde se deduce, teniendo en cuenta la proposicion anterior,
que la forma lineal (3) es combinacion lineal de k, 44, es decir:

ko — Biky — Boky — o = Bk = Brvikery, Brr1 €K
de aqui que
ko = Biky + fBoko + o 4+ Bk + Brsikery,

y la propiedad enunciada vale para un entero positivo cualquiera. De acuerdo con (2),
podemos asegurar, por tanto, que f, es combinacién lineal de f,, {5, ..., £,

c.q.d.

Corolario:

Sean fo, [, f5, .., [, + 1, formas lineales sobre el espacio vectorial E. Si [y no es combinacion
lineal de fy, f5, ..., [y, existe un elemento z en E tal que

fo(z) =1, fi(z) =0, j=12,..,n
Demostracion:

Se tiene, de acuerdo con el teorema anterior, que

y, por tanto, existe un vector xo en E que verifica:

fo(x) # 0, fi(xo) =0, j=1,2, .1
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. . |
Si z es igual a —— xo, resulta que

f(xo0)

folz) =1, fi(z) =0, j=1,2,.,n

3.2. CONJUNTOS EN UN ESPACIO VECTORIAL
Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Un subconjunto A de E se dice que es
convexo si dados dos elementos cualesquiera x € y en A y un numero real 4 del intervalo

cerrado [0, 1], se tiene que

Ax + (1 — DyeA.

Proposicion 1.3.2

Si A es un subconjunto convexo de E, Xi, X2, ..., Xn €A y Ay, 1 € p € n, son numeros
reales no negativos tales que

Z lp = 1,

se tiene que

Demostracion:

Dado el entero positivo r, supongamos que la propiedad es cierta paran = r, Parar = 1
es obvio que esto es verdad.

Si Xi, X2, ., Xr+1 €Stan en A y Ay, A3, .., A+1 son nGmeros reales no negativos
tales que

ittt A =1,

es inmediato que, para algiin valor de j, 1 < j < r + 1, 4; es distinto de cero. Supongamos,
para precisar las ideas, que 4; # 0. Si

A=A+ + -+ A
se tiene que

0<A< Ll =2A=20y, Y 4,

i=1

r

|
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de aqui que

A A Ar
x=71x1 +72x2+--~ + - X €A,

Entonces:

AX 4 (1 = DXt = AiXq + AsXa + o 4 AXe + At 1Xes 1 €A

c.q.d.
Proposicion 2.3.2
Si A y B son subconjuntos convexos de E, se tiene que A + B es convexo.
Demostracion:
Tomamos los vectores x € y en A + B. Podemos escribir:
X =X1 + X3, X1€A,%x,€B,
y=y1+Y¥2 Yyi€A y,eB.
Si Ae[0, 1] se tiene:
A1+ (1 — Ayr1eA, ixa + (1 — Ay, eB
y, por tanto,
X+ (1= Ay =Axi + %) + (1 — Ayr +y2) =
=[ixs + (1 — Ayi] + [4xz + (I — Dys]e A + B.
c.q.d.

Proposicion 3.3.2

Sean A up subconjunto convexo de E y o un elemento de K. Entonces aA es convexo.

Deinostracion:

Si A es el conjunto vacio, entonces oA también es el conjunto vacio, que es convexo.
Supongamos ahora que A # (. Si o = 0 se tiene que

oA = {0},

que es un conjunto convexo. Si, por el contrario, o es distinto de cero, tomamos x e y
en oA y A en el intervalo [0, 1]. Entonces:

R |
R =
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y, por tanto,

A4 —i)zeA,

KR | >

de donde se deduce que

Ax + (1 — DyeaA.

Proposicion 4.3.2

Sea A un subconjunto convexo de E. Si o y [ son niumeros reales no negativos,
se tiene que

aA + BA = (a + PA.
Demostracion:
Si A = &, resulta que
aA + PA = B, (0 + PA = @,
por lo que

aA + BA = (@ + PA.

SiA#Jya+ f =0, se tiene que
{0} = oA + BA, {0} =(a + BA
y, por tanto,

aA + BA = (@ + PA.

Finalmente, si A # J y a + f# > 0, sea x un vector de aA + BA. Existen y; € y;
en A tales que .

X = ay1 + fiya.
Entonces:
X (a+/3][ ® g 4P Je(+ﬁ)A
= a s
o+ ﬁY1 %+ ﬁYZ
por lo que

aA + A <= (x + BA.
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Size(x + f)A, resulta que

z
€A,
o+ f
y, por consiguiente,
zZ z
o + =zeaA + [A,
o+ f 'Boc + B P

de aqui que

oA + PA S (¢ + PA.

Proposicion 5.3.2
Si A es un subconjunto convexo de E y x € E, entonces x + A es convexo.

Demostracion:

Sean u y v dos elementos cualesquiera de x + A y A un numero real del intervalo [0, 1].
Entonces:

u—x€eA, v—xeA
y, por consiguiente,
Mu—x) +(1 —A)(v—x)=Adu+(1 -y —xeA,
es decir:

Au+ (1 —A)vex + A,

Proposicion 6.3.2
Si{A;:iel} es una fqmilia de subconjuntos convex.os de E, se tiene que
~N{A el
es un conjunto convexo.

Demostracion:

Sean u y v dos elementos cualesquiera de
~N{A el
y A un elemento de [0, 1]. Entonces:

Au+ (1 —AveA, Viel,
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y, por tanto,
Au+ (1 —Aven {A;iell.
c.q.d.
Si A es un subconjunto cualquiera de E, sea {A; :iel} la familia de todos los
subconjuntos de E que contienen A. Entonces:

A =n{A;:iel}

es ¢l conjunto convexo mas pequefio que contiene A. Al conjunto {A) se le llama
la envoltura convexa de A.

Proposicién 7.3.2

Sea {A;:jel} una familia de subconjuntos convexos de E. La envoltura convexa
de U {A; : je ]} coincide con el conjunto B de todos los vectores de la forma:

Y tox; s jely,

;€A 052 0,Vjel, Y {oy:jel} =1,y todos los o; son nulos salvo para un subconjunto
finito de indices.

Demostracion:

Dado un elemento cualquiera i de J y un vector z de A;, el vector de B:
Y {oyx; i jel}
tal que oz = 1, x; = z, coincide con z, por lo que
B o A
y, por consiguiente,

Bou{Aiel}.

Por otra parte, si u es un elemento cualquiera de B, podemos hallar n nimeros
reales no negativos:

iy Qjpy vees &y 15 J25 5 Jn € J,
de manera que
o, + oy, + o+, =1,
y n vectores:

Xj, € A, Xj, € Aj,, ..y Xj, € Ay,

41



ANALISIS MATEMATICO V

tales que
U= o X;, X, + o+ 0 X,
y, por tanto, de acuerdo con la Proposicion 1.3.2, u pertenece a la envoltura convexa de:
U {A;jel},
de aqui que
Bc (U{A :jel}).

Si uy v son dos elementos cualesquiera de B tales que

u=> {ax;:jel}
v {Bx; 1 jed}

y A es un niimero del intervalo [0, 1], se tiene que
A+ (1= Ay =Y {Aoyx; + (1 — APy, 1 jel}.
Ponemos:
Aoy + (1 = A = p;.
Se tiene que
w0, Viel, Yiujel) =AY (o jel) + (1~ HY(f;:jel) = 1
y u; es igual a cero salvo para un subconjunto finito de indices.
Sea
I={jel:u #0}.

Entonces:

u+ 1=y = Z{uj(/ﬁxj + wyj) :jel}
] M

X; € Aj, y;€ Aj,
y de ser A; convexo, se deduce que

. 1 — M8

K j
y, por consiguiente,

Au + (1 — A)veB.
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Por tanto, B es convexo, contiene U {A; :jelJ} y estd contenido en (U {A;:je]}),
de aqui que

B=(u{A:jel}).

Corolario:
Sea A el ;ubconjunto de E:
{x;:iel}.
La envoltura convexa de A coincide con el conjunto de todos los vectores de la forma:
Y{oux riel},
% =>0,Viel Y {0 :iel} =1,y 0 =0, salvo para un subconjunto finito de indices.
Demostracion:
Basta poner:
A ={x}, i€l

observar que cada A; es convexo y aplicar la proposicion anterior.

c.q.d.
Se dice que el subconjunto A del espacio vectorial E es equilibrado cuando
A < A, VieK, A <L
Proposicion 8.3.2
Si {A; 1i1el} es una familia de subconjuntos equilibrados de E, se tiene que
Nn{A 1iel}
es equilibrado.
Demostracion:
Si 1eK, |4 < 1, se tiene que
An{A iiell <« A < A, Viel,
¥, por tanto,
An{Aiiell e n{A :iell.
c.q.d.
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Proposicion 9.3.2
Sea A un subconjunto equilibrado de E. Si A € K, entonces:

A = [AA.

Demostracion:

Es obvio que basta hacer la prueba para el caso en que A # 0, lo que vamos a suponer.
Ponemos A para el conjugado de A.

Si x € AA, entonces:

X
I eA
|4 I‘ .
y, puestos que | —| = 1, se tiene que
A
[ x _x 1Al
y, por tanto,
x € [A]A.
Si z € |AJA, entonces:
z
m eA
y, puesto que m‘ = 1, resulta que
b }d >
1A z I
y, por consiguiente,
z € AA.

c.q.d.

Sea A un subconjunto cualquiera en el espacio E. Sea {A; :iel} la familia de todos
los subconjuntos equilibrados de E que contienen A. Entonces:

[A] =n{A;:iel}

es el conjunto equilibrado mas pequefio que contiene A. Al conjunto [A] se le llama
la envoltura equilibrada de A.
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Proposicion 10.3.2
Si A es un subconjunto de E, se tiene que
B={lx:xeA  eK ]} <1}
coincide con [A].
Demostracion:
Es inmediato que

A < B c [A].

Por otra parte, sea v un vector cualquiera de B y pu un elemento de K, |u( < 1.
Existe un « en K, |oc| £ 1, yun zen A, de manera que
V=oaz
y, por consiguiente,
pv = poz, |po| = |ul - fo| < 1,

de donde se deduce que uv € By, por tanto, B es equilibrado, de aqui que B coincida con [A].

c.q.d.
Proposicion 11.3.2
Si A es un subconjunto de E y y es un nitmero real positivo, el conjunto:
M=uU{2A:2eK, |} <y}
es equilibrado.
Demostracion:
Se tiene:
[yA]l = U {mA: peK |y <1} = U{JA: AeK, | <y} = M.
c.q.d.

Si un subconjunto de E es convexo y equilibrado, se dice que es absolutamente
COnvexo.

Proposicion 12.3.2

Sea A un subconjunto de E. Si A es equilibrado su envoltura convexa es equilibrada.
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Demostracion:

Sizesun elemento' de (A), existen n nliimeros reales positivos: &y, &, ..., &, tales que
oy + g+ o =1,
y n vectores en A: Xy, X3, ..., X;, de manera que
Z = Xy + 0aXg + o+ opXp
Silek, H| < 1, se tiene:
Az = o (Ax) + oo Axa) + - + a(Axy),
de donde se deduce, teniendo en cuenta que
Ax;eA, 1=1,2,.,n,

que Az € {A), de aqui que este conjunto sea equilibrado.

c.q.d.

Sea A un subconjunto cualquiera de E. Sea {A;:iel} la familia de todos los
subconjuntos absolutamente convexos de E que contienen A. Entonces:

A, =n{A:iel}
es el conjunto absolutamente convexo mas pequefio que contiene A. Al conjunto A, se le
llama la envoltura absolutamente convexa de A,
Proposicion 13.3.2
Si A es un subconjunto de E, se tiene:
A, = [AD.

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior.

c.q.d.

Se dice que un subconjunto A de E es absorbente, si para cada xe€E existe un
numero positivo ¢(x), de manera que Axe A, si €A, |A] < &(x).

Proposicion 14.3.2

Sea A un subconjunto equilibrado de E. Si para cada x € E existe un niimero positivo a(x)
tal que

ax)x € A,

entonces A es absorbente.
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Demostracion:
Si 1eK, |4 < o(x), se tiene que
M
a(x)
y, por tanto,
A A
AX = — ——AcA
X (%) a(X)x € (%) < A,

de aqui que A sea absorbente.

La siguiente proposicion es inmediata.

Proposicion 15.3.2
Si Ay, Ag, ..., Ay son subconjuntos absorbentes de E, entonces
AinA,n A,

es absorbente.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION CON SOLUCIONES

1. Sea F un subespacio de un espacio vectorial E, Si
dmF <o y dimE = oo,
demuéstrese que

. dimE = dim E/F.

Solucién:

Sea G un subespacio de E suplementario de F. Entonces:

dimE = dim G + dim F = dim G = dim E/F.

2, Sea I un conjunto no vacio. Para cada i€l sea
; = R.
Calculese la dimensién de

@® {E, IEI}

Solucion:
Para cada jel, sea ¢ el elemento {x; : ieI} de @ {E;:iel} tal que

eizoa IEIN{j}

ej=1
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Es inmediato que {e; : i1} es una base de @® {E :iel}, por lo que

dim + {E :iel} =card!

3. Sea I un conjunto infinito numerable. Para cada iel, ponemos:

E, =R

Hallar la dimension del espacio vectorial:

M{E:iel.

Solucion:

El niimero de elementos de I {E; : ie 1} coincide con el de aplicaciones de I en R,
es decir:

cardT1 {B; : ieI} = card R' = (292! = 200 = 20,

Si Q es el conjunto de todos los numeros racionales, sea ¢ una aplicaciéon biyectiva
de I en Q. Para cada nGimero real o, ponemos:

x[a] = {e*D:iel}.

Veamos que {x[a]:oeR} es un conjunto linealmente de TI{E;:ielI}. En
efecto, sean oy, o, ..., o, nimeros reales diferentes. Si fi{, B3, .., fn son nimeros reales
tales que

Bix[ay] + fox[oz] + - + foxon] =0,
se tiene que

‘Blealqo(i) + ﬂzeazw(i) oo ﬂne“““’(i) =0, Viel

Puesto que ¢(I) = Q y las funciones:

X = eax

, 0€R, xeR,
son continuas, resulta que

Bie** + fae** + o + Bre** =0, VxeR,
y teniendo en cuenta un ejercicio anterior, obtenemos:

Bi=fr= =P =0,

porlo que {x[«] : « € R} es linealmente independiente. Hallamos una base de HamelBen
IT{E :iel} que contenga dicho conjunto.
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Entonces:
2 =cardIT{E; :iel} > card B =dimI1 {E; :iel} > card {x[o] : ae R} =card R=2"

de donde se deduce que

dimTI1{E; :iel} = 2%,

Sea E el espacio vectorial, sobre el cuerpo de los nimeros reales, de las funciones
reales continuas definidas en [0, 17]. Sea F el subconjunto de E formado por todas aquellas
funciones que se anulan en 0. Demuéstrese que F es un hiperplano de E, Hallese una
forma lineal sobre E cuyo nicleo sea F.

Solucion:
Sean [y g dos elementos de E y sea o un niimero real. Si
f{(0) = g(0) = 0,
entonces,

(f+ 2)(0) = f(0) + g(0) =0
(@0 (0) = af(0) = 0,

por lo que F es un subespacio de E. Sea G el subespacio de E formado por todas
las funciones constantes. Si h es el vector de E tal que

h(x) =1, ¥xe[0,1],
y k es un elemento cualquiera de E, se tiene:
k(x) = (k(x) — k(0)) + k(0), Vxe[0,1]
y, por tanto, si representamos por r la funcién:
x = k(x) — k(0), Vxel[0,1]
resulta que

k =1+ k(Oh, reE k(OheG,

de aqui que

E=F+ G.
Por otra parte, es inmediato que

FnG={0}
y, por consiguiente,

E=F + G
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Puesto que la dimensiéon de G es uno, se tiene que F es un hiperplano de E.
Sea T la aplicacion de E en R definida por:
T(f) = f(0), VfeE.

Es inmediato que T es lineal y que el nicleo de T coincide con F.

5. En el plano euclideo R? poéngase un ejemplo de un subconjunto A que verifique:

C[AD) # [{AD]

Solucion:
Sea A el segmento cerrado de extremos P y Q, [Fig. 1], es decir:

A={xy: x+y=1,x=20,y =0}.

P(O])

. "
0 Q(1,0)
Fig. 1

Se tiene que [A] es la parte rayada en Fig. 2, es decir:

[Al={(xy):|x+y <1 xy=0.

P’'(0,1)

Fig. 2
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Por otra parte, (A) coincide con A. Finalmente, {[A]) es la parte rayada en Fig. 3,
es decir:

TAD ={xy) : [x] + |y < 1.

Por tanto,

C[AT # [A] = [{AD].

Fig. 3

6. Sea E un espacio vectorial real. Sea A un subconjunto convexo y simétrico de E.
Demuéstrese que A es absolutamente convexo.

Solucion:

Si A es un numero real tal que |/1| < 1, hemos de ver que AA esta contenido en A.

SiA = ¢J,esobvio que AA = A. Supongamos, pues, que A sea distinto del conjunto
vacio. Tomamos un vector x en A. Entonces —xe€A y, puesto que A es convexo,
resulta; ‘

11
FX 5 (=) =0eA,

por lo que, si 4 = 0,
AA = {0} < A.

Si A # 0yzelA, entonces:

€A, ——€A

>N
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y, teniendo en cuenta que A es convexo y que

1+/1> 1—/1> 1+4 1-1

se tiene que

luego:

A c A,

7. Sea A = {x; :1el} unsubconjunto del espacio vectorial E. Demuéstrese que la envoltura
absolutamente convexa de A coincide con el conjunto M de todos los vectores de la forma:

Z{qui . iEI},

weK,Viel, Z{|la|:iel} <1,y =0, salvo para un subconjunto finito de indices.

Solucion:

La envoltura absolutamente convexa de A coincide con {[A]>. Si

A ={1x:1ek,

A< 1

se tiene que A; es convexo y equilibrado y estd contenido en {[A]), para cada iel.
Por otra parte, U {A; : i eI} es equilibrado y, por tanto, su envoltura convexa coincide
con {[A]>. Dicha envoltura convexa es igual al conjunto formado por los vectores de la
forma: “

Y AByiiel}

Bi=0,Viel, Y {fi:iel} =1, yieA;, Viel, y fi =0, salvo para un subconjunto
finito de indices. Puesto que

Vi = AX, /M <1,

se tiene que
Z{ﬁiYi riely = Z{,Bi/{ixi riel},
S A|BiA|iely <Y {Bi:iell =1, de aqui que {[A]> = M.
Tomamos ahora un vector en M:

x =Y {ox :iel}.
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Si x = 0, es obvio que x € ([A]). Si x es distinto de cero, sean iy, i,, ..., i, €l conjunto de
todos los subindices para los cuales:

&, 7~ 0, o, # 09 ey & # 0.
Ponemos:

o [«

n

o= + ol

Entonces:
. .
H —I ~x, €A, 1=1,2,.,n,

. L
ol

y, puesto que

lani |°‘i2|
4+ 2+ 4+
2]

n

se tiene que

'aii (i O(inij> € <[A]>a

i

=

luego, M = {[AD]).
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1.19. ANILLOS DE CONJUNTOS
En este tema y en el siguiente vamos a definir y a estudiar ciertas familias de
conjuntos que tienen gran utilidad en la teoria de la medida. Suponemos que sobre un

conjunto X elegimos dichas familias de subconjuntos. A continuacion vamos a dar el concepto
de anillo.

Definicién:
Un anillo & sobre X es una clase no vacia de subconjuntos de X que cumple la

siguiente condicion: si E y F son elementos cualesquiera de R, entonces EOF y E~F
pertenece también a A.

Proposicién 1.1.19

El conjunto vacio pertenece al anillo R .

Demostracion:
Puesto que Z es una clase no vacia, existe un elemento E en Z. Entonces:

E~E=¢,

de aqui que ¢F pertenezca a .
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Proposicién 2.1.19
Lqg unién de un nimero finito de elementos de & pertenece también a A.

Demostracion:

Si Ey, E,, ..., E, estan en 2, entonces:

EluEze%,
E,vE,UE; =(E; UE;)UE;eZ,

EivE,u---UE,_yUE, =(E,uE,u- - uUE _))uE, eZ.

Proposicion 3.1.19

La interseccion de un ntimero finito de elementos de R pertenece también a 9.

Demostracion:

Basta hacer la prueba para dos elementos y proceder después por recurrencia.
Supongamos, pues, que E y F pertenecen a #. Entonces:

E~FeX,
y también:
E~(E~F)ex.
Por otra parte,

E~(E~F)=E~(EnLF) =En(ENCF) =
=EN[EUF]=EnNCE)U(ENF) =EnTF,

de aqui que E n E pertenezca a Z.
c.q.d.

Recordamos al lector que la diferencia simétrica de dos subconjuntos E y F de X es
el conjunto:

EAF =(E ~ F) U (F ~ E).

Proposicion 4.1.19
La diferencia simétrica de dos elementos de R pertenece también a A,

Demostracion:

Si E y F estan en &, se tiene que

E~F y F~E
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pertenecen a # y, por consiguiente,

EAF =(E ~F)U(F ~E)e.

c.q.d.
Proposicion 5.1.19
Sea R, 1 €1, una familia de anillos sobre X. Entonces:
N{A . iel]
es un anillo sobre X,
Demostracion:
Puesto que el conjunto vacio pertenece a #; para cada i€ I, resulta que
nN{Z; iel}
es una clase no vacia. Por otra parte, si E y F estan en
N{R; iel}
entonces, para cada iel,
EuF y E~F
estan en %;, de aqui que
EUuF, E~Fen{% :iel}.
c.q.d.

Proposicion 6.1.19

Sea A4 una clase no vacia de subconjuntos de X. Entonces existe en X un anillo
minimo que contiene a A .

Demostracion:

Sea {#;:iel} la familia de todos los anillos sobre X que contienen a .#. Dicha
familia no es vacia, puesto que la clase de todas las partes de X pertenece, obviamente,
a ella. Entonces, de acuerdo con la proposicién anterior, ‘

AR el

es un anillo que contiene a .#. Es obvio que dicho anillo es el minimo, con la relacién
de inclusion, que contiene a ..

c.q.d.

Nota 1

Si # es un anillo sobre X, se suele decir también que # es un anillo de Boole
sobre X.

Iy
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Nota 2.

En la proposicion anterior, al anillo minimo que contiene a .# se le llama el
anillo engendrado por .# y se le representa por Z(.#/).

Si Y es un subconjunto de X y & es una clase de subconjuntos de X, ponemos:

FnY={FnY :FeZ].

Proposicion 7.1.19

Si 'Y es un subconjunto de X y R es un anillo sobre X, se tiene que

ANY
es un anillo sobre Y.

Demostracion:

Puesto que # es una clase no vacia, se tiene que la familia de conjuntos Y
también es no vacia. Si E y F estan en # n Y, hallamos A y B en # de manera que

E=AnY F=BnY.

Entonces:
EUF=AnYYUBnY)=(AUB)nY,
y puesto que A U B pertenece a Z, se tiene que
EuFeZnY.
Por otra parte,
E~F=AnY~BnY=(A~B)nY,

de donde se deduce, teniendo en cuenta que A ~ B pertenece a #, que

E~FeZnY.

Podemos concluir, pues, que Z 'Y es un anillo sobre Y.

Nota 3

Obsérvese que en la proposicion anterior, Z 'Y es también un anillo sobre X.

Proposicion 8.1.19

Si Y es un subconjunto de X y /4 es una clase no vacia de X, se tiene que

RAMYAY = R ).
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Demostracion:

De acuerdo con la proposiciéon anterior,
R(AM) Y
es un anillo sobre Y, y también sobre X, que contiene:

A NY,

por lo que

RM) Y D RAM AY).

(1)

Sea Z la clase de todos los subconjuntos de X de la forma A u (B ~ Y), de manera que

AeR(H nY) vy BeR(H)
Si Py Q estan en 2, se tiene que

P :Al U(Bl NY),Q :Azu(Bz NY)
AL Ay e/ AY) ;3 By, ByeR(A).

Por tanto,

PUQ=(A1U(B1 NY))U(AzU(BZNY)) :(Al UAz)U(BluBZNY),
AU AeR (A YY) ;3 ByuB,ed(#),

por lo que
PuQeZ.
Por otra parte, puesto que
A,nBi~Y)=¢ ; Ain(B,~Y) =,

se deduce, facilmente, que |

P~Q=(A,uB; ~Y) ~A,uBs~Y)) =(A; ~As)U((B; ~ By) ~ Y)e2,
de aqui que 2 sea un anillo.

Si D pertenece a .#, se tiene que

D=DnY)u(D ~Y),

y, puesto que

DnYed nY c R4 nY)
De. l < A(A),

13
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resulta que

De2,
de aqui que
M= P
y, por consiguiente,
R(AMY = P, )

Por otra parte, si

AeR(M nY) y Bed(M),

se tiene que

(AUB~Y)NY=ANnY =AM NY),

por lo que
PnY cAAHNY) (3)
Se deduce de (2) y (3) que
RANYNY < RNY < B(M YY)
y, teniendo en cuenta (1):

RAM) Y = R A Y).

Proposicion 1.9.19

Sea (An)X =1 una sucesion de elementos del anillo %. Entonces existe una sucesién
(Bn)X= 1 de elementos de &, disjuntos dos a dos, de manera que

Bn < All’ n = 1’ 27 A

14
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Demostracion :

Ponemos:

By = A
B2=A2~A1
Bs=A3 ~(A;UA)y)

Entonces, es obvio que B, estad en # y que

B,cA, n=12..

e8]

Por otra parte, si z es un elemento de | ] A,, sea A, el primer término de la sucesion
n=1

(Ap)2- al cual pertenece z. Si p = 1, se tiene que ze€ By, y si p > 1, entonces:
zeA, y z¢A, VAU UA

de aqui que
zeA, ~(AjUA, U~ UA,_;) =B,

Luego:

Corolario:

Sean Ay, A, ..., A, elementos del anillo #. Entonces existen en R los elementos By, By, ..., B,
tales que son disjuntos dos a dos, B; < A;,j =1,2,..,n,y

Demostracion:

Ponemos:

Q = An+1 = An+2 ="

y aplicamos la proposiciéon anterior a la sucesion (A,)- ;. Hallamos la sucesion (B,);-; de
elementos de £, disjuntos dos a dos, tales que

B,cA, p=12.. @)

15
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Entonces se deduce de (4) que

@ =By+1 =Bpyo =

por lo que

2.19. UN ANILLO DE INTERVALOS
Denotamos por ]a,b] el intervalo acotado de la recta R, con a < b, de extremos
a y b, abierto en a y cerrado en b. Representamos por # la clase de todas las
uniones finitas de todos los intervalos de la forma Ja, b].
Proposicion 1.2.19
Si A y B estan en ¥, entonces A N B pertenece a §.
Demostracion:
Se tiene que
A=uv {a,-, b,] = 1,2, ey p}
B=uvu {]Cj, dl] . .] = 1> 2> eers q}
Entonces:
AnB=vu{la,bln]g,di]l:i=12,.,p;i=12,..,q],
por lo que es suficiente comprobar que-
]ai’ bl] M ]Cj> d_l] (1)
es de la forma Ja, b].

Si (1) es el conjunto vacio, se tiene que dicho conjunto se puede escribir en la
forma Jb, b], siendo b un numero real cualquiera.

Si (1) es distinto del conjunto vacio, existe un nlimero real o tal que

a;<a<b.-, Cj<O(<dj

16
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y, por tanto,

max {a;, ¢} =a <o < min{b;,d;] =b.

Es inmediato comprobar que el conjunto (1) coincide con ]Ja, b].

c.q.d.
Proposicion 2.2.19
Si Ja, b] = Jc, d], entonces Ja, b] ~ Jc, d] pertenece a # .
Deimostracion:
La prueba es inmediata, puesto que
Ja,b] ~ J¢,d]
coincide con
Ja,c]u ]d, b]
c.q.d.

Proposicion 3.2.19

Si B es un elemento de § y Ja,b] o B, entonces Ja, b] ~ B pertenece a F.

Dewmostracion:

Sea
B=u{la,b]l:j=1, 2, v ).
Entonces:
la,b] ~ B =n{Ja,b] ~ Ja;, b]:j =1,2,..,q

y, puesto que Ja,b] ~ Jaj, bj] pertenece a #, de acuerdo con la proposicion anterior,
se tiene, aplicando la Proposicion 1.2.19, que

Ja,b] ~ Be ¢,
c.q.d.
Teorema 1.2.19
La clase ¢ es un anillo.

Demostracion:
Es obvio que ¢ es una clase no vacia. Por otra parte, si
A=v{la,b]:i=1,2.,p}
B=ul{la,bl:i=p+1,p+2.,q,

17
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resulta que
AuB=u{la,b]l:i=12,.,q9 ¢f.
Tomamos ahora un intervalo Ja, b] contenido a A u B. Se tiene:
A~B=An B=An(ab]~ B)
De acuerdo con la proposicion anterior
la,b] ~ Be ¢,
de donde se deduce, aplicando la Proposicién 1.2.19, que
A~Beyg.

Podemos concluir, pues, que # es un anillo.

Nota
Si en la recta R, consideramos la familia 4 de todas las uniones finitas de intervalos

acotados de la forma [a, b[, a < b, puede comprobarse, de una manera analoga a como
lo hemos hecho para ¢, que # es un anillo de Boole sobre R.

3.19. ALGEBRAS DE CONJUNTOS
Definicion

Un algebra o/ sobre un conjunto X es una clase de subconjunto de X que cumple
las siguientes condiciones:

a) Xes.
b) Si Ay Bestdn en of, entonces A v Be .

c) Si A pertenece a o/, se tiene que A también estd en </ .

Proposicion 1,3,19
Si .o/ es un dlgebra sobre X, entonces o/ es un anillo.

Demostracion:

Basta ver que si A y B estan en 7, se tiene que

A ~ Be.o/,
Podemos escribir:

A~B=AnCB= (CAuB)

18
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Por la condicién c), CA estd en .«/. Por la condicién b),C A U B pertenece a .o/.
Finalmente, aplicamos de nuevo c¢), y obtenemos:

CCAUB)=A ~Be.«.

Teorema 1.3.19
Un anillo # sobre el conjunto X es un dlgebra si, y sélo si, X e R.

Demostracion:

Si # es un algebra, entonces X € #. Reciprocamente, supongamos que X pertenece
a Z. Entonces, si A € %, se tiene que

X~A=0AecX.

Se cumplen, pues, las condiciones a), b) y ¢) de la Definicion.

Proposicion 2.3.19
Sea 7, 1€, una familia de dlgebras sobre X. Entonces
N{A el
es un dlgebra sobre X.

Demostracion.

Sabemos, de acuerdo con la Proposicién 5.1.19, que
N{A el

es un anillo. Por otra parte, X estd en dicha familia y, por tanto, queda demostrada
la proposicion.

c.q.d.

Proposicion 3.3.19

Sea .4 una clase no vacia de subconjuntos de X. Entonces existe en X un dlgebra
minima que contiene 47 .

Demostracion:

Es analoga a la prueba de 1a Proposicion 6.1.19, cambiando la palabra anillo por la de
algebra.

c.q.d.
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Nota 1

Si ./ es un algebra sobre X, se suele decir también que .o/ es un algebra de
Boole sobre X.

Nota 2
En la proposicion anterior, al algebra minima que contiene a .# se le llama el algebra
engendrada por . #.
Proposicion 4.3.19
Si Y es un subconjunto de X y ./ es un dlgebra sobre X, se tiene que
A NnY
es un dlgebra sobre Y.

Demostracion:
Es analoga a la de la Proposicion 7.1.19.

c.q.d.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION CON SOLUCIONES

1. Si Ey F son dos conjuntos, demuéstrese que

EUF c (EAF)A(E N F)

Solucion:
Si x es un elemento de E U F, tres casos pueden suceder:

a) xeE, xeF.
b) xeE,x¢F.
¢) x¢E xeF.

En el primer caso, se tiene que
x¢ E~F ; x¢F ~E
y, por tanto,
x¢ E~F)u(F~FE)=EAF,
Por otra parte,
xeEnF,

por lo que

xeENF ~(BAF)c(ENnF~EBAF)U(EAF ~EnF) =(EAF)A(EANF).
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Luego

EUFc(EAF)A(ENF).
En el segundo caso xe E ~ F y, por tanto,
xe(E~F)u(F~E)=EAF.
Por otra parte, x¢ E n F, de aqui que

Xe[EAF ~(EnFJU[ENE ~EAF] =(EAF)A(EnF).

Luego

EUFc(EAF)AEAF)

El tercer caso es analogo al segundo, cambiando E y F entre si. Por tanto,

BEUF=FUEc (FAE)A(FNE)=(EAF)A(EnF)

Podemos asegurar, pues, que en todos los casos:

EUF c(EAF)A(EANF)

Si E y F son dos conjuntos, demuéstrese que

EUF > (EAF)AEAF)

Solucion.

(EAF)A(ENF)=(EAF~EANF)U(BENF ~EAF) c
c(EAF)U(EUF) <« (EUF)U(EUF) =EUF,

Si E y F son dos conjuntos, demuéstrese que

E~FcBAEMF

Solucion:

E~F=E~ENFc(E~ENF)U(ENF~E) =EAEAMF).

Si E y F son dos conjuntos, demuéstrese que

E~FoBAEANF
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Solucion:
Se tiene que

EA(ENF)=(E~EnF)UENF~E =E~EnFuF

5. Sea 2 una clase no vacia de subconjuntos del conjunto X tal que si E y F estan

en &, entonces
EnF y EAF

pertenecen a &. Demuéstrese que £ es un anillo.

Solucion:
Si E y F estan en Z, se tiene que

(EAF)A(ENF) y BEA(EANF)

pertenece a £ ; pero dichos conjuntos son iguales, de acuerdo con los ejercicios

anteriores, a
EuF y E~F,

respectivamente, de aqui que £ sea un anillo.

6. Si Ey F son dos conjuntos, demuéstrese que

EnF=EuUF~EAF

Solucion:

Se tiene que
EuUF =(EAF)U(ENF)
y, puesto que

EAF y EnF

son disjuntos, resulta:

EnF=EuUF~EAF.

7. Si Ey F son dos conjuntos, demuéstrese que

EnF=(EUF)A(EAF)
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Solucion:
De acuerdo con el ejercicio anterior, se tiene que

ENF=BEUF~BEAF=(EBUF~BAF)UEAF~EUF) =
= (EUF)A(EAF).

Sea 2 una clase no vacia de subconjuntos del conjunto X, de-manera que si E 'y F
estan en #, entonces

EuF y EAF

pertenece a . Demuéstrese que # es un anillo.

Solucion:

Se tiene que
EnF=EuUFA(EAF)e?

y, por tanto, basta aplicar ahora el ejercicio cinco.
Poner un ejemplo de un anillo que no sea un algebra.

Solucion:

Sea X un conjunto infinito no numerable, Se puede tomar, por ejemplo, X
coincidiendo con el conjunto de los numeros reales. Sea # la familia de todos los
subconjuntos numerables de X. Es obvio que si

E,Fe?,
entonces EUF y E ~ F son numerables y, por consiguiente, pertenecen a #, de
aqui que esta familia de conjuntos sea un anillo. Por otra parte, X no es numerable
y, por tanto, no estd en #, Consecuentemente % no es un algebra.

Obsérvese que 2 no so6lo es un anillo, sino también un g-anillo.

Poner un ejemplo de un anillo que no sea un algebra ni un ¢-anillo.

Solucidn:

Sea X un conjunto infinito. Tomamos para 2 la familia formada por todos los
subconjuntos finitos. Entonces 2 es un anillo, no es un algebra ni un o¢-anillo.

Sobre un conjunto X, sea .# una clase no vacia de subconjuntos. Denotamos
por Z(+#) el anillo engendrado por .#. Demuéstrese que cada elemento de Z(.#)
se puede recubrir por un nimero finito de elementos de .#.
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12.

13.

Solucion:

Sea Z la subfamilia de Z(.#) que tiene la propiedad de que cada subconjunto
que pertenece a & se puede recubrir por un numero finito de elementos de ./.
Es obvio que .# esti contenido en 2. Por otra parte, si E y F estan en 2, se tiene que

EUF y E~F

estan en 2, de aqui que 2 sea un anillo que contiene ./#. Puesto que .2 esta
contenido en Z(.«) resulta que Z(.«/) coincide con .2.

Sea Y un subconjunto X. Sea #Z un anillo sobre X. Desmuéstrese que

ANY
es un anillo sobre X,
Solucién:
Es sabido que
RANY

es un anillo sobre Y. Si E y F estin en Z nY, entre EUF y E ~ F pertenecen
aZ nY,deaqui que Z nY sea un anillo sobre X.

Si Y es un subconjunto del conjunto X, ponemos yy para la funcién caracteristica
de Y, es decir:

x) = 1, si xeY
B0, si xex ~ Y.

Demuéstrese que si E y F son subconjuntos de X, se tiene que:

XEAF = XEXP.

Solucion:
Si xe E n F, resulta que
rEar(®) =1 5 wx) =1 5 ()
y, por consiguiente,
e a(X) = xe(x) - xr(x).
Six¢ E n F, pueden presentarse dos casos:
a) x¢ E. Entonces:

XE mF(X) =0 > XE(X) = 07
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y, por tanto,

X A F(X) = xE(X)rr(X)

b} x¢ F. Entonces:
X ar(x) =0 ;5 xe(x) =0,

de aqui que

XE ~F(X) = xe(X)1r(x).
podemos concluir, pues, que

AE nF = XEXF.
14, Sean E y F dos subconjuntos de un conjunto X. Demuéstrese que

XEuF = XE + XF — XEXF-

Solucion:
La funcioén caracteristica del conjunto

C(EuF)
es igual a

1 — XEuF.

Puesto que
C(EUF)=CEnCF,
aplicamos el ejercicio anterior y obtenemos: |
I—xeoe =yxexe =00 — )l — xe),

de donde se deduce que

Xeor = X + XF — XEXF.

15. Sean E, F y G tres subconjuntos de un conjunto X. Demuéstrese que

XEVFuG = XE + XF + X — XEXF — XeXG — XFXG + XEXFXG.
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Solucion:
Aplicamos dos veces el ejercicio anterior y obtenemos:

XEUFuG — YXEuF + XG — XEuEXG = XE + XF — XEXF + X6 —
— (e + xr — XeXF)Xc = XE + x¢F + X — XEX¢r — XeXe — Xrg +
+ XEXFXG-

16. Sean A, A,, B, y B, subconjuntos de un conjunto X tales que

AlmBzzAszl =®.

Demuéstrese que

(At UBy) ~ (A, UBy) =(A; ~ Ay) U(B; ~ By).

Solucion:
Puesto que

AinB,=A,nB; = ¢,

se tiene que

BlﬂEAzzBl N (Al ~A2)OEB2=A1 ~A2.

Entonces:

(AfuB) ~(A,uUuBy))=(A, UB)nL(A, UB,y =
=(A;uB)nCA; nCB; =[(A; uB)nCA,] (B, =
=[(Ai nCA) U(B; nCA)INCB, =[(A; nCA,) UB,]n(B, =
=[(AinCA;)nCB,JU[B; n(B,] =
— [(A; ~ A)) nCB,T U [B, ~ B,] = (A, ~ A;) U (B, ~ By).

Para los ejercicios que siguen en este tema, consideramos, en el espacio euclideo
n-dimensional, n > 1, los intervalos acotados n-dimensionales de la forma:

]3.1, bl] X ]2.2, b2] X o X ]ana bn] (1)

Llamamos ¢ a la familia de todas las uniones finitas de los intervalos de la
forma (1).

17. Si Ay B pertenecen a ¢, demuéstrese que A n B también esta en ¢ .
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Solucion:
Se tiene que
A =0 {]a], bP] x Ja, Y] x - x Ja, 60T i =1,2,..,p}
B = (1], df'] x T8, df'] x - x I, A9 = 1,2, )
por lo que basta comprobar que
Jaf, b7 x Ja§, bY] x - x Ja@, 671, d'] x 1cf, dP] x -+ x 10, dP]  (2)
es un intervalo de la forma (1). Si (2) es el conjunto vacio se puede representar por

Jb, b] x ]b, b] x -+ x ]b, b],

siendo b un numero real cualquiera. Si (2) es distinto del conjunto vacio, sea
(otq, %2, ..., &;) Un punto de dicho conjunto. Se verifica:

max {a}), bY)} =a, <o, < min {bY, dJ)} = b,.
Es inmediato comprobar ahora que (2) coincide con

lay, bi] x Jag, by] x -+ x Ja,, b,].

Si
A= ]a1;b1] x Jag, by] x -+ x Jay, by]
B = Jc;,di] x Jep,dy] x -+ % Jep,dy]

y A o B, demuéstrese que A ~ B pertenece a ¢ .

Solucion:
Si I; es uno de los intervalos
1aj, ¢;], Icj, dj1, 1d;, bj]
se tiene que A es la union de 3" intervalos:
AL A, ., A, (3)
disjuntos dos a dos, de la forma:
Iy xI; x - x I,

El intervalo B es uno de los que aparece en (3), que podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que coincide con Aj;.
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Entonces:

19. Si B es un elemento de ¢,
A =Jai,bi] x Jaz, by] x -+ x Ja,, b,]
y A D B, se tiene que A : B pertenece a ¢ .
Solucion:
Sea
B =u{]c{,dV] x 1P, d9'] x .- >< 19, d{7:5 =1,2,....q}.
Se tiene que
A~ B = (A~ dPT x 169,497 x o x T, dWT = 1,200
y, puesto que
A~ 1P, dP] x I¢P, d9] x - x I, d9]
pertenecea ¢, de acuerdo con el ejercicio anterior, se tiene, aplicando el gjercicio 17, que

A~Beg.

20. Demuéstrese que # es un anillo sobre R™.

Solucion:

La clase ¢ no es vacia. Por otra parte, si

A =u {Jaf, bP] x 1a%, 697 x -+ x 1af, BT i = 1,2,.., p}
B=uvu {]a(li), b(li)] X ]a(li)a b(Zi)] X oo X ]a(li))5 b(lil) b= p + l,p + 2, ey q}’

resulta que
AUB = (Ja, 607 x Ja9, 9] x - x Jal, b+ ti= 1,2, pp + Lonq) €8

Tomamos ahora un intervalo

]abbl] X ]az, bZ] X e X ]am bn]

conteniendo A U B.
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Se tiene:
A~B=AnCB=AnJa;,b;] x Jaz, b]* -+ x Ja, b,] ~ B).
De acuerdo con el ejercicio anterior:
Jay, bid x jag, ba] X -+ X Jan, ba] ~ Bef,
de donde se deduce, aplicando el ejercicio 17, que
A ~Be 4.

Por tanto, podemos concluir afirmando que ¢ es un anillo sobre R".



TEMA XX

20. Clases de conjuntos (i)

1.20. Definicion y propiedades de los o-anillos.
2.20. Definicion y propiedades de las ¢g-algebras.
3.20. Clases monotonas.



1.20. DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS ¢-ANILLOS

Empezamos este tema dando la definicion de g-anillo sobre un conjunto X.

Definicion 1

Se dice que una clase no vacia & de subconjuntos de X es un g-anillo si cumple las
siguientes condiciones:

a) SiE yF estin en &, entonces E ~ F pertenece a & .

(v 0]
b) SiE,e¥,n=1,2,.., setiene que | | E, estd en S
n=1

Proposicion 1.1.20

Si & es un g-anillo sobre X, entonces & es un anillo.

Demostracion:
Puesto que la clase & es no vacia, existe un E € &. Entonces,
E~E=ge?.
Dados los elementos E y F en %, ponemos:
E,=EE,=F,g=E3;=FE;=--=E, ="
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Se tiene, de acuerdo con la condicion b), que

EUF = ) E, e

n=1
' c.q.d.
Proposicion 2.1.20
Si E, pertenece al g-anillo &, n = 1,2, ..., se tiene que
() E.eZ.
n=1
Demostracion:
Podemos asegurar que
E = U E,
n=1
pertenece a &,
Puesto que
E~E,e¥, n=12.,
resulta que
JE~E)=E~ () E.e?, .
n=1 n=1
y, por tanto,
E~(E~ N E,,> = () E.es.
n=1 n=1
c.q.d.

Proposicion 3.1.20
Sea {9 i iel} una familia de g-anillos sobre el conjunto X. Entonces
N{S5iel]
es un a-anillo.

Demostracion:

Puesto que &, i€, es un anillo, resulta que

N{SFiel]
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es un anillo. Por otra parte, si

E.en{% :iel}, n=12..,
se tiene que

J Bpe s, i=1,2, .,

n=1

y, por consiguiente,

) Baen{¥: iel].

n=1

Proposicion 4.1.20

Sea 4 una familia no vacia de subconjuntos de X. Existe entonces un g-anillo (.4 que
contiene a .4 y que es minimo con la relacion de inclusion.

Demostracion:
Sea
{yi e I}

la coleccion de todos los ¢-anillos sobre X que contienen .#. Dicha coleccién no es
vacia, puesto que la familia de todas las partes de X pertenece a ella.

Entonces
L) = n{F;iel}

es un o-anillo, de acuerdo con la proposicidon anterior y, ademas, es minimo.

Proposicion 5.1.20
Si'Y es un subconjunto de X y & es un a-anillo sobre X, se tiene que

FNY

es un g-anillo sobre Y, y también sobre X.

Demostracion :

De acuerdo con la Proposicion 7.1.19, % n 'Y es un anillo sobre Y, y también sobre X.
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A, un elemento de ¥ NnY, n=1,2, .. Hallamos un E, en & tal que E,e.%,

A, =E,nY.

Entonces:

y puesto que

pertenece a &, se tiene que

Proposicion 6.1.20
Si Y es un subconjunto de X y # es una clase no vacia de X, se tiene que
L(AMYNY = L (M N Y).

Demostracion:

De acuerdo con la proposicién anterior,
LMY
es un ¢-anillo sobre Y, y también sobre X, que contiene
MY,
de aqui que
LMY o L (M AY).
Sea £ la clase de todos los subconjuntos de X de la forma
AuU(B ~Y),

de manera que

AeP(MH nY) v BeF(M).
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Si P, e 2, se tiene que

P.=A, 0B, ~Y)
Ae L nY), BeF (), n=12,..

Por tanto,
,,@1 Pn = HQI(A" U (B, ~ Y)) = <©l Au> v (@1 B, ~ )
HDI A,e LM NY), ngl B, € S (M),
por lo que
@ P,e®?

Por otra parte, si P, Q € 2, entonces

P=CiuDi~Y), Q=C,u(D;, ~Y)
ClaCZ Eegj(//// M Y), DI,DZES/)(,///),

y, puesto que

sz(DZNY):Clm(DZNY),

se deduce (véase el ejercicio 16 del tema anterior), que
P~Q=(C, ~Cy)uU((B; ~B,) ~Y)eZ,

por lo que £ es un anillo.

Se concluye ahora de una forma anéloga a como lo hicimos en la demostracion de la
Proposicién 6.1.20.

c.q.d.

Definicion 2

Se dice que una clase no vacia # de subconjunto de X es un a-anillo hereditario
si cumple las siguientes condiciones:

1. 3 es un g-anillo.

2. SiAeH yBc A, entonces Be .

Las tres proposiciones siguientes se prueban de una forma analoga a las proposi-
ciones 3.1.20, 4.1.20 y 5.1.20, respectivamente.
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Proposicion 7.1.20

Sea { ;. iel} una familia de c-anillos hereditarios sobre el conjunto X. Entonces
N{H el

es un o-anillo hereditario.

Proposicion 8.1.20

Sea .4/ una familia no vacia de subconjuntos de X. Existe entonces un c-antillo hereditario
H(/) que contiene a .# y que es el minimo con la relacién de inclusion.
Proposicion 9.1.20

Si Y es un subconjunto de X y A es un c-anillo hereditario sobre X, se tiene que
HnY

es un o-anillo hereditario sobre Y, y también sobre X.

Nota

En la Proposicion 4.1.20, se dice que &(#) es el cg-anillo engendrado por .#.
En la Proposicién 8.1.20, #°(.«) es el g-anillo hereditario engendrado por .#.
Proposicion 10.1.20

Sea ./ una familia no vacia de subconjuntos de X. Si A = H(4/) existe una sucesién
(A)T-y de elementos de ./ tal que

A c U M,.
n=1

n =

Demostracion:

Sea 2 la subfamilia de #(.#) tal que cada elemento de 2 puede recubrirse por una
cantidad numerable de elementos de.#. Obviamente, .# < 2 y 2 es un g-anillo hereditario,
de aqui que # coincida con #°(.//), de donde se concluye la proposicion.

c.q.d.

2.20. DEFINICION Y PROPIEDADES DE LAS o-ALGEBRAS
Definicion 1

Una a-dlgebra o/ sobre un conjunto X es una clase de subconjuntos de X que cumple
las siguientes condiciones:
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a) Xed.
b) SiA,es/,n =12, entonces | ] Ay,
n=1

c) Si A pertenece a o/, se tiene que CA también estd en of .

Proposicion 1.2.20
Si o/ es una g-dlgebra sobre X, entonces &/ es un g-anillo.

Demostracion:

Basta veri que si A y B estan en .o/, se tiene que
A~ Bev.
Podemos poner;
A~B=AnCB=C({CAUB),
de donde se deduce que

A~ Bes,
Las proposiciones siguientes son inmediatas,

Proposicion 2.2.20

. Un g-anillo & sobre el conjunto X es una o-dlgebra si, y sélo si, X e &.

Proposicion 3.2.20
Sea /i, 1€, una familia de o-dlgebras sobre X. Entonces

N{A el

es una o-dlgebra sobre X.

Proposicion 4.2.20

Si 4 es una clase no vacia de subconjuntos de X, existe en X una o-dlgebra minima

que contiene 4 .

Nota

En la proposicion anterior a la og-algebra minima .&/(.#) que contiene .# se le llama

la o-algebra engendrada por ..
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Definicion 2
Si X es un espacio topolégico, a la o-dlgebra # engendrada por los abiertos de X,

se le llama o-dlgebra de Borel de X. Cada elemento de B se dice que es un subconjunto
de Borel de X.

3.20. CLASES MONOTONAS

En el conjunto X, una sucesion (A,) de subconjuntos se dice que es mondtona creciente
0 expansiva si

A, cAysy, n=12,..

Si
An - An+1’ n = 1a2>

se dice que la sucesion (A,) es monétona decreciente o contractiva.

En uno u otro caso, se dice que la sucesién es mono6tona.

Definicion

Una clase no vacia 4 de subconjuntos de X se dice que es mondtona si se cumplen
las dos condiciones siguientes:

) o0
1. SiA,ed,n=1,2,.,ylasucesion (A,) es mondtona creciente, entonces U A,e .

n=1

o0

2. SiA,ed,n =1,2,..,y lasucesion (A,) es mondtona decreciente, se tiene que (| Ay,

n=1

pertenece a A .

La proposicion siguiente es inmediata.

Proposicion 1.3.20

Si & es un o-anillo sobre X, entonces & es una clase mondtona.

Proposicion 2.3.20

Sea 4 una clase monétona en X. Si A es un anillo, entonces dicha familia de conjuntos
es un o-anillo.
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Demostracion:

Sea A, un elemento de .#, n = [, 2,.. Hemos de ver que U A, estd en .#/. Ponemos:

n=1

Puesto que .# es un anillo, resulta que B, pertenece a .#, n = 1,2, ... La sucesién (B,) es
expansiva y, teniendo en cuenta que .# es una clase mono6tona, resulta que

0

UB.= U A, e,

n=1 n=1

cq.d.

Sea 2 una clase no vacia de subconjuntos de X. Se demuestra facilmente que si la
interseccion de una coleccidon de clases mondtonas es no vacia, dicha interseccion es una
clase mondtona. Por otra parte, la familia de todas las partes de X es una clase mondtona.
Entonces, la colecciéon de clases mondtonas que contienen 2 es no vacia, y la interseccion
de dichas clases es una clase mondétona minima que contiene #. La representamos por
A (P) y decimos que es la clase monotona engendrada por £,

Supongamos ahora que tenemos una clase monétona .# sobre X. Dado un subconjunto
cualquiera F de X, demostramos por %(F) la clase de todos los subconjuntos E de X tales que

E~F,F~E y EuF

estan en .#. Obviamente, puesto que la definicién anterior tiene carActer simétrico, resulta
que si

Eed(F) entonces Fe%(E).

Proposicion 3.3.20
Si la clase % (F) es no vacia, entonces es una clase monédtona.

Demostracion:

Sea (A,) una sucesion creciente de elementos de %(F). Entonces

F~A, A,~F v FUA, n=12,.

vy

pertenece a . .

La sucesion (F ~ A,) es contractiva, la (A, ~ F), expansiva, y la (F U A,) es también
expansiva. Por tanto,

0

NF~A)=F~ |JAed,

n=1 n=1
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de aqui que

A, e .
1

Tomemos ahora una sucesion contractiva (B,) en % (F). Se tiene que

F~B,B,~F vy FuB, n=1,2

ey

estan en . /.

La sucesion (F ~ B,) es expansiva, la (B, ~ F), contractiva, y la (F u B,) es también
contractiva. Por consiguiente,

\J (F~B,) =F~ () Byed,

n=1 n=1

o o83

N B, ~F) = (] B, ~Fe.z,
n=1

n=1
() (FuB,) = Fu< N Bn>e<////,
n=1 n=1

de aqui que

B,e./.

e

Luego %1F) es una clase mono6tona.

Teorema 1.3.20

Si R es un anillo sobre X, se tiene que /(&) es un o-anillo que coincide con F(R).
Demostracion:

Ponemos .# en vez de ./#/(#). Si F es un elemento cualquiera de %, entonces
% (F) no es vacia, ya que si E €%, se tiene que

E~F, F~E y EuF
estan en %, que a su vez esta contenido en .4, por lo que

E e %(F).
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Entonces, de acuerdo con la proposicion anterior, #(F) es una clase monotona.
% (F) contiene Z y, puesto que ./ es la clase mondtona minima que contiene #, resulta que

M < UF).
Tomemos ahora un elemento cualquiera P de ./, Se tiene:
P e %(F),
luego
F e %(P). (1)
Se tiene que (1) se verifica para cualquier F de #Z, por lo que
R < U(P)
y, teniendo en cuenta que %(P) es una clase mondtona,
M < UP) (2)
para cada P perteneciente a .#.

Veamos ahora que .# es un c-anillo. En efecto, .# no es vacia; si A y B son dos
elementos cualesquiera de ./, se obtiene de (2) que :

A e (B)
y, por consiguiente,
A~B y AuB

estan en ./, de aqui que ./ sea un anillo y, puesto que ./ es una clase mondtona,
4 es un g-anillo,

Finalmente, %’(2) es una clase mondtona que contiene 2, por lo que
M = L(R),
y S (%) es el g-anillo minimo que contiene £, de aqui que
SR < .,
es decir,

PR) = MR,
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION CON SOLUCIONES

Sea (A,) una sucesiéon de subconjuntos de un conjunto X. Se define el limite inferior de
A,, cuando n tiende a infinito, como el conjunto formado por todos aquellos elementos
de X que pertenecen a todos los A, n=1,2,.. salvo a lo sumo a un nimero
finito de ellos. Se representa por '

lim infA, o bien liminfA,.

n—ow

Demuéstrese que

liminfA, = U ﬂ A,.
n n=1 p=n
Solucién:

Sea z un elemento de X que pertenece a todos los A, n=1,2,.., salvo a lo
sumo a un numero finito de ellos. Existe un entero positivo no tal que

ze A,, n = ny,

por lo que

y, por consiguiente,

liminfA, = {J [ A

n=1 p=n
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Reciprocamente, si

existe un entero positivo q tal que

es decir:

zeA,, n=q,q+L,..

2. Sea (A,) una sucesién de subconjuntos de un conjunto X. Se define el limite superior
de A,, cuando n tiende a infinito, como el conjunto formado por todos aquellos
elementos de X que pertenecen a una infinidad de A,, n = 1,2, ... Se representa por

lim sup A, obien limsupA,.

n— o

Demuéstrese que

limsup A, = () | A,

n=1 p=n
Solucion:

Sea z un elemento de X que pertenece a una infinidad de A,, n = 1,2, ... Entonces:

ze | J Ay, n=12.,

p=n

y, por consiguiente,

e () U A

n=1 p=n

es decir,

limsup () | Ap.

n=1 p=n

Reciprocamente, si
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se tiene que

ze | J A, n=1,2..

pP=n

y por tanto, dado un entorno positivo ng, se tiene que

por lo que existe un q = ng tal que
z€ Ay,

de aqui que z pertenezca a infinitos A, n = 1, 2,...

3. Si &% esun g-anillo sobre X, y A e %, n = 1,2,3, .., demuéstrese que

liminfA, y limsupA,

pertenece a .

Solucion:

Es una consecuencia inmediata de las representaciones del limite superior y del
limite inferior de A, dadas en los dos ejercicios anteriores.

4. En un conjunto X, se dice que la sucesion (A,) de subconjuntos tiene limite, cuando n
tiende a infinito, si

liminf A, = limsup A,,
y se representa por " "

lim A, o bien lim A,.

n—ao

Demuéstrese que si la sucesion (A,) es monodtona creciente tiene limite.

Solucion:

Si la sucesion (A,) es mondtona creciente, se tiene que

y, por tanto,
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Por oftra parte,

por lo que

5. Sea (A,) una sucesion de subconjuntos en un conjunto X. Demuéstrese que si (A,) es
mondtona decreciente tiene limite.
Solucion

Se tiene que

y, por tanto,

limsupA, = () U Ay = () An
n n=1 p=n n=1
Por otra parte,
ﬂ Ap = ﬂ Ap,
pP=n p=1
por lo que

liminfA, = | () A, = A,.

n=1 p=n p=1

Luego existe el limite de la sucesion (A,), cuando n tiende a infinito, y coincide con

6. Sea X un espacio topolégico. Si & es la clase de todos los subconjuntos de primera
categoria de X, demuéstrese que %’ es un o-anillo. (Es .%° una ¢-algebra?

a7
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Solucion:

Puesto que el conjunto vacio es diseminado, se tiene que la clase % no es
vacia. Si E y F estan en .9, entonces:

E~FcEe?.

(e8]

Por otra parte,si A, e &, n = 1,2, .., se tiene que U A, es un subconjunto de primera
n=1

categoria y, por tanto, pertenece a .&.

Si X es un espacio topologico de segunda categoria, entonces X ¢ &, por lo que &
no tiene por qué ser una g-algebra en general.

Demuéstrese que si un conjunto X no es vacio, existe una sucesion (A,) de subconjuntos
de X que no tiene limite, cuando n tiende a infinito.

Solucion:

Sea x un punto de X. Ponemos:

A2n—1:{®}, n=152>"'

Entonces:

liminfA, = &, limsup A, = {x},

y, por tanto,

liminf A, # limsup A,.

Sea X un conjunto que posee mas de dos elementos. Sea ./ la clase de todos los
subconjuntos de X, cada uno de los cuales no tiene mas de dos elementos. (Es .# una
clase monotona? (Es .4 un anillo?

Solucion:

Obviamente, .# es una clase no vacia. Si (A,) es una sucesion creciente de
elementos de .#, entonces:
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no tiene mas de dos elementos y, por consiguiente, pertenece a .#. Por otra parte,
si (B,) es una sucesion contractiva de elementos de .#, se tiene que

o0

n=1

no tiene mas de dos elementos, de aqui que pertenezca de .#. Por tanto, ./# es una
clase mondtona.

Tomemos ahora tres elementos distintos de X: u, v, w. Sea
A ={u, v}, B = {u,wj.
Entonces
AuUB ={u, V, w}
tiene tres elementos y, por consiguiente, no pertenece a .. Podemos asegurar, pues,

que .4 no es un anillo.

Sea ./ un algebra sobre un conjunto X. Demuéstrese que .# (<) coincide con la
o-algebra engendrada por &7,
Solucién:

Sabemos que .#(s/) coincide, puesto que o/ es un anillo, con (7). Por otra
parte,

Xe P(),

por lo que &(<7) es, obviamente, la g-algebra engendrada por .«
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