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1. INTRODUCCION

Es dificil «sentir» la ciencia solamente estudiandola en los textos. La
observacion y la medida son la base sobre la que el hombre de ciencia
construye su modelo o interpretacion del mundo.

Trabajar en el laboratorio, estudiando sustancias o procesos es una
actividad ciertamente apasionante, pero al mismo tiempo erizada de
dificultades. Conseguir datos fiables e interpretarlos es un reto permanen-
te. Hay muchas fuentes de error que pueden falsear o alterar estos datos.
Es necesario gran experiencia, cuidado, sentido comun y ausencia de
prejuicios para hacer observaciones y buenas medidas. Trabajando en el
laboratorio se puede compartir con el cientifico el placer y la satisfaccion
de hacer tales medidas y también las frustraciones cuando los experimen-
tos no funcionan o las observaciones son dificiles de interpretar.

Con el estudio de este tema y su aplicacion a los que se van a
desarrollar a continuacion pretendemos que el alumno alcance los si-
guientes objetivos:

1. Que aprenda a manejar datos, es decir, a convertir observaciones
en valores estimados de una magnitud fisica.

2. Que sepa determinar la precision de sus resultados.
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3. Que desarrolle una capacidad critica sobre los procesos de medi-
da y calculo. :

4. Y, por ultimo, que vaya adquiriendo el grado de confianza
necesario en la bondad de sus resultados.

Primeramente, se enumeran en el tema las principales fuentes de error
en los procesos de medida y se introducen los conceptos de exactitud y
precision. Se dan, a continuacioén, algunos consejos sobre la forma de
presentacion (notacion, numero de cifras, etc.) de valores de magnitudes
afectadas de error y se indica como se transmiten los errores de estas
magnitudes cuando intervienen en procesos de calculo. La aplicacion de
la estadistica al tratamiento de datos experimentales se ha limitado
necesariamente a los aspectos mas relevantes: indice de precision, desvia-
cién estandar, varianza, distribucion t de Student, desestimacion de
observaciones, etc. El uso de calculadoras y ordenadores introduce, a su
vez, ciertos errores en la estimacion de magnitudes que no deben despre-
ciarse y a ello se dedica uno de los apartados. Por altimo, se recuerdan
los puntos que hay que tener siempre en cuenta al hacer una medida o
experimento.

2. FUENTES Y TIPOS DE ERROR. EXACTITUD Y PRECISION

(Es posible conocer el valor de una magnitud? Una pregunta que pa-
receria ridicula si no reflejase un hecho bien conocido en experimentacion.
Cuando se mide una magnitud aun con los mejores instrumentos y
métodos, y con el mayor cuidado y habilidad que el hombre puede
ejercer, se encuentra que los resultados de sucesivas mediciones difieren
entre si en mayor o menor grado, incluso en magnitudes cuyo valor no
depende del tiempo en que se realice la medida. Estd claro que no
podemos conseguir nuestro proposito de obtener el valor verdadero de
una magnitud mediante la medida, valor que por hipotesis suponemos
que existe y que es unico. Hay un conjunto de causas que modifican el
valor verdadero de una magnitud y hacen que obtengamos un valor
observado distinto cada vez que intentamos medir. La diferencia entre el
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valor verdadero, 4, y el valor observado, a, se denomina error absolu-
to, A:

A=|A-d [1]

Evidentemente A es desconocido y por tanto también A, sin embargo,
como veremos mas adelante, en la practica siempre podemos establecer
una cota o valor maximo de A que definira un intervalo de la magnitud
en el cual, con cierta seguridad, se encuentre el valor verdadero:

a—A<A<a+ A [2]

podemos asi representar el valor verdadero, A, por un intervalo centrado
en la medida a:

A~a+ A [3]
Una medida sera tanto mas exacta cuanto menor sea el intervalo
fijado por A. Sin embargo, para comparar la bondad de dos medidas

distintas no basta considerar el valor de A. Supongamos, por ejemplo,
que medimos dos longitudes diferentes obteniéndose como resultado:

I, =12+01m
I, = 1503 + 0,1 m

Las dos medidas, como puede apreciarse, tienen el mismo error
absoluto, pero la segunda medida es claramente mejor que la primera.
Conviene, por tanto, introducir el error relativo, ¢, que se define como:

e =Ala [4]
Generalmente, ¢ se expresa en tanto por ciento:
A
(%) = —- 100 [5]
a

Una medida sera tanto mas precisa cuanto menor sea su error relativo.
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En el ejemplo anterior:

0,1 0,1 100
'100"“80/ N = .100~____~ 0
1’2 0 €y 150’3 1500 0,06 %o

81:

luego I/, es una medida mas precisa que /.

La exactitud expresa la correccion de una medida, y la precision, sin
embargo, hasta qué punto es reproducible. Mas adelante se insistira en el
aspecto estadistico de estos conceptos.

Una faceta muy importante del trabajo de un cientifico experimental
consiste en la identificacion de las fuentes de error, reducir sus efectos y
determinar la fiabilidad de su resultado final. Vamos a dar a continuacioén
unas breves indicaciones a este respecto.

Segun las fuentes de error podemos distinguir los siguientes tipos de
errores: '

1. FErrores de escala.
2. Errores sistematicos o determinados.

3. 'Errores accidentales, indeterminados o aleatorios.

2.1. KErrores de escala

La resolucion de un instrumento de medida es la diferencia minima
entre dos valores proximos de la magnitud medida que justamente el
instrumento es capaz de distinguir, proporcionando lecturas diferentes.
La resolucion es, por tanto, una caracteristica del instrumento, y tiene un
valor distinto de cero. Esta limitacion de la resolucion da lugar a la
aparicibn de un error constante y dependiente del tipo de instrumento
que se denomina error de escala.

Salvo indicaciones del constructor, este error suele estimarse en forma
de error absoluto como un medio de la unidad que corresponde a las
divisiones mas proximas de la escala (lectura analdgica) o a los cambios
mas pequefios del contador (lectura digital).
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Por ejemplo, si un termometro posee una escala graduada en divisio-
nes de décima de grado, y el constructor no indica nada al respecto, se
puede estimar el error de escala en 0,05°C. Este efror es constante y
afecta por igual a cualquiera de las lecturas efectuadas. Si la lectura es,
por ejemplo, 36,50 °C, el efecto de este error se expresa asi: 36,50
+ 0,05 °C.

2.2. FErrores sistematicos o determinados

Son errores que afectan a las distintas medidas de un modo constante
y previsible. Un analisis cuidadoso del proceso de medida puede detectar
la presencia de este tipo de errores y por tanto evitarlos, o bien una vez
determinados hacer las oportunas correcciones sobre las medidas. La
deteccion de errores sistematicos es uno de los principales trabajos del
experimentador, asi como hacerlos tan pequefios como sea posible. Sus
fuentes pueden ser muy variadas:

2.2.1. Errores ‘del método

Aparecen cuando el método no es adecuado para la determinacion a
realizar, Estos errores tienen su origen en las propiedades quimicas o
fisicoquimicas del sistema entre manos.

Estas son algunas fuentes de errores metddicos:
1. Alteraciones o fluctuaciones de la temperatura.

Higroscopicidad de la especie que se pesa.

Produccion de una reaccion de forma incompleta.
Reacciones inducidas y laterales.

Descomposicion o volatilizacion de una muestra al calentar.

Coprecipitacion.

A A

Solubilidad de un precipitado en el liquido de lavado,
.. etc. :
17



Los errores de método son la fuente mas seria de inexactitudes,
porque a menudo son muy dificiles de eliminar.

2.2.2. Errores instrumentales o de calibrado

Son errores que dependen de la instrumentacion o dispositivo experi-
mental usado para la medida y sus condiciones de utilizacién. Un
ejemplo muy comin puede ser la existencia de errores en el calibrado de
los instrumentos. Se enumeran a continuacion algunos casos concretos:

1. Balanzas mal calibradas.
2. Uso de material de vidrio aforado sin calibrar o mal calibrado.

3. Recipientes, células y utensilios. Introducciéon de sustancias extra-
fias por el ataque al material de los mismos.

4. Reactivos. Presencia de impurezas.
5. Crondémetros que adelantan o atrasan.

6. Error de cero. Al leer la escala o contador de un instrumento
conviene verificar que cuando deberia leerse 0, efectivamente

indica cero. En caso contrario debe realizarse un «ajuste de cero»,
. etc.

Ademas, las condiciones de utilizacion de un instrumento deben
corresponder a las usadas en su calibrado. Por ejemplo, cuando se mide
la temperatura de un liquido, el termometro debe sumergirse hasta la
profundidad en él indicada. Cuando se calibr6 originalmente se sumergio
a esa profundidad, y si se hacen lecturas en otras condiciones, la expan-
sion del mercurio a lo largo del termometro no serd la misma.

2.2.3.  Errores personales

Un tipo de errores personales son los operativos o de manipulacion.
Estos errores se reducen a magnitudes insignificantes con el entrenamien-
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to, un trabajo cuidadoso, habil e inteligente. Pueden citarse como tipicos
los siguientes errores operativos: dejar recipientes abiertos y asi se
introduce polvo y otros productos extrafios en las disoluciones, el derra-
me de liquidos y solidos, pérdidas en las transferencias de muestras,
manejar directamente con los dedos recipientes que se van a pesar con la
consiguiente incorporacion de agua y otras sustancias a los mismos,
pesada de recipientes antes de que estén completamente frios, el error de

paralaje en la lectura del nivel o menisco de un liquido, etc.

Otro tipo de errores personales diferentes de los operativos tienen su
origen en la inhabilidad constitucional de un individuo para hacer
exactamente ciertas observaciones. Por ejemplo, algunas personas son
incapaces de juzgar exactamente los cambios de color en las valoraciones
y puede ocurrir que siempre se pasen un poco en el punto final. General-
mente estos errores son de magnitud mas bien constante y pueden
incluirse en una «ecuaciéon personal» del observador.

Cuando se repiten una serie de medidas el problema suele ser cual
décima de division se debe tomar al leer una escala. El observador elige,
probablemente, la que haga que el resultado concuerde mas estrecha-
mente con el que le precedi6. Estos errores personales se deben a
prejuicios que hay que evitar.

Siempre que sea posible se deberan corregir los errores sistematicos,
en caso contrario se suman al error de escala y se les trata como una
constante.

2.3. Errores accidentales, indeterminados o aleatorios

Son debidos a las fluctuaciones de las distintas variables que influyen
sobre el sistema. Son imprevisibles ya que no se puede ejercer un control
sobre estas fluctuaciones, e incluso normalmente no se conocen todas las
variables que influyen. Por su caracter aleatorio estos errores pueden
tratarse estadisticamente, como veremos mas adelante.

La figura I(a) muestra la dispersion de las lecturas debida a los
errores accidentales. Si ademas interviene un error sistematico, esta
dispersion aleatoria de lecturas sufre un desplazamiento global, de
manera que ya no se distribuyen en torno al valor verdadero, sino en

19



torno a otro valor (Fig. 1(b)). En estas condiciones, aunque se hagan
muchas lecturas, el resultado final nunca coincidir4 con el valor verdade-
ro. '

errores
accidentales

(a)

€rrores ‘ ) -
accidentales \
(b) ’ I

valor verdadero

it -

errores sistematicos

Figura 1.—Errores sistemdticos y accidentales.

Podemos ampliar ahora los conceptos ya introducidos de exactitud y
precision. Una medida serd tanto mas exacta cuanto menores sean los
errores sistematicos que la afectan, y sera tanto mas precisa cuanto
menores sean sus errores accidentales o aleatorios. Si ambos tipos de
error son pequeios, se dice que la medida es exacta y precisa.

En general, el error accidental es mayor que el de escala (Fig. 2); no
obstante, en los casos en que hagamos un gran nimero de medidas y el
instrumento no sea muy preciso, la medida vendra afectada principal-
mente por el error de escala del aparato. Incluso cuando el instrumento
proporciona medidas mas reproducibles que exactas, haciendo un nime-
ro suficiente de lecturas interpoladas en la escala, se puede conseguir que
el error accidental sea inferior al error de escala.

El error sistematico podra ser mayor o menor que los anteriores.

Como los tres tipos de error tienen fuentes distintas se tratan indepen-
dientemente, siendo el error total la suma de los tres:

ATOTAL = Aesc + Aacc + Asist [6]
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A accidentales

A sistematicos

A de escala

n.° de medidas

Figura 2—Dependencia con el nimero de medidas de los distintos tipos de errores.

3. CIFRAS O DIGITOS SIGNIFICATIVOS. REDONDEO.
CRITERIO DE ERROR APROXIMADO

Como el adjetivo sugiere, las cifras significativas de un nimero son
aquellas que tienen algin significado practico. En las magnitudes fisicas
se consideran cifras significativas de un niamero todos los digitos ciertos y
el primer (Gnicamente el primero) digito afectado de error.

Por ejemplo, en el nimero 0,003070 los tres primeros ceros son
digitos no significativos ya que Ginicamente sirven para fijar la posicion de
la coma e indicar el valor posicional de los otros digitos. Los otros dos
ceros son significativos. Si el ultimo digito de 0,003070 no es significativo
entonces el nimero debe escribirse de la forma 0,00307. Desde este punto
de vista, los numeros 0,003070 y 0,00307 no son los mismos, ya que el
primero tiene cuatro digitos significativos y el segundo solamente tres.

Los ceros no son significativos a la izquierda y si lo son a la derecha.
Por ello, conviene expresar los nimeros aproximados (afectados de error)
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usando una forma mas simplificada, como la notacion cientifica. En esta
notacion el nimero se expresa como el producto de otro niimero (manti-
sa) que contiene solamente los digitos significativos, el primero de los
| cuales ocupa la cifra de las unidades, por una potencia de diez. En el
| ejemplo anterior:

3,070 103 — cuatro cifras significativas

3,07-103 — tres cifras significativas

En el nimero 150.000 no queda claro cuantos digitos significativos
hay, aun cuando puede decirse que al menos hay dos. La ambigiliedad
puede evitarse utilizando notacion cientifica:

1,5-10° — si tiene dos cifras significativas
1,50 10 — si tiene tres
1,500 - 10% — si tiene cuatro

etc.

Analogamente podemos comprobar que 3,2 km # 3.200 m:

3,2km = 3,2-10>m — dos cifras significativas

3.200m = 3,200km — cuatro cifras significativas

Cuando una magnitud se calcula con un nimero de cifras superior al
de cifras significativas, conviene suprimir las cifras no significativas; a esta
operacion se denomina redondeo. Con esta supresion se comete un error
de redondeo que ha de ser inferior al error de la magnitud; por esto
conviene mantener la primera cifra afectada de error y seguir las reglas
siguientes:

1. Si el primero de los digitos despreciados es menor de 5, déjense
como estan los digitos restantes.

2. Siel primer digito despreciado excede de 5, anadase uno al 0ltimo
digito de los que quedan.
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3. a) Siel primer digito despreciado es exactamente 5 y hay digitos
no cero entre los despreciados, ahadase una unidad al ultimo
digito conservado.

b) Sin embargo, si el primer digito despreciado es exactamente 5
y el resto de los digitos despreciados son cero, el altimo digito
conservado se deja como esta si es par y se incrementa en una
unidad si es impar (regla del digito par).

Ejemplos:
7,56128 + 0,02 — 7,56 + 0,02
7,56128 + 0,1 — 7,6 + 0,1
4,25002 + 0,1 - 4,3 + 0,1
1850 + 100 — (1,8 + 0,1)- 10?
413,73500 + 0,05 — (4,1374 + 0,0005) - 102

Cuando se nos da una magnitud fisica y ningin otro dato relativo al
error, consideraremos que todas sus cifras son significativas y que son el
mayor namero de cifras que se pueden leer con la escala del aparato o
instrumento de medida. La separacion entre dos lineas consecutivas de la
escala sera el error de las correspondientes lecturas. Por lo tanto, se
considera solamente el error de escala:

En estas condiciones el error absoluto es media unidad del orden
correspondiente a la ultima cifra significativa.

Ejemplo: A la magnitud 12,08 V le corresponde un error absoluto de
A= 10,005V

Siendo este error una cota arbitraria, aunque justificada, no tiene
sentido obtener con cifras exactas el correspondiente error relatlvo que
puede estimarse asi

0, 005 5

=0,05¢
1208 10.000 05 %

Este criterio de error aproximado es muy usado en el calculo de
errores como veremos a continuacion.
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4, CALCULOS CON NUMEROS APROXIMADOS

[

Frecuentemente, a partir de los valores de determinadas magnitudes
medidas en el laboratorio debemos evaluar otras que son funcion de
aquéllas. El objetivo primordial del calculo de errores es: dados los
errores de un cierto conjunto de magnitudes, determinar el error de una
funcion dada de las mismas. Se emplean distintos criterios o aproxima-
ciones para estimar las cotas de error de las funciones calculadas. Uno de
ellos es la aproximacion diferencial que describimos a continuacion.

Dada una funciéon y = f(x, X,, X3, ..., X,) donde cada una de las
variables, x;, esta afectada por un error, Ax, si diferenciamos en la
expresion anterior obtendremos la relacién entre las variaciones de las
variables y las variaciones de la funcion:

noo
dy :,.Z l Xi [7]

i=1 ax,-

si los errores son pequefios, podemos sustituir el diferencial por el error:

Ay =Y @)Axi (8]

i=1 ax,-

Esta expresion general del error absoluto puede aplicarse a cualquier
funciéon. Vamos a ver el resultado de la misma en algunos casos muy
comunes.

Suma o diferencia: y=u+v ; dy=du+dv
Ay = Au + Av [9]

Como puede observarse tanto en la suma como en la diferencia los
errores se suman, ya que se supone siempre el caso mas desfavorable en el
que los errores puedan acumularse.

El error absoluto de una suma o diferencia es la suma de los errores
absolutos.
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Por ejemplo, el error de la suma 13,65 + 0,0083 + 1,632 es

13,65 =+ 0,005
0,0083 + 0,00005
1,632 + 0,0005

15,2903 A = 0,00555 ~ 0,006
15,290 + 0,006

Producto: y=u-v ; Iny=lhu+Inv ; —=—+—

A Au . Av
y _lu. Ao

y u v

Esto es, el error relativo de un producto es la suma de los errores
relativos de los factores

g, =¢, ¢, [10]

Division: Operando de igual forma

y-—-E ; lny=lnu—lﬁv ; gX:d_u_@
v ‘ y u v
A A A
Ay _Au A
y u v
& =g, + ¢, (11]

Un resultado igual al del producto
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Potencia: y = ax" (a constante) ; Iny=1Ina +nlnx

dy dx Ay Ax {

y X y x
&y, = N, [12]
El error relativo de una potencia es igual al exponente por el error

relativo de la base. El caso de la raiz queda incluido cuando el exponen-
te es un numero fraccionario.

Logaritmos: y=Inx ; dy= ;dx
A
Ay =S¢, [13]
X

El error absoluto de un logaritmo natural o neperiano es igual al error
relativo del niimero del que queremos hallar el logaritmo. En el caso de
logaritmos decimales es facil deducir que

Ay = 0,43e, ~ 0,5¢, [14]

El error absoluto de un logaritmo decimal es igual a la mitad del error
relativo del nimero del que se quiere hallar el logaritmo.

Otro criterio mas restrictivo para evaluar las cotas de error de
funciones calculadas a partir de nimeros aproximados consiste en esti-
mar el error como la raiz cuadrada de la aproximacion diferencial,
expresion [8], haciendo intervenir términos cuadraticos:

n 0 2 1/2
Ay = [i; <%> Ax,—z} [15]

este criterio se aplica frecuentemente cuando se manejan parametros
estadisticos de error (desviaciones estandar, errores probables, etc.).
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Los resultados de aplicar este criterio a funciones sencillas son:

Loy=u+v ; A =(A2+A)Y? [16]
2. y=u-v ;e = (82 + en)'? [17]
3. y=ul ;o g, = (el + &) [18]
4. y = ax" (a constante) ; ¢, = ne, [19]

En cualquier caso, al efectuar calculos con numeros aproximados hay
que aplicar el sentido comun para no complicarlos innecesariamente u
obtener resultados decepcionantes. En muchas situaciones experimenta-
les, se advierten grandes diferencias en los errores de las magnitudes que
se manejan; este hecho debe servirle para simplificar los calculos despre-
ciando aquellas contribuciones al error final que sean insignificantes.
Pero mas importante aun es hacer este analisis de las contribuciones
relativas de los errores antes de realizar el experimento. De esta manera
podra conceder mayor atencion y tiempo a aquellos aspectos del experi-
mento que le permitan reducir los errores dominantes, o a realizar ciertas
medidas con un cuidado especial.

Mucha atencion cuando haya que restar dos magnitudes con valores
muy proximos. En general, habria que evitar este tipo de calculos, pero si no
es posible, las medidas de estas magnitudes deben hacerse con sumo cui-
dado porque la precision del resultado puede ser sorprendente. Por ejem-
plo, la diferencia entre dos tensiones medidas de 225 + 2V y 221 £ 2V
es 4 + 4V, el error relativo o precision del resultado es nada menos que
del

4
1 100 = 100 %

Unas observaciones finales, insistiendo en lo que se ha venido dicien-
do hasta aqui. Haga los calculos solamente con las cifras significativas de
los numeros. No arrastre cifras innecesarias aunque pueda introducirlas
en su calculadora u ordenador; es una pérdida de tiempo que no repercu-
tira en la bondad del resultado. Los errores dominantes en el calculo
pueden también hacer innecesario el uso de un gran numero de cifras
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significativas para las magnitudes mas precisas. No olvide nunca explesal
el resultado solamente con sus cifras significativas.

[

5. TRATAMIENTO ESTADISTICO DE ERRORES

No podemos describir aqui todos los métodos estadisticos para el
tratamiento de datos y errores. Hay excelentes manuales dedicados a ello
(refs. 1 y 2). Vamos a limitarnos a presentar los parametros estadisticos
mas usuales en el calculo de errores, asi como a dar algunos consejos
sobre su utilizacion. Para un conocimiento mas profundo, el alumno debe
dirigirse a los manuales de estadistica o realizar cursos de esta disciplina.

Todo el tratamiento estadistico aplicado a los errores, y en consecuen-
cia a las medidas, tiene por objeto encontrar un valor representativo de la
magnitud sometida al proceso de medida que sustituya al valor verdade-
ro, y obtener dicho valor con una precision aceptable.

Si solamente interviniesen los errores accidentales o aleatorios (o bien
se consiguiese eliminar las contribuciones de los otros tipos de error) y se
hiciera un numero infinito o muy elevado de medidas, al representar los
valores medidos frente a la frecuencia de observacion de cada uno de
ellos se obtendria una curva simétrica denominada normal o funciéon de
distribucion de Gauss (Fig. 3).

El valor mas probable o que aparece mayor niimero de veces (maxi-
mo de la curva) corresponde a la media aritmética, X, de las n medidas, x;:

x =12t [20]

En la teoria de errores, la media aritmética es el valor representativo
de la variable medida (reemplaza al valor verdadero). En la practica, el
nimero de medidas no puede ser infinito, ni incluso muy elevado, ni
tampoco los errores son perfectamente aleatorios. Por tanto, X es solo
una aproximacion al valor verdadero, tanto mejor cuanto mayor sea el
nimero de medidas realizado. (Se le puede asociar un error?
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La anchura de la curva es una indicacion de lo reproducible o de lo
precisas que son las medidas. Esta precision puede expresarse de varias
formas. ’

Frecuencia

68 %

95 %

N

(¥ —125) (:Ew-s). f. - {X+29) X —

Figura 3—Distribucidn corvespondiente a un grun nimero de medidas.

Desviacidn media: Media aritmética de las desviaciones de todas las
medidas

k=% Y d,
5 — i=1 R — i=1 21
" . [21]
Varianza:
[ n " n 2
=2 L St (8 )
Si=f=l =i=l :f=1 = [22]
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