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CAPITULO 1
LA TRANSFORMADA DE LAPLACKE

PRERREQUISITOS

Funciones reales de una variable real. Limites y continuidad. Propie-
dades de las funciones continuas.

Definicién de integral. Interpretacién geométrica. Integracién de fun-
ciones continuas y con un ntimero finito de discontinuidades. Conver-
gencia de una integral.

Integrales impropias.

Operadores lineales.

La funcién Gamma de Euler (I'(x)).



En este capitulo se introducird un método de célculo especialmente ttil
para resolver ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial, como es
la Transformada de Laplace,

Es éste un método con numerosas aplicaciones en las mateméticas de la
Ingenieria, que tiene también conexiones con facetas importantes de la ma-
temdtica pura. En cuanto a las aplicaciones en ingenieria son de especial
importancia aquellas en las que se tratan sistemas fisicos representados por
modelos matemdticos con funciones discontinuas. Un motor que se para o
arranca, un sistema que sufre una condicién irregular en un espacio corto
de tiempo, etc.

En el presente capitulo se ofrecerd una panordmica general de este pro-
cedimiento matemadtico con sus propiedades esenciales, la forma de aplicar-
lo a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y su importancia en
ciertas funciones especiales que suelen encontrarse en diversas situaciones
fisicas.

1. DEFINICION. CONDICIONES DE EXISTENCIA

Definicién 1.1. Se llama Transformada de Laplace de una funcién f(x)
definida para 0 < x < oo, y se denota por L[ f(x)], la funcién F(s) dada por
la expresién:

oo

LIf(3)] = j () dx = F(s)

0



16 VICENTE BARGUENO FARINAS

Esta expresién es una integral impropia, integral que serd convergente
cuando exista el limite:

14
lim J e ¥f(x) dx
p—roo JO

siendo precisamente ese limite el valor de la integral.

Ejemplo:

La transformada de Laplace de la funcién e* es:

r
L[e*] = lim f e e* dx

0

P
que resolviendo por partes, se obtiene:

L[e*] = I [e_(s_l)p ! } !
‘] = lim - =
oo L= 1) —(s—1) s—1

La dificultad del cdlculo de la transformada de Laplace de una funcién
radica tnicamente en la que pueda tener la resolucién de la integral que la
define, como se ha visto en el ejemplo anterior. Sin embargo, una cuestién
previa a analizar es la de la existencia o no de dicha transformada, o de otra
manera, cuando es o no convergente la integral que la define. Con objeto
de analizar las condiciones que ha de cumplir una funcién para que exista
su transformada se definirdn ciertos conceptos.

i) Continuidad a trozos. Una funcién es continua a trozos en un inter-
valo I < R si es continua en él, o tiene a lo sumo un numero finito de
puntos de discontinuidad de salto, es decir, que en todo punto de disconti-
nuidad existen tanto el limite por la derecha como por la izquierda.

Ejemplo:
La funcién f(x) definida por:

0, —5<x<0
flx) =<2, 0<x<?2
1, 2<x<5

es continua a trozos en el intervalo [ — 35, 5], ya que tiene dos discontinui-
dades de salto en los puntos x = 0, x = 2. En ellos existen los limites de la
funcion por derecha e izquierda.
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Su gréfica es la de la Figura 1.1.
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Figura 1.1.

Si una funcién es continua a trozos en un intervalo cerrado, entonces ¢
integrable en €.

ii) Orden exponencial. Una funcién f(x) es de orden exponencial si
existen dos nimeros reales ¢ y M (M > 0) tales que a partir de un cierto
valor x, de x es |f(x)| < Me®, para todo x > X,

Ejemplos: La funcién f(x) = x es de orden exponencial, ya que con los
valores M =1, ¢ = 1 es |x| < 1e'¥, para todo x superior a x, = 0. Se dice
exponencial con ¢ = 1.

Cualquier funcién acotada f(x) es de orden exponencial, ya que al ser
acotada existe un M > 0 tal que |f(x)| < M, y con ese valor de M,y ¢ =0
es |f(x)| < Me® = M.

La funcién f(x) = ¢* no es de orden exponencial. Para cualesquiera va-
lores de ¢ y M (M < 0) que se elijan, al ser:

_\.Z
= Ifm "9 = oo

x—w'

Iim

X— o0

Mes

indica que sea cual sea el valor de M y ¢ elegido nunca es posible mantener
-2
le¥] < Me*.

Este dltimo ejemplo puede llevarnos a definir de otra forma, equivalente
a la primera, el concepto de orden exponencial. «Una funcién f(x) es de
orden exponencial si existe un nimero real ¢ tal que el producto e™“*|f(x)|
esté acotado.» Es decir, si:

e T fI <M

a partir de un cierto valor de x.
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Hay que entender que el concepto de orden exponencial de una funcién
indica la seguridad de que dicha funcién no crece mds deprisa que lo hace
una de la forma Me* (M > 0). Puede suceder que la funcién tienda a infi-
nito pero, sin embargo, serd de orden exponencial si lo hace mds despacio
que una exponencial de la forma anterior. Es el caso de f(x) = x visto en el
ejemplo anterior.

Se han definido los dos conceptos anteriores, continuidad a trozos y
orden exponencial de una funcién, persiguiendo la convergencia de la inte-
gral de definicién de su transformada de Laplace. Para una funcién f(x) la
continuidad a trozos asegura su integracion, y el orden exponencial indica
que su producto por e™** es acotado. Esas van a ser las dos condiciones a
exigir a una funcién para que exista su transformada de Laplace.

Teorema 1.2. Si la funcién f(x) es continua a trozos y de orden expo-
nencial para c, existe su transformada de Laplace L[ f(x)] para valores de
s > C.

Demostracién: La transformada L[ f(x)] existird si es convergente para
todo s > ¢ la integral: -

Jw e ¥f(x)dx

0

Dividamos la integral anterior en las dos siguientes:

Jw e (x)dx = F e ¥ (x)dx + Jw e " f(x)ydx=1,+1,

0 0 P

donde p es un ndmero p > x, (x, es el valor de x a partir del cual se cumple
la desigualdad de definicién de orden éxponencial de f(x)).

La primera integral I, es convergente ya que los limites son finitos y la
funcién subintegrando es continua a trozos, pues lo es f(x) y e es conti-
nua.

La comprobacién de la convergencia de la segunda integral I, puede
hacerse mediante el criterio de comparacién.

Al ser f(x) de orden exponencial para c, |f(x)| < Me®™, M > 0.
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Al ser e > 0, se tiene:
()] = &S] < e FMe = Me 6T

Por lo tanto, para s > ¢ se verifica:

I,= r e (x) dx < r le” " f(x)dx <

p 14

9] Me—(s~c)p
< Me =0y = ————
P S —C

y al no ser infinito la dltima expresién queda demostrada la convergencia
de I,.

De la convergencia de ambas integrales I, e I, resulta la de la integral
suma, y con ello la existencia de la transformada de Laplace de la fun-
cién f(x).

Ejemplo: Compruébese la existencia y hallese la transformada de Laplace
de la funcién:

0, 0<x<5
fx) =<2, S<x<7
0, x>17

La funcién f(x) cumple las condiciones del teorema 1.2, para la exis-
tencia de transformada. La funcién es continua a trozos, ya que tiene dos
discontinuidades de salto en x = 5, x = 7, siendo ademés de orden exponen-
cial pues cualquier constante k lo es, ya que para M = k] + 1, c=0ces
|k| < (k + 1)e® para cualquier x.

Para hallar su transformada, descomponemos la integral de definicién

en los trozos en los que lo hace la funcién:
5 7 =}
e %2 dt+j e ™.0dx=

5

o0

e 5.0 dx + J

5

LLf()]= J

0

e f(x) dx = j

0
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Las condiciones del teorema son condiciones suficientes de existencia,
pudiendo suceder que una funcién tenga transformada de Laplace sin veri-
ficar alguna de esas condiciones.

2. TRANSFORMADAS DE ALGUNAS FUNCIONES
ELEMENTALES

Hallaremos las transformadas de algunas funciones elementales aplican-
do exclusivamente la definicién. Todas ellas verifican las condiciones sufi-
cientes de existencia, como fdcilmente puede comprobarse.

Transformada de la funcion exponencial ke™

“ e . k
L[ke™] = ke™ ™ dx =k e TNy =

0 0 S —da

Las integrales utilizadas convergen para s > a, que es el intervalo de
existencia de la transformada.

Si @ = 0 se obtiene la transformada de una constante:

k
Lk] =~
s
Ysik=1,
1
L1 =~
s

Estas dos dltimas existen para s > 0.

Transformada de la funcion potencial x"

[ee]
L[x"] =J e x" dx

0

Para resolverla haremos el cambio z = sx, de donde dz = s dx, quedando:

L[x"] = J e s s dz = oS j ez dz

0 0
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Recordando ahora la expresién de la funcién I' de Euler:

I'(n) = J e *x" 'dx obien T(n+1)= J e”*x" dx

0 0
y su valor:
I'(n+1)=n!
resulta:

n!
Sn+1

L[x"] = I'in +1)=

Sn+ 1

Todas las integrales existen para s > 0.

Transformada de las funciones seno y coseno circulares

Tanto las funciones sen bx como cos bx cumplen las condiciones sufi-
cientes de existencia de transformadas. Ambas son continuas y al ser acota-
das son de orden exponencial.

Sus transformadas son:

(v}

e ™ sen bx dx; L[cos bx] = J e " cos bx dx
0

o

L[sen bx] = J

0

Integrando por partes, resulta:

L . b
L[sen b,\’:|=:g'2——+—b2}e '(—*S sen bx — b cos xlo :m
Y andlogamente en el caso del coseno:
© 1 S

Y(—s cos bx+ b sen bx

CO:
0

s+ b?

L{cos bx] =J e”* cos bx dx=F——3 e

0

Ambas integrales convergen para s > 0 que es el intervalo de existencia
de las transformadas. ‘
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Transformada de la dervivada de una funcion

Sea f(x) una funcién continua de orden exponencial y tal que su deri-
vada primera sea continua a trozos y también de orden exponencial. Con
esas condiciones se garantiza la existencia de la transformada de Laplace
L[f’ (x)]. Su valor es:

LI ()] = J e "Y'(x) dx

0

Integrando por partes, haciendo:

e =u;, —se dx= du

queda:

LLIG)T = le” /()5 + s J e " (x) dx

0
expresion en la cual le ™ f(x)|§ = —f(0), ya que f(x) es de orden exponen-
cial, y con ello el producto e™**f(x) tiende a cero cuando x lo hace a infini-

to. Por tanto resulta la siguiente férmula para la transformada de Laplace
de la derivada:

LLf' ()] = sLLf(x)] — f(0)

«La transformada de la derivada de una funcién es igual al producto por
s de la transformada de dicha funcién, menos su valor en x = Q.»

Si la funcién es sucesivamente derivable y sus derivadas cumplen las

condiciones suficientes de existencia de transformada, puede reiterarse el
cédlculo anterior y hallar las transformadas de las derivadas sucesivas de

J): |
LLf"0)] = sLL/()] = f(0) = s*LLS(x)] — sf(0) — f /(0)‘
LL/™(9)] = sLL/"(x)] — f"(0) = S’LLS(x)] = s*£(0) = s£(0) = f"(0)
Y en general, la transformada de la derivada n-ésima:

LI/ G] = LU — ' f(0) = 8 21(0) = - — [0~ 1(0)
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Esta propiedad es muy interesante a la hora de resolver ecuaciones di-
ferenciales como mds adelante se verd, ya que al reemplazarse derivadas por
productos, la ecuacién diferencial se transformard en una algebraica, y su
resolucién serd mds sencilla.

Transformada de la integral de una funcion

X

Inversamente a lo anterior, si la funcién f f(x) dx cumple las condicio-
L 4]
nes para tener transformada, puede escribirse:

L[ J‘x f(x) dx} = on e s <JY f(x)> dx

Integrando por partes haciendo:

X

e” S dx = du; J f(x)dx =u

0

resulta:

Ejemplo:

* L[cos x
L[J cos X dx} =.L———J:
0 S

s
_s2+1_ 1
T 241

que es la transformada de sen x.

Es interesante el conocimiento de las transformadas de Laplace de cier-
tas funciones elementales y la familiarizacién con las mismas ya que éstas
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se encuentran con frecuencia a la hora de resolver ecuaciones diferenciales.
En la Tabla 1.1 expresan algunas de ellas.

Tabla 1.1. Algunas transformadas de Laplace

S ) L(f (x)] = F(s)
1
1 —
S
ax 1
o
s—a
n!
X”(” € N) n+1
s
b
sen bx Ty
s
cos bx e
] dll
x*f(x)(n e N) (=1)" = F(s)
ds
e f(x) F(s — a)

3 PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La transformada de Laplace es un operador lineal

Es consecuencia directa de la linealidad de la integral que la define. Si f
y g son dos funciones con transformadas respectivas L[ f(x)] y L[g(x)] y «,
S nimeros reales, entonces:

LLaf(x) + Bg(x)] = aL[f(x)] + BLIg(x)]

La linealidad de la transformada permite el cdlculo sencillo de la de
cualquier expresién algebraica.
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Ejemplo:

L[x? + 3x — e¥] = L[x*] + 3L[x] — SL[e**] =

Limite de la transformada de Laplace

Teorema 1.3. Si una funcién f(x) verifica las condiciones de existencia
de transformada, dicha transformada tiende a cero cuando s tiende a in-
finito.

Demostracién: Al ser f(x) de orden exponencial, existen nimeros reales
¢, M (M > 0) tal que a partir de un x, es:

If(x)] < Me™ paratodo x> x,
y al ser positivo e~** también es:
&™) < Me™6mo

Integrando esta expresién entre 0 e co, se obtiene:

@ [£e] ) M
J e | f(x)| dx < J Me™ 679 dx = , con §>¢

0 0 sS—C

Por lo tanto si F(s) es la transformada de f(x), resulta:

o0 ' o0 n . fee] M
|F(s)| = J e " f(x) dx SJ le™ f(x)| dx = J e | f(¥)] dx = ——
0 0 0 §—cC
y al ser:
M
Iim =0
s=o0 S ¢
entonces también es:
lim F(s)= 0
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Esta propiedad indica que funciones como sen s, polinomios en s, etc.,
no pueden ser transformadas de Laplace de ninguna funcién. Ademds, en
las funciones racionales que son transformadas de Laplace, el grado del
numerador ha de ser menor que el del denominador.

De hecho, aunque la propiedad ha utilizado la condicién de ser de orden
exponencial para que su transformada tienda a cero, esto sucede también
aun en el caso de que la funcién no verifique las condiciones suficientes de
existencia.

Propiedad de traslacion

Si la transformada de Laplace de f(x) es F(s) = L[ f(x)] para s > ¢, en-
tonces:

Lle™f(x)] = F(s —a) para s>c+a

En efecto:

[*9)

Lle™f(x)] = J ee S f(x) dx = j e TV f(x) dx = F(s — a)

0

Ejemplo:

Al ser L[sen 2x] = , para hallar la transformada de la funcién

s2+4
e>* sen 2x, bastard con sustituir en la anterior expresién s por s — 5. Es
decir:

L[esx sen 2X:| = m

Transformada del producto de una funcion por x"

Si f(x) es una funcién con transformada L[ f(x)] = F(s), entonces:

d

LLxf(] = = = F(

En efecto: Derivando respecto a s la CXplCSlOH de la transformada de
Laplace, resulta:



LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 27

d d ([ ___ ©d
—F(s)=d—sj e S f(x) dx=f ;Z;e S f(x) dx =

0

- f " ke () dx = f " e— (- xf() dx = L[~ x/()]

0 0

Por un procedimiento recurrente y basdndose en esta propiedad, resulta:

d"
LIx" S0} = (=" 5 F (s)
Ejemplo:
d 1 2s

d
LI x]=——0L X|= - =
[x sen x] s [sen x] s t1 (2 + 17

Transformada del cociente de una funcion por x

Si f(x) es una funcién con transformada F(s), entonces:

L[@] = Jw E(s) ds
X s

En efecto: Si F(s) = L[ f(x)], se trata de buscar G(s) = L[g(x)], donde

De f(x) = x-g(x) y aplicando la propiedad anterior se obtiene:
K __d ,
F(s) = LLf()] = LIx - g()] = = 7 LIg)] = —C (s)

Es decir:
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Es decir:

G(s) — lim G(s) = Jw F(s) ds

§— o0

Al ser G(s) la transformada de Laplace de una funcién, su limite cuando
s tiende a infinito es cero (propiedad del limite de la transformada), con lo
cual resulta:

o lo que es igual:

L[@J = f LLf(x)] ds | [1]

Ejemplo:

Lsenx_"oL d_°° ! ds = |arct o= ‘ct
" i s [sen x] ds = it s |a1cgs|s—2 arctg s

La expresion [1] puede ponerse también:

J‘wji(jc—) e ¥ dx = J“" L[ f(x)] ds

o X

en la que haciendo tender s a cero se obtiene:

jw@ dx = on L f(x)] ds

o X 0

expresion vélida para calcular integrales de esa forma, siempre que existan.

Ejemplo:

® sen x ® : © 1 n
. dx = L[sen x] ds = T ds = |arctg s|g = 5

0 0 o -





