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§1. RAÍCES COMPLEJAS

El objetivo principal de esta sección es probar el teorema fundamental
del Álgebra:

Proposición 1.1 (d’Alambert-Gauss).—Todo polinomio de grado mayor o
igual que 1 con coeficientes complejos tiene alguna raíz compleja (i.e. en �).

La demostración de 1.1 se basará en las construcciones generales sobre
polinomios del capítulo III. Sin embargo, es imprescindible utilizar la com-
pletitud para el orden de los números reales. Más exactamente la siguiente
consecuencia de esa propiedad.

Proposición 1.2 (Bolzano).—Sean a < b números reales y f: [a, b] → � una
función continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe c ∈ [a, b] tal que f(c) = 0.

Demostración.—Supondremos f(a) < 0 (el otro caso es análogo). Sea

Se trata de un conjunto acotado (por a y b) y no vacío; por tanto, por la com-
pletitud de � existe

Afirmamos que f(c) = 0.

En efecto, en primer lugar, por la definición de supremo, existe una suce-
sión de números reales cn ∈ M, n � 1, tal que

Pero cn ∈ M significa f(cn) < 0, luego por ser f continua:

(*)
   
f c f c

n
n( ) ( ) .=

→∞
lím � 0

  
c c

n
n=

→∞
lím .

  c M a b= ∈sup [ , ].

   M t a b f t= ∈ < ⊂{ [ , ] : ( ) } .0 �



En particular, c < b, pues f(b) > 0, y para n suficientemente grande, digamos
n � n0 se tiene

Ahora bien, c′n > c, luego c′n ∉ M, y por tanto, f(c′n) � 0. De nuevo por ser f
continua, y como es:

(**)

De (*) y (**) resulta f(c) = 0.

Del anterior teorema resulta inmediatamente una propiedad de sobra
conocida de los números reales:

(1.3) Todo número real positivo tiene raíz cuadrada positiva.

En efecto, si a ∈ �, a > 0, consideramos la función continua

Se tiene f(0) = –a < 0, y

luego aplicando 1.2 a f|[0, a + 1] encontramos c > 0 con f(c) = 0, i.e. c2 = a.

La observación anterior permite ya resolver en � cualquier ecuación de
grado 2:

Lema 1.4.—Todo polinomio de segundo grado

con coeficientes complejos se factoriza en la forma:

con x1, x2 ∈ �.

Demostración.—Basta ver que f tiene alguna raíz x1 ∈ �, pues entonces

Necesariamente a = a0 y poniendo x2 = –b/a queda la factorización del enun-
ciado.

Esto dicho, supongamos que existe z = x + yi, x, y ∈ �, con

  z f a a a2
1
2

0 24= ∆ = −( )    ( .cf. IV.2.14.3)

   f T x g g aT b T a= − = + ∈ ≠( ) ,    [ ],    .1 0�

  f T a T x T x( ) ( )( ),= − −0 1 2

  f T a T a T a a( ) ;    ,= + + ≠0
2

1 2 0 0

  f a a a a a( ) ( ) ,+ = + − = + + >1 1 1 02 2

    f t t a: : .� �→ −a 2

   
f c f c

n
n( ) ( ) .= ′

→∞
lím � 0

  
lím
n

nc c
→∞

′ = ,

  
′ = + <c c

n
bn

1
.
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Se comprueba inmediatamente que luego podríamos tomar

(1.4.1)

Por supuesto, esto no es otra cosa que el cálculo clásico de las raíces de
una ecuación de segundo grado. De lo que se trata es de justificar rigurosa-
mente que tal solución existe siempre para coeficientes complejos.

Así, nuestro problema se reduce a buscar z. Pongamos ∆(f) = a + bi, con 
a, b ∈ �. Deberá ser:

y si b = 0, en virtud de 1.3 existen:

y hemos terminado. Supondremos, pues, b ≠ 0. Buscamos x, y ∈ � tales que

esto es,

Es claro que si encontramos x ≠ 0 tal que

(*)

entonces z = x + yi = x + (b/2x)i resuelve la ecuación. Pero (*) equivale, qui-
tando denominadores, a

(**)

y se comprueba inmediatamente que si

entonces x cumple (**). Pero el numerador de la última fracción es > 0, pues
como b ≠ 0:

  
x

a a b2
2 2

2
= + +

,

  4 4 04 2 2x ax b− − = ,

  a x b x= −2 22( / ) ,

  

a x y
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= −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 2

2
.

  a bi z x yi x y xyi+ = = + = − +2 2 2 2 2( ) ,

   

z a a

z a i a

= +

= + − <

si

si

   

( )    

� 0

0

  a bi z+ = 2 ,

  
x

a z
a1
1

02
= − +

.

  
f

a z
a

− +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =1

02
0,

RAÍCES DE POLINOMIOS 195



En consecuencia, 1.3 proporciona el x ≠ 0 buscado.

Como se ha visto en la demostración anterior, la resolución de la ecuación
compleja se ha podido reducir a una real, y entonces utilizar 1.3 que es una
propiedad especial de �, que en � no tiene significado al involucrar la orde-
nación de los números reales. Este proceso es, en cierta medida, generalizable.

(1.5) Conjugación de polinomios.—La conjugación de números complejos

es un isomorfismo de cuerpos y, por tanto, se extiende a un isomorfismo del
anillo de polinomios:

según se vio en el caso general (III.1.4). Es evidente que

y también que

De esto se deduce:

En efecto, se tiene:

y por 1.5.1, Obsérvese que la primera de las igualdades anterio-

res es válida por ser homomorfismo de anillos.

Respecto de las raíces se tiene la siguiente propiedad, también inmediata,
pero que pronto será útil:

En efecto, se tiene:

lo que implica 1.5.3.
  f z a z a a z a a z a f zp

p
p

p
p

p( ) ( ) ( ) ( ),= + … + = + … + = + … + =0 0 0

   ( . . )  .1 5 3 z f z f∈� es raíz de  si y sólo si  es raíz de 

  f fa

   f f T⋅ ∈�[ ].

 f f f f f f f f⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

   ( . . )  [ ] [ ].1 5 2 f f T f T⋅ ∈ ∈� � para todo 

   ( . . )  [ ] .1 5 1 f T f f∈ =�  si y sólo si 

  f f= ,

    � �[ ] [ ] : ,T T f a T a f a T ap
p

p
p→ = + … + = + … +0 0a

    � �→ = + = −: z x yi z x yia

    a b a a a2 2 2+ > = −� � � .
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(1.6) Reducción de 1.1 al caso de polinomios con coeficientes reales.—Afirma-
mos que para probar el teorema 1.1 basta demostrar:

(1.6.1) Todo polinomio g ∈ �[T] de grado mayor o igual que 1 tiene alguna
raíz en �.

En efecto, asumamos 1.6.1 y sea f ∈ �[T]. Entonces g = f ·⎯ f ∈ �[T] tiene
alguna raíz z ∈ �, esto es:

Si f(z) = 0, z es raíz de f. Si f(z) ≠ 0, entonces z es raíz de⎯ f y por 1.5.3⎯ z es raíz
de f. En todo caso, f tiene alguna raíz en �.

(1.7) Demostración de 1.6.1 (y, por tanto, del teorema fundamental del Álge-
bra).—Pongamos ∂g = q = 2nm, con n � 0 y m impar. Procederemos por induc-
ción sobre n.

Para n = 0 es ∂g = m impar, y g tiene incluso raíces reales:

(1.7.1) Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene alguna
raíz real.

En efecto, ésta es una consecuencia del teorema de Bolzano. Tendremos

y elegimos t0 ∈ � con

de modo que se verifica

(*)

Efectivamente, en primer lugar

Ahora observamos que como |t0| > 1, es |t0
k| � |t0| para k � 1, luego
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c t

c
c t

c
c t
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k k
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0 1
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Así:

y en consecuencia,

En fin:

Ahora aplicamos (*) con un t0 = η > 0 y resulta

y también con t0 = –η, pues |–η| = |η|, y resulta

En consecuencia:

luego

y aplicando el teorema de Bolzano (1.2) a la función

concluimos que existe c ∈ [–η, η] con g(c) = 0, esto es, existe alguna raíz real
c de g.

Así queda probado el caso n = 0. Supondremos pues, n > 0, y válida la
hipótesis de inducción, que se formula del modo siguiente.

(1.7.2) Si h ∈ �[T] tiene grado ∂h = 2n–1m′ con m′ impar, entonces h tiene
alguna raíz compleja.

Veamos, en fin, que g también tiene raíces en �. En primer lugar, elegi-
mos un cuerpo L ⊃ � tal que

  g c T x T x c x x L cq q= − … − … ∈ ≠0 1 0 1 0 0( ) ( ),    , , , ,    .

    [ , ] : ( ),− →η η � t g ta

  g g( ) ( ) ,η η− < 0

  c g c g m0 00 0( )    ;    ( )  (η η> − <  es impar),

  c gm
0 0( ) ( ) .− − >η η

  c gm
0 0η η( ) ,>

  c t g t c t c t tm m m
0 0 0 0

2
0
2 1

0
2

0
2 1

0 0( ) ( ) .( )= = >− −α α
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−
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c
c
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c t
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0 0 0
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(tal cuerpo existe según se probó ya en III.2.13). Como g ∈ �[T], necesaria-
mente c0 ∈ �.

Sean X1, …, Xq nuevas indeterminadas, y para cada entero s � 1 se consi-
dera el polinomio

Es claramente simétrico en X1, …, Xq, luego por IV.1.3:

siendo u1, …, uq las formas simétricas elementales en X1, …, Xq. Resulta que

es un polinomio de �[T], puesto que

son los coeficientes de g ∈ �[T] (IV.1.9) y 0 ≠ c0 ∈ �.

Ahora bien:

tiene grado siendo

impar, ya que n > 0. Por tanto, por la hipótesis de inducción con h = hs, algu-
na de las raíces de hs, está en �. Pero esas raíces son

luego existe algún par (k, l) con

Como hay una cantidad finita de pares (k, l) posibles y una cantidad infi-
nita de enteros s � 1, necesariamente existen enteros distintos s, s′ a los que
corresponde el mismo par (k, l), esto es:

    

y sx x x x

y s x x x x

s k k

s k k

= − − ∈

= ′ − − ∈′

l l

l l

�

�.

    y sx x x xs k k= − − ∈l l �.

   − − − <( )    ,    ,sx x x x kk kl l l

  ′ = −m m mn( )2 1

  

q q q
m m mn n n
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2 2 1 21 1
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⎠
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( ) ,

   
f x x T T sx x x xs q k k

k q
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∏ l l

l      

  – ( , , ) , , ( ) ( , , )u x x c u x x cq
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q q1 1 0 1 01… ⋅ … − … ⋅

  h f x x T g u x x u x x Ts s q s q q q= … = … … …( , , , ) ( ( , , ), , ( , , ), )1 1 1 1
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f T sX X X X T X Xs k k q

k

= + − − ∈ …
<

∏ ( ) [ ][ , , ].l l
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� 1
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Deducimos

Esto significa que xk y xl son las raíces del polinomio de segundo grado:

luego en virtud del lema 1.4, xk y xl ∈ �. Esto es, g tiene al menos las raíces xk

y xl en �.

La demostración de 1.6.1 ha terminado, y con ella la de 1.1.

Corolario 1.8.—Todo polinomio f ∈ �[T] de grado p � 1 factoriza en la forma

Demostración.—Por inducción sobre p. Si p = 1, es inmediato. Supongámos-
lo probado para grado p – 1 con p > 1. Por el teorema 1.1, existe x1 ∈ � con
f(x1) = 0, luego por la regla de Ruffini:

Necesariamente ∂g = p – 1, luego por hipótesis de inducción

y por tanto,

Corolario 1.9.—Sea f ∈ �[T] un polinomio de grado p � 1. La factorización
de f en �[T] es de la forma:

siendo c, zk, xl, yl ∈ �, c ≠ 0, yl ≠ 0.

Demostración.—Procederemos, una vez más, por inducción sobre p, siendo el
caso p = 1 trivial. Sea, pues, p > 1. Por el teorema fundamental 1.1 existe z ∈ �
tal que f(z) = 0, y dos casos son posibles:

   
f c T z T x yk

k r s

= − − +
≤ ≤ ≤ ≤
∏ ∏( ) (( ) ),

1

2 2

1        
l l

l
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  f a T x T xp= − … −0 1( ) ( )

    T x x T x x Tk k
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− ′
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— Si z ∈ �, entonces f = (T – z)g, siendo g un polinomio con coeficientes
reales, de grado p – 1. Aplicando la hipótesis de inducción a g resulta la facto-
rización deseada.

— Si z = x + yi ∉ �, esto es, y ≠ 0, entonces⎯ z = x – yi ≠ z. Además⎯ z es raíz
de⎯ f = f (1.5.3 y 1.5.1). En consecuencia, T – z y T –⎯ z dividen a f, y por tanto,
su producto también. Ese producto es:

luego

Ahora bien, puesto que f, h ∈ �[T] se tiene

y como h ≠ 0, es g =⎯ g, luego también g ∈ �[T] (1.5.1). Podemos, pues, aplicar
la hipótesis de inducción a g, y obtenemos la factorización deseada.

(1.10) Observación.—La factorización de 1.9 es ciertamente la factorización
de f en factores irreducibles. En efecto, se trata de ver que los factores que ahí
aparecen son irreducibles en �[T]. Pero

• h = T – z, z ∈ �, es irreducible, pues es lineal.

• h = (T – x)2 + y2, x, y ∈ �, y ≠ 0, es irreducible, pues tiene grado 2 � 3 y
ninguna raíz es real (cf. III.3.4): sus raíces son x ± yi ∉ �, ya que y ≠ 0.

El corolario 1.9 nos dice simplemente que las raíces de un polinomio con
coeficientes reales se distribuyen en: reales y no reales, estas últimas comple-
jas dos a dos conjugadas. Por supuesto, puede haber sólo un tipo de raíces:

Ya hemos señalado que en todo lo anterior se precisa el teorema de Bol-
zano 1.2, que tiene índole topológica. Resaltamos, sin embargo, que sólo se
precisa dicho teorema para probar 1.3 y 1.7.1, y que en esos dos momentos se
utiliza solamente para funciones polinomiales. Veamos ahora cómo se cierra
el círculo, deduciendo la versión de 1.2 para funciones polinomiales a partir
del teorema fundamental 1.1, o más exactamente, de su corolario 1.9.

Si f ∈ �[T], a < b y f(a) f(b) < 0 entonces f tiene alguna raíz en [a, b]. Facto-
rizamos f como en 1.9 y observamos que al evaluar en t ∈ [a, b] los factores
de grado 2 son siempre > 0, ya que

  T T i T i T T T T2 21 3 2 2 1+ = − + − + = − −( )( )    ;    ( )( ).

  gh f f gh g h gh= = = = ⋅ = ,

   f T x y g hg g T g p= − + = ∈ ∂ = −(( ) ) ,    [ ], .2 2 2�

   

h T z T z T z z T zz

T xT x y T x y T

= − − = − + + =

= − + + = − + ∈

( )( ) ( )

( ) [ ],

2

2 2 2 2 22 �
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