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§1. RAICES COMPLEJAS

El objetivo principal de esta seccién es probar el teorema fundamental
del Algebra:

Proposicién 1.1 (d’Alambert-Gauss).—Todo polinomio de grado mayor o
igual que 1 con coeficientes complejos tiene alguna raiz compleja (i.e. en C).

La demostraciéon de 1.1 se basara en las construcciones generales sobre
polinomios del capitulo III. Sin embargo, es imprescindible utilizar la com-
pletitud para el orden de los niimeros reales. Mas exactamente la siguiente
consecuencia de esa propiedad.

Proposiciéon 1.2 (Bolzano).—Sean a < b nameros reales y f: [a, b] — R una
funcién continua tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.

Demostracion.—Supondremos f(a) < 0 (el otro caso es andlogo). Sea
M={tela,b]l:f(t)<0}cR.

Se trata de un conjunto acotado (por a y b) y no vacio; por tanto, por la com-
pletitud de R existe

c=sup M e|a, b].

Afirmamos que f(c) = 0.

En efecto, en primer lugar, por la definicién de supremo, existe una suce-
si6n de numeros reales ¢, € M, n = 1, tal que

c=lime,.

n—eo

Pero ¢, € M significa f{(c,) < 0, luego por ser f continua:

(*) fle)=limf(c,)<0.
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En particular, ¢ < b, pues f(b) > 0, y para n suficientemente grande, digamos
n = n, se tiene

1
¢ =c+—<b
n
Ahora bien, ¢/, > ¢, luego ¢}, ¢ M, y por tanto, f(c,) = 0. De nuevo por ser |
continua, y como limc¢, =c¢, es:

(**) f(e)=limf(c,)=0.
De (*) y (**) resulta f(c) = 0.

Del anterior teorema resulta inmediatamente una propiedad de sobra
conocida de los ntimeros reales:

(1.3) Todo ntimero real positivo tiene raiz cuadrada positiva.
En efecto, sia € R, a > 0, consideramos la funcién continua
fRoR:t=1 —a.
Se tiene f(0) =-a <0,y
fla+l)=(a+1’ -a=a’+a+1>0,

luego aplicando 1.2 af|[0, a + 1] encontramos ¢ > 0 con f(c) = 0, i.e. ¢’ =a.

La observacién anterior permite ya resolver en C cualquier ecuacién de
grado 2:

Lema 1.4.—Todo polinomio de segundo grado
f(T)=a,7* +a,T +a,; a,#0,
con coeficientes complejos se factoriza en la forma:
f(T)=ay(T-x )T -x,),
con xy, x, € C.

Demostracién.—Basta ver que f tiene alguna raiz x; € C, pues entonces
f=(T-x)g g=aT+beC[T], a=#0.

Necesariamente a = a, y poniendo x, = -b/a queda la factorizacién del enun-
ciado.

Esto dicho, supongamos que existe z = x +yi, x,ye R, con

7 =Af)=a —4asa, (cf.1V.2.14.3).
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—-a, + s
I_Z) =0, luego podriamos tomar
0

Se comprueba inmediatamente que | (
a

(1.4.1) P
2a,

Por supuesto, esto no es otra cosa que el célculo clasico de las raices de
una ecuacion de segundo grado. De lo que se trata es de justificar rigurosa-
mente que tal solucién existe siempre para coeficientes complejos.

Asi, nuestro problema se reduce a buscar z. Pongamos A(f) = a + bi, con
a, b € R. Debera ser:

a+bi=7,
ysib =0, en virtud de 1.3 existen:
z= +VZ si a=0
z2=(+V-a)i si a<0
y hemos terminado. Supondremos, pues, b # 0. Buscamos x, y € R tales que
a+bi=7"=(x+yi)’ = x> —y* +2xvi,
esto es,
a=x"-y’
{b =2xy .
Es claro que si encontramos x # 0 tal que
(*) a=x>-(bl2x),

entonces z = X + yi = x + (b/2x)i resuelve la ecuacion. Pero (*) equivale, qui-
tando denominadores, a

(*%) 4x* —dax* -b* =0,

y se comprueba inmediatamente que si

, _a+\a’+b’
X =
2

’

entonces x cumple (**). Pero el numerador de la dltima fraccién es > 0, pues
como b # 0:
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Va? + 1 > a? =la|= - a.

En consecuencia, 1.3 proporciona el x # 0 buscado.

Como se ha visto en la demostracion anterior;, la resolucion de la ecuacion
compleja se ha podido reducir a una real, y entonces utilizar 1.3 que es una
propiedad especial de R, que en C no tiene significado al involucrar la orde-
nacion de los nimeros reales. Este proceso es, en cierta medida, generalizable.

(1.5) Conjugacién de polinomios.—La conjugacién de niimeros complejos
CoCiz=x+yi>Z7=x—yi

es un isomorfismo de cuerpos y, por tanto, se extiende a un isomorfismo del
anillo de polinomios:
CIT]1-CIT: f =a,I? +...+a, > =a,T" +...+a

p?

segun se vio en el caso general (II1.1.4). Es evidente que
f=f,
y también que

(1.5.1) feR[T]siysolosif =7.

De esto se deduce:

(1.5.2) ffe R[T] para todo f € C[T].
En efecto, se tiene:
ff=ff=fr=fr
ypor 1.5.1, f-f eR[T]. Obsérvese que la primera de las igualdades anterio-

res es vélida por ser f — [ homomorfismo de anillos.

Respecto de las raices se tiene la siguiente propiedad, también inmediata,
pero que pronto sera ttil:

(1.5.3) ZeC esraiz defsiy sélo siz es raiz def.
En efecto, se tiene:
f@=az" +..+a8,=a,(Z)" +...+a, = a,(2)" +...+a, = (2),

lo que implica 1.5.3.
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(1.6) Reduccion de 1.1 al caso de polinomios con coeficientes reales.—Afirma-
mos que para probar el teorema 1.1 basta demostrar:

(1.6.1) Todo polinomio g € R[7T] de grado mayor o igual que 1 tiene alguna
raiz en C.

En efecto, asumamos 1.6.1 y sea f € C[T]. Entonces g = f - f € R[T] tiene
alguna raiz z € C, esto es:

0=2g(2)=f)f (2).

Sif(z) =0, zesraiz de f. Sif(z) # 0, entonces z es raiz de fy por 1.5.3 7 es raiz
de f. En todo caso, f tiene alguna raiz en C.

(1.7) Demostracién de 1.6.1 (y, por tanto, del teorema fundamental del Alge-
bra).—Pongamos dg = g = 2"m, conn = 0y m impar. Procederemos por induc-
cién sobre n.

Para n = 0 es dg = m impar, y g tiene incluso raices reales:
(1.7.1) Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene alguna
raiz real.

En efecto, ésta es una consecuencia del teorema de Bolzano. Tendremos

g=c,I" +¢T"" +...+¢ ¢, %0,

m?’

y elegimos ;€ R con

|t0\>1+ —

0 0

de modo que se verifica

(*) Coty'8(t5) > 0.
Efectivamente, en primer lugar
cotd g(ty) = cotd (cotd +eyty ™ +...+¢,):

_cgtg””(t0+—+ T \

m-1
Co Coly J

Ahora observamos que como |t| > 1, es |t5] = [to| para k = 1, luego

| 1
k-1
|coo |

Ly

< |Gkl | <%

S

conk=2.

‘t‘kl\
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C
—+...+

= <
Co 0

y en consecuencia,

c c . .

a=ty+—L+...+ 20 tiene el signo de,, estoes, f,-a>0.
C Coly
0 0%0

En fin:
cote'g(ty) = coty™ o = oty " (t,00) > 0.
Ahora aplicamos (*) con un t, = 1 > 0 y resulta
cn"g(m >0,
y también con ¢, = -1, pues |-n| = |n|, y resulta
co(=m"g(-n)>0.
En consecuencia:
cog(M>0 ; c,g(-n)<0 (m es impar),

luego

g(mg(-n)<0,

y aplicando el teorema de Bolzano (1.2) a la funcién
[-n,n]->R:t-g@),

concluimos que existe ¢ € [-1, 1] con g(c) = 0, esto es, existe alguna raiz real
c deg.

Asi queda probado el caso n = 0. Supondremos pues, n > 0, y vélida la
hipétesis de induccién, que se formula del modo siguiente.
(1.7.2) Si h € R[T] tiene grado ok = 2"'m’ con m’ impar, entonces /4 tiene

alguna raiz compleja.

Veamos, en fin, que g también tiene raices en C. En primer lugar, elegi-
mos un cuerpo L > C tal que

g=c(T-x)..(T-x,), cp%,....,x, €L, ¢,#0.
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(tal cuerpo existe segtin se probé ya en II1.2.13). Como g € R[T], necesaria-
mente ¢y € R.

Sean X, ..., X, nuevas indeterminadas, y para cada entero s = 1 se consi-
dera el polinomio

f.=[1T+sX,.X, - X, - X,) e ZATX,,... X,]

k<r

Es claramente simétrico en Xj, ..., X, luego por IV.1.3:
f.(X,.... X, T)=¢g.,...,u,,T), g eZlTlU,...,U,l

siendo u, ..., u, las formas simétricas elementales en X, ..., X,. Resulta que
h=f(x, .2, T) =g, (x, .0, x,), 0ot (%5000, 2,), T)

es un polinomio de R[T], puesto que

=1, (X, 0, %) Cop ey (1) 0, (5000, ) - €
son los coeficientes de g € R[T] (IV.1.9) y 0 £¢, € R.
Ahora bien:

f((x,onx,T)= [ T+sxx,-x,-x,)

1<k<t<gq

-1
tiene grado (q) = alg=1) =2"12"m—1)m =2""m’, siendo
l2)7 2
m' =Q2"m-1)m

impar, ya que n > 0. Por tanto, por la hipétesis de induccién con ki = ki, algu-
na de las raices de 4,, esta en C. Pero esas raices son

—(sxx, —x,—x,) , k<,
luego existe algtn par (k, /) con
vy, =sx.x, — %, —x, €C.

Como hay una cantidad finita de pares (k, ¢) posibles y una cantidad infi-
nita de enteros s = 1, necesariamente existen enteros distintos s, s” a los que
corresponde el mismo par (k, /), esto es:

v, =sx,%x,—%x,—x,€C

v =sxx,-x,—x,€C.
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Deducimos

S,ys_sys’ E(]:

X, +Xx, = B
S—S

xkxﬁzueq:.
’
S—S

Esto significa que x; y x, son las raices del polinomio de segundo grado:
T? - (x, +x,)T + x.x, € C[T],

luego en virtud del lema 1.4, x, y x, € C. Esto es, g tiene al menos las raices x;
y x,en C.

La demostracién de 1.6.1 ha terminado, y con ella la de 1.1.

Corolario 1.8.—Todo polinomio f' e C[T] de grado p = 1 factoriza en la forma
f= ay(T-x)...(T-x,)

Ay, Xy -eer X,y eC,a,#0.

Demostracién.—Por induccién sobre p. Sip = 1, es inmediato. Supongamos-
lo probado para grado p — 1 conp > 1. Por el teorema 1.1, existe x; € C con
flx1) = 0, luego por la regla de Ruffini:

f=(T-x)g geCIT]
Necesariamente dg = p — 1, luego por hipétesis de induccién
g :aO(T—xz)...(T—xp), Ay, Xy, eees X, € C,
y por tanto,
f=ay(T-x, (T -x,)..(T-x,).

Corolario 1.9.—Sea f € R[7] un polinomio de grado p = 1. La factorizacién
de f'en R[T] es de la forma:

f=c H (T—Zk) H ((T_x€)2+y/,2)r

1<k<r 1<i<s

siendo ¢, zi, x,, v, € R, c#0,y,#0.

Demostracion.—Procederemos, una vez maés, por induccién sobre p, siendo el
casop = 1 trivial. Sea, pues, p > 1. Por el teorema fundamental 1.1 existe z € C
tal que f(z) = 0, y dos casos son posibles:
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— Siz e R, entonces f = (T — z)g, siendo g un polinomio con coeficientes
reales, de grado p — 1. Aplicando la hipétesis de induccién a g resulta la facto-
rizacién deseada.

— Siz=x+yi¢ R, estoes,y#0, entonces 7 = x —yi #z. Ademas 7 es raiz
de f=f(1.5.3y1.5.1). En consecuencia, T—zy T - 7 dividen a f, y por tanto,
su producto también. Ese producto es:

h=(T-2)(T-2)=T"-(+2)T+zZ =
=T? - 2xT+x>+y =T —x)" +y* eR[T],

luego
[=(T-xY+y*)g=hg, geCIT],og=p-2.

Ahora bien, puesto que f, h € R[T] se tiene
gh=f=[=gh=g-h=gh,

ycomo h #0, es g = g luego también g € R[T] (1.5.1). Podemos, pues, aplicar
la hipétesis de induccién a g, y obtenemos la factorizacién deseada.

(1.10) Observacion.—La factorizaciéon de 1.9 es ciertamente la factorizaciéon
de f en factores irreducibles. En efecto, se trata de ver que los factores que ahi
aparecen son irreducibles en R[T]. Pero

e i =T-7z z € R, esirreducible, pues es lineal.

e h=(T-x)+y*x, ve R,y#0, es irreducible, pues tiene grado 2 < 3y
ninguna raiz es real (cf. I11.3.4): sus raices son x + yi ¢ R, ya que y # 0.

El corolario 1.9 nos dice simplemente que las raices de un polinomio con
coeficientes reales se distribuyen en: reales y no reales, estas tltimas comple-
jas dos a dos conjugadas. Por supuesto, puede haber sélo un tipo de raices:

T> +1=(T-i)T+i) ; T*-3T+2=(T-2)(T-1).

Ya hemos sefialado que en todo lo anterior se precisa el teorema de Bol-
zano 1.2, que tiene indole topoldgica. Resaltamos, sin embargo, que sélo se
precisa dicho teorema para probar 1.3y 1.7.1, y que en esos dos momentos se
utiliza solamente para funciones polinomiales. Veamos ahora c6mo se cierra
el circulo, deduciendo la versién de 1.2 para funciones polinomiales a partir
del teorema fundamental 1.1, o mas exactamente, de su corolario 1.9.

Sife R[T], a <b yfla)f(b) < 0entonces f tiene alguna raiz en [a, b]. Facto-
rizamos f como en 1.9 y observamos que al evaluar en ¢ € [a, b] los factores
de grado 2 son siempre > 0, ya que





