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Capitulo 1

GENERALIDADES.
TEOREMA DE LAGRANGE



I. GRUPOS

Definicién 1.1. Un grupo es un conjunto no vacio G en el que estd
definida una operacion binaria

GXG->G
que escribiremos

(a,b) — ab
tal que:

(i) (ab)c = a(bc) para cada terna de elementos a, b y ¢ de G. Se dice
que la operacion es asociativa.

(ii) Existe un elemento u € G tal que
ua =a = au

para todos los elementos a de G.

(iii) Para cada elemento a € G existe x € G tal que

ax = u = xa.

Diremos que ab es el producto de a por b.

1.1.1. Observaciones. El elemento u de (ii) en la definicion anterior es
Unico pues si u’ también verificara (ii) tendriamos:

uu' =u'=uu (a=uen (ii))
unu=u=uu’

de donde
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Se dice que u es el elemento neutro de G. Usualmente denotaremos
1, = u y si no hay posible confusién con el grupo en el que estemos traba-
jando, simplemente 1 = u. Si la operacién en G la notamos por (a, b) — a + b,
la llamaremos suma y al elemento neutro 0, o simplemente 0.

Asimismo, para cada a € G, el elemento x de (iii) en 1.1 es tnico pues
si v € G cumpliese (iii) tendriamos:

ax =u=xa
ay =u=ya

En particular ax = ay, luego x(ax) = x(ay), y por la propiedad asociativa,
(xa)x = (xa)y,
esto es, ux = uy, de donde x = v.
Al tnico elemento x de G que cumple
ax =u=xa

le llamamos inverso de a y lo notamos por a~!. Nétese que si a € G, como
aa! = 15 = a’la, a es el inverso de a’!, esto es,

(@b =a.

Cuando la operacién en G sea la suma, escribiremos —a en vez de a™!.

1.1.2. Simplificacion. Sean a, b y ¢ tres elementos de un grupo G.
(1) Siab = ac, entonces b = c.
(2) Siba = ca, entonces b = c.
En efecto, si ab = ac, se tiene a”'(ab) = a'(ac), luego
(@la)b = (ala)c
esto es, b = 1b = 1c = ¢, lo que prueba (1). Andlogamente se deduce (2).
1.1.3. Asociatividad generalizada. Los productos que se obtienen al
variar las formas de asociar n elementos
ai, ..., a,

de un grupo G, conservando el orden, son iguales. Notaremos cualquiera de
esos productos por a, ... a,,.

Probaremos esto por induccién sobre #n. Los casos n = 1, 2 son obvios.
Supongamos 1 > 2. Debemos demostrar que si 1 <k <[ < n,

n  (ay..q) (@, ..a,)="( .. .a)a,..a,)
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‘ Seana =a, ...q;, b= ag., - a;, ¢ =a,, ...a, Porla hipétesis de induc-
cién,

a,..a;=(a,..a)a, ..a)=aby
ag - a,=(,, ...a)(a,,..a,) =bc.

Por ello, probar (1) equivale a probar que
a(be) = (ab)e,
lo cual es cierto por la propiedad asociativa.

En particular, esto permite definir, dados un elemento a € G y un natu-
ralm € N,

a*=a...a
\1’1/

Poniendo a® = 1, a " = (a!)", tenemos definido a* para cada entero k.
La ley de asociatividad generalizada nos permite asimismo deducir que

1.1.3.1. ama" = a™m
(am)n = g™

para cualesquiera niimeros enteros #2 y n y cualquier a € G.

1.1.4. Inverso de un producto. Dados elementosa,, ..., a, en un gru-
po G se tiene

(ay ... an)_l =a;'.. a’.

Lo probaremos por induccién, Sin = 1, es obvio. Sin > 1, usando 1.1.3,

(a ...a,) (a;l...afl) =(aj ...a,_) (ana,gl) (a;h... a[l) =

_ -1 -1y _
—(al ...an_l) (an_l...al ) =1
por la hipétesis de induccién, mientras que

(a;l...al_l) (al an) =(a;1... az_l) (al_lal) (a2 ...an) =

=(a"1 az_l) (a2 an) =1.

1.2. Ejemplos

(1) Los conjuntos Z, @, Ry C con la suma usual son grupos cuyo neu-
tro es el namero cero.
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(2) Los conjuntos Q*, R* y C* obtenidos a partir de Q, R y C quitando
el namero cero, son grupos para el producto. No ocurre asi con Z*: el name-
ro dos no tiene inverso en Z*.

(3) Si X es un conjunto no vacio, el conjunto Biy(X) formado por las
aplicaciones X — X que son biyectivas, es un grupo con la operaciéon com-
posicién de aplicaciones, cuyo elemento neutro es la aplicacion identidad

Iy: X>X:x—x.
En efecto, sify g son biyecciones,
(fog) X)) =f(gX) =fX) =X,
lo que prueba la sobreyectividad de f o g.

Por otro lado, si x e y son elementos distintos en x, la inyectividad de g
nos dice que g(x) # g(v), y la de f permite concluir que

f(g(x) # f(g»)
y asi f o g es también inyectiva.

De este modo queda probado que la composicién es una operacién bina-
ria en Biy(X). El lector puede comprobar que se cumplen las condiciones (i),
(ii) y (iii) de 1.1., donde ahora debe leerse f o g en vez de fg.

El grupo simétrico S,

Cuando el conjunto X es finito con n elementos, escribiremos S, en vez
de Biy(X). Este grupo tiene n! elementos pues si X = {a,, ..., a,,}, para definir
un elemento en S, tenemos n posibles valores como imagen de a,, n-1 valo-
res como imagen de a, (pues al ser biyecciones las imagenes de a, y a,
deben ser distintas), y en general, n—i valores como imagen de a;,,,i =0, ...,
n-1, por lo que el niimero de elementos de S, es

nn-1)..3-2-1=nl
Noétese que si dos conjuntos X e Y tienen n elementos,
Biy(X) = Biy(Y).
Mas adelante (en Cap. 5) haremos un estudio detallado de los grupos S, .

(4) El conjunto GL,(R) formado por las matrices de orden n con
coeficientes en R cuyo determinante no es nulo, es un grupo con la opera-
cién producto de matrices, con elemento neutro la matriz identidad de
orden n, I,, cuyos tnicos coeficientes no nulos son los de la diagonal prin-
cipal, que valen uno.
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De hecho, de la férmula
det (A - B) = det (A) - det (B)

se deduce en particular que el producto es una operacién binaria en GL, (R)
y por otro lado, es sabido que las matrices con determinante no nulo tie-
nen inversa.

(5) Sea n = 3 un numero natural y X el poligono regular de n lados,

con vértices ay, ..., a,

Decimos que una biyecciéon [ : X — X conserva la distancia si
dist(a, b) = dist(f(a), f (b)) para cadaa, b € X.
Se llama n-ésimo grupo diedral al conjunto
D, = {f € Biy(X) : f conserva la distancia}.

Es inmediato comprobar que, con la operacién composicién de aplica-
ciones, D, es un grupo. En efecto, la asociatividad para ternas de elementos
de D, es consecuencia de la asociatividad para ternas de elementos en Biy(X).

Evidentemente la aplicacién identidad 1,, € D, pues conserva la distan-
cia. Asi 1, es el elemento neutro en D,.

Por dltimo, sea 2 € D, y h~! € Biy(X) la aplicacién inversa. Para ver que
h posee inversa en D, basta comprobar que 47! € D,, es decir, que 47! con-
serva la distancia.

Sean pues, a, b € X, p = h™'(a), g = h"1(b). Asi h(p) = a, h(g) = b, y como
h conserva la distancia,

dist(h(p), h(q)) = dist(p, q),
es decir
dist(a, b) = dist(h1(a), k= 1(b)).

Sif € D, y p es un punto situado en el segmento que une a; con a
cumple

ir10 S€

dist(a;, a,,,) = dist(a,, p) + dist(p, a,, ),
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luego

dist(f(a,), f(a,, ) = dist(f(a,), f (p)) + dist(f(p), f (@,, ).

De aqui se sigue que f(p) pertenece al segmento que une f(a,) conf(a,, ,).
Como f transforma X en X se deduce de lo anterior que envia lados en lados,
y por ello, como cada vértice es el punto comun a dos lados, la imagen
mediante f de un vértice de X es otro vértice de X.

Asipues, si V = {a,, ..., a,}, [ |, € Biy(V).

Por otro lado, cada f € D, queda determinada por las imégenes
f(a,), ..., f(a,) de los vértices pues dado p € X estara entre dos vértices con-
secutivos a;, a; ,, luego f (p) es el Gnico punto del segmento que une f(a,) con
f(a;,,) que dista de éstos lo mismo que p dista de a; y a; ;.

En consecuencia,
1.2.1. La aplicacién f — f| entre D, y S, = Biy(V) es inyectiva, lo que
nos permite identificar D, como subconjunto de S,,.

Veamos cuantos elementos tiene D,. Si f € D, y f(a,) = a,, necesaria-
mente sera fla,) =a; 04, fla,) = a; 5 6 a;,,, etc., pues f conserva la dis-
tancia. En consecuencia, por cada eleccion de imagen de a, (y hay sélo n
posibles imagenes) tenemos dos modos, a lo sumo, de elegir imagen para el
resto de los vértices. Por ello,

nimero de elementos de D, < 2n.
Veamos que se da la igualdad, y cudles son los elementos de D, .

Si 0 es el centro del poligono X, el giro f de centro 0 y angulo 2n/n per-
tenece evidentemente a D y f” es la identidad. Asi

(y=f"ff2 ., fr1) C D,
y estos elementos son distintos, pues f? = f/ para ciertos 1 <i <j < n implica
1X=f—fofi=f-iofi=f/—i por 1.1.3.1
de donde
a,=10a) =1f""a,) = a i1
lo cual es falso.

Por otro lado, la simetria g respecto de la recta que une 0 con a,, es tam-
bién elemento de D,, pues obviamente conserva la distancia y

gla)=a,g@)=a, ;,, 2<isn.
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Componiendo con las potencias de f, tenemos
lg.gof gefr1CD,
y asi
(e, £ 1% f g gof,.gefr1}CD,.

Basta ahora probar que los 2n elementos del conjunto de la izquierda
son todos distintos, para obtener la igualdad

12.2. D, =(1 =1, fif% o L g g o fs g o f7-1)

Pero g ofi=gofiparal <i<j<n implica por 1.1.2
fi =£1, que es falso.
Por tltimo, g o f* = f/ para 1 <i <j < n implica
g=1""
y en particular
a;=gla) =f"a) =a;_;,,,

luegoj—i+1=1,estoesj—i=0,g=/%=1,.

Entonces a, = g(a,) = 1,(a,) = a,, o sea, n = 2, lo cual es imposible.

Definicién 1.3. Diremos que el grupo G es abeliano si ab = ba para
cada par de elementos a, b € G.

1.3.1. Evidentemente los grupos Z, Q, R, C con la operacién suma y los
grupos Q*, R*, C* con la operacién producto son abelianos.

1.3.2. Todo grupo con dos elementos es abeliano, pues si u es el ele-
mento neutro y a # u es el elemento restante,

uu =uu
aa =daa
au =a = ua.

En particular, S, es abeliano.

1.3.3. Paran = 3, S, no es abeliano. En efecto, sea X = {1, 2, .., n}y
S, = Biy(X). Sean f y g los elementos de S, definidos por:
f(1)=2 g(1)=2
f(2)=3 g(2)=1
f(3)=1 gk) =k, k=3

flk)y=k, k=4
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Comogof(3)=g(1)=2,yfg(3)=f(3) =1, resulta
gof#fog

y S, no es abeliano.

1.3.4. Paran =2, GL (R) no es abeliano. En efecto, la matriz A = (g, i)
dada por

1sii<]
a; = 0sii>i
sii>j
pertenece a GL, (R) pues det (A) = 1 # 0. En consecuencia, como det A’ = det A,
A" € GL,(R).
Ahora,

AAt _ [E w

con lo que AA! # A'A.

1.3.5. Paran = 3, D, no es abeliano.

Utilizando las notaciones de 1.2, consideramos el giro f y la simetria g
en D, . Tenemos

g Of(a1) :g(az) =a,, fog(a1) :f(al) =da,,
luegogof #fog.

Veamos otras caracterizaciones de los grupos abelianos.

Proposiciéon 1.4. Sea G un grupo.

(1) Six? =1 para cada x € G, G es abeliano.

(2) Si (ab)? = a?b? para cada a, b € G, G es abeliano.
Demostracion. (1) Paracadax € G,x -x =1 =x - x7!, luego

x=x1

por 1.1.2.
Ahora, dados a y b en G, tendremos a = a’!, b = b~' y sic = ab, sera
ab=c=c'=(@ab)y'=b'la’ = ba,
la penultima igualdad por 1.1.4. Asi G es abeliano.
(2) Dados a yb en G, se cumple
a(ba)b = (ab)? = a?b? = a(ab)b.

Simplificando, mediante 1.1.2, obtenemos ab = ba.
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Definicién 1.5.

Sean G y G’ dos grupos, cuyas operaciones notaremos por

GXG—->G:(a b)—ab
G XG -G :(@,b)—ab

El producto cartesiano G” = G X G’ es un grupo con la operacién
G"XG"—>G":((a,a), (b,b))— (ab, a’h).

En efecto, la asociatividad en G” es consecuencia inmediata de la aso-
ciatividad en G y G’y de que la operacién en G” se ha definido coordenada
a coordenada. Evidentemente, el elemento 1, = (1., 1) es el neutro en G”.
Por ultimo, como

(a,b) (@', b7Y) = (aa!, bb7Y) = (1, 1) = 1.

(a_ly b_l) (a) b) = (a_la: b_lb) = (1G’ lG’) = IG”r
el elemento (a”!, b™!) es el opuesto, en G”, de (a, b).

Noétese ademas que si G y G’ son abelianos, también lo es G”. Recipro-
camente, si G” es abeliano, dados a, b € G se tiene

(a; 1G’) (br lG’) = (br lG’) (a; 1G’):

es decir,
(ab, 1;) = (ba, 1),

luego ab = ba y G es abeliano. Andlogamente se prueba que G’ es abeliano.
En general, dados grupos G, ..., G,, se define por recurrencia

G, X ..XG =(G, X..XG, ) XG,.

Se dice que G, X ... X G, es el producto directo de los grupos G, ..., G,.

r

II. SUBGRUPOS

Definicién 1.6. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un sub-
grupo de G si, con la misma operacién de G, H es un grupo.

1.6.1. Observaciones. Sea H un subgrupo de un grupo G.

1.6.1.1. 1. pertenece a H y es su elemento neutro.

1.6.1.2. Six € H, también x! € H.
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Demostracion. Por definicién H tiene un elemento neutro al que lla-
mamos u. Desde luego, uu = u. Sea u™' € G el inverso de u en G. Operan-
do en G,

uluu) =ulu =1,
luego
(wlu)u =1,
esto es,
lou=1g,
o sea, u = 1. Esto prueba (1.6.1.1).

Six € H existe y € H tal que xy = 1, = yx, pues ya hemos visto que 1
es el elemento neutro de H. Asi,

xx !l =xy,
y aplicando la propiedad cancelativa,
xl=yeH.

La siguiente proposicion caracteriza de modo sencillo la condicién de
ser subgrupo.

Proposicién 1.7. Sea H un subconjunto no vacio de un grupo G. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) H es un subgrupo de G.

(2) Para cada par de elementos x,y € H, xy™! € H.

Demostracion. (1) = (2). En virtud de 1.6.1.2, y! € H. El producto es

operacién binaria en H, porque H es subgrupo. Asi, como x, y! € H, se con-
cluye que xy! € H.

(2) = (1). Sea x € H (existe, pues H no es vacio). Ahora la hipétesis usa-
da con y = x nos dice que

xxleH,
esto es 1, € H, luego H posee elemento neutro.
Ademas, siy € H, como x = IG € H, tenemos
yl=1,y1=xyl€H,

y asi cada elemento de H tiene inverso en H.
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Finalmente, dados x, y € H, ya sabemos que z = y'! € H, luego
xy=x(y)l=xz!€H,
lo que prueba que la operacién de G es una operacioén binaria de H.

Sé6lo queda probar que la operacién, cuando involucra elementos de H, es
asociativa, pero esto es obvio, pues lo es para cualquier terna de elementos de G.

1.7.1. Observacién. Evidentemente {1.}y G son subgrupos de cual-
quier grupo G. Llamaremos subgrupos propios de G a aquellos subgrupos
distintos de {1}y G.

1.8. Ejemplos

1.8.1. Los subgrupos de Z son los conjuntos de la forma

mZ = {mx :x € 7}
para cada entero no negativo .

Desde luego mZ es un subgrupo de Z, pues no es vacio, ya que m = ml € mZ,
y sia = mx, b = my pertenecen a mZ, a-b = m(x—y) € mZ. En virtud de 1.7
(aqui la notacién es aditiva), mZ es subgrupo de Z.

Reciprocamente sea H un subgrupo de Z. Si H consta sé6lo del nimero
cero, H = 0Z tiene la forma requerida. Si H tiene algiin elemento no nulo,
tiene alguno positivo en virtud de 1.6.1.2. Si m es el menor entero positivo
en H, cualquier otro n € H positivo sera

n=gm+vr, 0=r<m.

Comogm =m + ... + m € H, r = n—qm € H y es menor que m, luego,

por la eleccién de #2, no es positivo. Asi r = 0, y por lo tanto,
1.8.1.1. n=qm=mq € ml.
Sin € H es negativo, -n € H y es positivo, luego

-n=mx € mz

para algtn entero x. Asi

1.8.1.2. n =m(-x) € mZ.

Como también 0 =m0 € mZ, de 1.8.1.1 y 1.8.1.2 deducimos que H C mZ.
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Pero como m € H también —m € H, y asi para cada x € Z,

m+..+m~eH si x>0
~— i —

mx = 0eH si x=0
(=m) + ... + (=m) si x<0
-

—X

con lo que H = mZ.

1.8.2. Para cadan =3, D, es subgrupo de S, .

De hecho, en 1.2 vimos que D, C S, y que D, es grupo con la misma ope-
racién (composicién de aplicaciones) que S, .

Uno de los modos habituales de construir grupos es:

Definicion 1.8.3. Si S es un subconjunto no vacio de un grupo G, el
conjunto

<S>={slh‘...si‘" mneN,s; €S h eZ, 1Si£n}

es un subgrupo de G que contiene a S, llamado subgrupo generado por S.

Observaciones
1.83.1. (S)={x,..x, mEN, x,€S, 6x1 €S, 1=<i=<m).
Si Fg es la familia de todos los subgrupos de G que contienen a S,

1.8.3.2. Sy=NH

H € Fg
y en particular, (S) C H para cada H € Fg.

Demostracion. Cada s € S se escribe s = s! € (S). Esto prueba que

S C (S). En particular (S) no es vacio, por no serlo S.

h ‘ ,
Dados x = s;" ...s,l;"; y=t' ..t

m

x,y €(S) con

n,meN,s, ..,s,,t,.,t, €S h,. . h,t,. ., €L

como



