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CAPITULO 1

ESPACIOS TOPOLOGICOS



1.1. Sean (X,T) un espacio topolégicoy A = X. Probar que la familia:
T*={U U(VNA)|U, VeT}

es una topologia de X y determinar la relacion entre las topologias
Ty T

SOLUCION.—

Comprobamos en primer lugar que T* es una topologia de X:

l. Para U =Xy V e T arbitrario es U U (VN A) = X, por lo que
Xe T

SiU=V=gesUU(VNA)=gytambiénes g e T*.

2. Si {M],_, es una coleccién de elementos de T* existen fami-
lias {U}_, {V,}_, de manera que para cada i € I, se tiene U,
VeTyM=U U(V NA).

Ahora:
U M;=U [U; U (V; ﬂA)]=<U Ui> Ul:(U Vi> N A]

iel iel iel iel

ycomo U U;=UeT, U V;=VeT resulta:

iel iel

U M;=U U(VNA)eT*

iel
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3. SiM,, M, € T%, sera Mj = Uj U (VJ. NA)paraj=1,2y UJ., Vj e T.
Se tiene entonces:
M NM,=[U UN NAIN[U,U(NV,NA)]=
~[(U, N U,)]U
ULU,NV YUV, NUY)UKV, NV)INA=
=UU(VNA)e T*

dondeU=U NU,e Ty

V=UNV,)U (v, NU)U(, NV, que también es un abierto
de la topologia T.

Luego T* es una topologia definida en el conjunto X.
Si hacemos V = g, para todo U € T resulta:
U=UU((@NA)e T*

por lo que siempre es T < T*. En caso de que A ¢ T, al ser
A=gUXNA)e T*lainclusiéon T < T* es estrictay es T # T*.
SiAe T,paratodko UU(VNA)e T*esUU-(VNA)e Tyen
este caso las dos topologias son iguales (T = T*).

KA o K
w w x

1.2. En el conjunto N de los niimeros naturales probar que:
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T={AcN|Si2n +1 ¢Aentonces 2n, 2n+2 ¢ A}

es una topologia de N.

SOLUCION.—

1. Veamos en primer lugar que si {A}_, es una familia de partes
de N tal que A, € T para todo indiceie I, entonceses U A e T:

iel
Si2n+l ¢ UA paratodoie Ies2n+l1 ¢ A yen consecuencia
iel

2n, 2n+2 ¢ A cualquiera que seaie I'yasi2n,2n+2¢ UA.
iel
Luego,U A e T.

iel



2. SiA,A,eTsea2n+1¢ A NA,Si2n+1¢ A entonces 2n,
2n+2¢ A yportanto2n,2n+2¢ A N A,. Andlogamente si
2n+1¢ A, Esdecin A NA e T

3. Como paratodone Nes2n,2n+ 1,2n + 2 ¢ g es evidente que
g € T. Asimismo, los conjuntos {0, 1, ..., 2n + 1} € Tparane N
arbitrario. Asi pues:

N=U({0,1,..,2n+1}e T

neN

Luego T es una topologia definida sobre N.

1.3. En el conjunto Z de los niimeros enteros se considera la familia T
de partes de Z.:

T={McZ|0g MJ Z- Mes finito}
a) Probar que (Z, T) es un espacio topoldogico.
b) Caracterizar los entornos de 0y 1 en (Z, T).

¢) ¢Cumple (Z, T) los axiomas primero y segundo de numerabili-

dad?

SOLUCION.—
a) l. Como0¢ gyZ-7Z=gesun conjunto finito, g, Z € T.

2. Si {M]}_, es una familia de conjuntos de T y para todo i € I
es 0 ¢ M, entonces

0¢g UMy UMEeT

iel iel
Side U M,seal ={jeIl0€ Mj}. Como M. € T paratodoie
iel

I, sijel, Z-M, esun conjunto finito y asf:

Z-UMcCZ-UM=0n (Z-M)

iel e, 1 jeq,
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Alser N (Z- Mj) un conjunto finito, también lo serd Z-U M,

jel, iel

y en consecuencia, U M. e T.

iel

3.SiM,M,e TyO0O¢ M, N M, entonces M, N M, € T. En el caso
enque0e M, NM,, alser0Oe M, y0e M, los conjuntos Z - M,
son finitos (i = 1, 2) por lo que tenemos:

Z-(M,NM,)=(Z-M,) U(Z-M,)

y este conjunto es también finito. Luego, M, " M, € T.

b) Si V € E (0) existe un abierto M de (Z, T) tal que 0 € M c V.
Porser M e Ty 0 e M, Z - M es un conjunto finito y al ser
Z -V cZ-M,Z -V también es finito. Reciprocamente, si
0 e VyZ -V es finito, V € E (0) por ser abierto. Por tanto:

E(0)={VcZ0eV y Z-V es finito}
Por otra parte, los entorno de 1 quedan definidos como
E(1)={VcZleV)

pues si 0 ¢ V, V es abierto. Asimismo, si {0, 1} c V, se tiene 1
e V-{0} c Vycomo V—{0]}es abierto (0 ¢ V-{0}), Ve E(1).

¢) Veamos que (Z, T) cumple el primer axioma de numerabili-
dad: Una base de entornos de n # 0 es la familia B(n) = {{n}},
que es numerable. Una base de entornos de 0 es B(0) = E(0) y
como el cardinal de E(0) es menor o igual que el cardinal del
conjunto de las partes finitas de Z, es numerable.

Por ser Z un conjunto numerable, la base de T:
B={{n}jn#0}U{VCZ0e VyZ-V finito}

es numerable y por tanto (Z, T) cumple el segundo axioma de
numerabilidad.

1.4. En el conjunto R de los niimeros reales se define la familia T de
partes de R como:
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1.5.

T={R}U Z(R-M)
donde M = (1, 3).
a) Probar que (R, T) es un espacio topoldgico.

b) Describir una base de entornos de 2 y una base de entornos de
Oen (R, T).

¢) Estudiar si alguno de los dos puntos 2 y 0 tiene una base de
entornos cerrados.

SOLUCION.—

a) La comprobacién de que T es una topologia de R es inme-
diata, por lo que la omitimos.

b) Como 2 € M el tinico abierto que contiene al punto 2 es el pro-
pio R por lo que B(2) = {R}.

Alser 0 ¢ M, si A # R es un abierto tal que 0 € A debera ser A
c R - M, por lo que una base de entornos de 0 es B(0) = {{0}].

c) Es evidente que B(2) = {R} es una base de entornos cerrados
de 2. Por otra parte, si C es un cerrado de (R, T) tal que 0 € C
sera M c C y asi, ningin cerrado en estas condiciones puede
estar contenido en {0} € E (0). Luego, 0 no tiene ninguna base
de entornos cerrados.

Sea (X, T) un espacio topoldgico tal que si x € X el conjunto {x}
es cerrado. Probar que la interseccion de todos los entornos de x es
igual a {x}.

SOLUCION.—
Consideremos la familia E(x) de todos los entornos de x. Eviden-
temente, X € Vrg V; siy # x, al ser {y} un conjunto cerrado, X - {y}

es abierto con x € X —{y}. Es decir, X — {y} es un entorno de x que

no contiene a y; luego y ¢ Vr]]: V.
€ B

)
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1.6.
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En consecuencia:

x}J= N V.

VeEy

Reciprocamente, si la interseccién de los entornos de cualquier
punto x € X coincide con {x}, para todo y ¢ {x} existe un entorno
W de y que no contiene a x; por lo tanto, W ¢ X — {x} y asi X — {x]
es abierto y {x] sera cerrado, cualquiera que sea x € X.

Dadas las familias de subconjuntos de R:

B, ={[a, b)|a, be R} B, ={(a, b]j]a, be R}
B ={[p,9lp,qe Q]  B;={(p,qllp,qe Q}

Probar:

a) Son base de alguna topologia de R.

b) Sillamamos T, =T(B)y T'=T(B)coni=1,2,es T # T,
c) Si T, es la topologia usual de R, entonces T, =T, N T, =T/ N T,.

SOLUCION.—

a) Lo probaremos solamente para B;: Sean[a,, b), [a,, b,) € B, yseax
€ [a, b)N[a, b,). Comol[a,b)N[a,b,)=[a b)e B, con

a=max(a,a,); b=min(b,b,),
se tiene x € [a, b) c[a, b) N[a,, b). ComoR = p . [a, b)| B, es
base de una topologia (T,) de R. “oe
Los restantes casos se demuestran de manera analoga.

b) Veamos que T, # T', (de igual forma se ve que T, # T/, ): Si
o€ R-Q, entonces [a,—) € T,, mientras que [0,—) ¢ T ya que
es imposible encontrar un conjunto [p, q) € B tal que a € [p,
Q) < [o,—).



c) Como sabemos, una base de T, es B ={(a, b)| a, b € R} asi como
B'={(p, 9)l(p, g € Q}.

Veamos en primer lugar que T, ¢ T, N T,: Para todo (a,
b) e Bes

(a,b) = UN [a+ 1/2, b) = UN (a, b—1/27].
Luego (a, b) e T, N T,. Por otra parte, sea A e T, N T; es decir
Ae T, yAe T, Sixe A, existen conjuntos [a, b,) y (a,, b,]
tales que x € [a,, b,) c Ayx € (a,, b,] © A. En consecuencia,
xe [a,b)U(a, b,] cAypodemos comprobar que existe un
intervalo abierto (a, b) de manera que tenemos x € (a, b) c A
(ver Fig. 1) yporlotantoAe T,

a,  a, b b, a, 4, b% b,

[ AN 14 } [ AY p )
(a, b)=(a,, b)) (a, b)=(a,, b))

%, 2, bz b1 &, & b1 bz

¢ . . ) € . 3 1
(a, b)=(a,, b)) (a, b)=(a,, b,

Figura 1

Probamos que T, = T N T, de manera semejante tomando
como referencia la base B'de T

o+ - <
w w x

1.7. En el conjunto N de los niimeros naturales se define:

B = {A c N| Para todo x € A existe n € N tal que si m>n entonces
esm-xe A}

a) Probar que B es base de una topologia T de N.
b) En (N, T) calcular el interior, la adherencia vy la frontera de:

F={2n+ Ijlne N}
G =[ne Njn=3kon=>5k (ke N)}.
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SOLUCION.—

a)

b)

Es obvio que N € B por lo que resulta inmediato que AﬂB A=N.

Asimismo, dados A, AJe Byxe A N A existenn, n, e N
tales que si m=n, entonces m - xe€ A;ym - xe€ A, si m=>n,.
Luego, para m=max (n, n,) esm - x € A N A ; es decir
A, N A, e By B es base de una topologia T de N.

Observemos que si M € T, M # ¢ entonces M contiene siempre
ntmeros pares, por loque Mz Fyes F = ¢.

El conjunto P = {2n|n € N} es un conjunto abierto y en consecuen-
ciaF=N-Pescerradoy F =F. Asimismo, Fr (F)= F — F=F.

Por otra parte, el conjunto G es abierto, ya que si x € G to-
mando n = x param=nesm -x € G; asi,G=G.Sixe N-G
yAe Bconxe A, existen e N tal que param=nesm - x €A
y como para todo nimero natural n existen niimeros m=n
multiplos de 3 6 5, siempre existe m=n tal que m - x € G; es
decir, G= N y sera Fr(G) = N - G.

1.8. Sea X = R?—-{(0, 0)}; para todo punto (x,y) € X se define:
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E vy ={VcX|(tx, ty)e VO<t< 1]}

a) Probar que E(X, y) es un sistema de en tornos de (X, y) para una

topologia T de X.

b) Estudiar si (X, T) cumple los axiomas primero y segundo de

c)

numerabilidad.

cEs (X, T) un espacio separable?

d) Calcular en (X, T) el interior, la adherencia vy la frontera del con-

junto:

M={(xy)eX0<x*+y’ =<1




SOLUCION.—

a)

b)

Para que E (x, y) sea el sistema de entornos de (X, y) en una
topologia T de X debe cumplirse:

E. 1l SiVe E (x,y) entonces (x,y) € V.

E.2. SiVe E(x,y) yVc W se cumple que W € E (x, y).

E.3. SiV,We E (x,y) también VN W € E (x, y).

E.4. SiVe E (x,y), existe Wc Vtal que We E (x,y) ysi (X,
y') € W se verifica que Ve E (X, y).

Por la propia definicién de la familia E (x, y), E1, E2 y E3
son inmediatas. Para comprobar E4 es suficiente tomar W =
{(tx, ty)|0 < t <1} para cualquier V € E (x, y).

Para cada (x, y) € X, una base de entornos del mismo es:

B (x,y) = {{(tx, ty)|0 < t < 1}}
y por tanto (X, T) cumple el primer axioma de numerabilidad.

Consideremos ahora el conjunto S = {(x, y)[x? + y? = 1} y para
cada (x, y)e S tomemos el abierto de (X, T):

A, = {(tx, ty)|0 < t=<1]}

Si B es una base de la topologia T, para cada elemento (X, y) €
S existe un conjunto B e B tal que (x,y) € B c A . Estable-
cemos asi una aplicacion:

c:S—B

de manera que ¢ (x, y) = B_ € B, donde B_ esta elegido entre
aquellos que cumplen (x, y) = B, cA, Para x,y)#(x,y)enS
setiene A, NA =g, porloqueB -7 B yoesunaaplicacion
inyectiva y asf, Card (S) < Card (B). Como S es un conjunto no
numerable, tampoco lo puede ser B por lo que (X, T) no cumple
el segundo axioma de numerabilidad.

c) Consideremos los conjuntos {A }, _, donde:

A ={&xyly=kJNX

que son abiertos en (X, T). Si D es denso en todo el espacio
X para cada k € R, A, N D # ¢, y como los conjuntos A, son
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1.9.

disjuntos dos a dos el conjunto: {x, € X|x, € A_ N D} es no nu-
merable, por lo que tampoco lo es D y el espacio (X, T) no es
separable.

d) Se comprueba ficilmente que M = M, M= X y Fr (M) =
={(x Y +y*> 1},

Probar que en (R, T)) no existe ninguna familia numerable de
abiertos 7'tal que si A es abierto y Z c A existe V € 7 'que cumple
ZcVcA.

SOLUCION.—

Sea una familia numerable de abiertos:

V=V, V, .., V,..]
tales que para todon e N, Z c V_. Vamos a ver que 7'no cumple
la condicién exigida:

Como 0 € V existe g, talque 0 < g, < 1/3 con (—¢, g,) V. Asimis-
mo, existe e, con0<e,<1/3y(1-¢,1+¢)cV,;asisucesivamen-
te, para cada nimero natural n existe ¢_verificando 0 < ¢ < 1/3,
(n—e,n+e)c V.

Ahora, el abierto:
A= («,-2/3)U ﬂN (n—-¢/2,n+¢/2)

es tal que Z < A mientras que para todo nimero natural n se
cumple que V_ & A.

1.10. En X = R? se considera la topologia T cuya sub-base es:
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S={{{x, y)ly = k}lk e R}U{{(0, y)ly € R}}
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