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Capitulo 3

Divide y venceras

3.1 Caélculo de una funcién de Fibonacci gene-
ralizada

Dada la sucesién definida como f, = afn—5 +bfn—2 + cfa_1 se pide disefiar
un algoritmo que calcule en tiempo logaritmico el término f,. Sugerencia:
Utilizad la siguiente relacién:

010 fn‘B fn~—2
0 0 1 fn_z - fnwl
a b c fn—l fn

Eleccién razonada del esquema algoritmico

Cada término de la sucesién se calcula en funcién de los tres anteriores. Por
tanto, la forma trivial de calcular f, consiste en calcular los n términos ante-
riores, lo que supone un coste lineal O(n). Sin embargo, la ecuacién que se nos
proporciona nos da una forma més eficiente de resolver el problema, recurriendo

a la técnica divide y vencerds. Efectivamente, si llamamos

!
il
8 oo
O =
O =O
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tendremos
f'n—2 f'n-S fn—4 fO
fn-1 =r fn—2 = F? fn~3 =..=F"7? fl
fn fn-l fn—2 f2

donde fy, f1 ¥ fo no pueden calcularse en términos de los elementos anteriores
y han de ser, por tanto, datos del problema.!

Para calcular f, es suficiente, por tanto, con evaluar F™ y hacer una multi-
plicacién de una matriz de 3 x 3 por un vector de 3 elementos (que tiene coste
constante). Sabemos que la forma més eficiente de calcular exponenciaciones es
mediante la técnica divide y vencerds, aplicada mediante la igualdad:

Fno= (B div 2)2anod 2

(es decir, F™* = (F™/2)% si n es par, y F* = F(F("1/2)2 i , es impar).

Al reducir un problema de tamafio n a otro de tamafio n/2, conseguiremos

una eficiencia O(logn) frente a O(n), como comprobaremos al final.

Descripcién del esquema e identificacién con el problema

El esquema divide y vencerds es una técnica recursiva que consiste en dividir
un problema en varios subproblemas del mismo tipo. Las soluciones a estos
subproblemas se combinan a continuacién para dar la solucién al problema
original. Cuando los subproblemas son més pequefios que un umbral prefijado,
se resuelven mediante un algoritmo especifico. Si su tamafio es mayor, se vuelven
a descomponer. El esquema es el siguiente:

fun divide_y_venceras (problema)
st suficientemente-simple (problema)
entonces  dev solucion-simple (problema)
st no  hacer
{p1 ... pv } « descomposicion(problema)
para coda p; hacer s; — dividey venceras(p;) fpara
dev combinacion(s1 ... si)

IPor ejemplo, la sucesién de fibonacci es un caso particular de fcone=b=1,¢ =0y
fo=1,f1=1.
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fsi
ffun

Los elementos de este esquema, se particularizan asi a nuestro caso:

Tamaiio umbral y solucion simple: El preorden bien fundado para los problemas
se deriva directamente del orden total entre los exponentes (n) como ntimeros
naturales. Podemos tomar como tamafio umbral n=1, caso en que la exponen-

ciacién es trivial y se devuelve como resultado la matriz de entrada.

Descomposicidn: F™ se descompone en un tinico subproblema, F/2, de la mitad
de tamafio. Se trata, pues, de un problema de reduccién més que de descompo-
sicién. El convertir un problema de tamaifio n en otro de tamafio n/2 es lo que

nos proporcionard un algoritmo eficiente.

Combinacion:La funcién de combinacién es la ecuacién mencionada mds arriba.

Estructuras de datos

En el problema intervienen solamente enteros y matrices de 3 x 3. Los datos
de entrada y salida del algoritmo son enteros; las matrices se utilizan como
resultados intermedios. Daremos por conocida la multiplicacién de matrices.

Algoritmo completo

Suponemos conocidos a, b, ¢, fo, f1, f2.

fun f (n:entero) dev entero
010
F o+ 0 01
a b-c

caso n=0 : dev fy ;

] n=1: dev fi ;

] n=2: dev fo» ;

[ werdadero : hacer
S+ exp_mat(F,n —2)

fo
s + S f1
f2

dev 3[3]
fecaso :
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fun exp.mat (M:vector[3,3]; n:entero) dev wvector[3,3]
stn <1
entonces dev solucion_simple(M,n)
st no  hacer
p — n div 2
r ¢ nmod 2
T + exp-mat(M,p)
dev combinacion(T,r,M)
fst
Hun

En los argumentos de combinacion, sélo el primero es un subproblema. Los
otros dos son pardmetros auxiliares que utiliza la funcién de combinacién.

fun combinacion (T:vector[3,3]; r:entero; M:vector(3,3]) dev wvector([3,9]
dev TT+«M"
Hun

donde M* = M, M° =

OO =
O = O
—_o O

Sfun solucion_simple (M:vector(3,3], n:entero) dev vector/3,3]
st n=1 dey M

1 00

st no dev 010

0 01
fsi
Hun

Estudio del coste

El coste del algoritmo recae sobre la exponenciacién de la matriz F. Como

se reduce un problema de tamaifio n a otro de tamafio n/2, el coste cumple

la ecuacién de recurrencia T'(n) = T(n/2) + cte, donde cte hace referencia al

tiempo necesario para hacer una o dos multiplicaciones de matrices de 3 x 3.

Utilizando

T(n) = en® - ,si1§n<b
T | aT'(n/b)+cn* ,sin>b
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fst
Fun

Los elementos de este esquema se particularizan asi a nuestro caso:

Tamano umbral y solucidn simple: El preorden bien fundado para los problemas
se deriva directamente del orden total entre los exponentes (n) como nimeros
naturales. Podemos tomar como tamafio umbral n=1, caso en que la exponen-
ciacién es trivial y se devuelve como resultado la matriz de entrada.

Descomposicidn: F™ se descompone en un tinico subproblema, F/2, de la mitad
de tamafo. Se trata, pues, de un problema de reduccién més que de descompo-
sicién. El convertir un problema de tamafio n en otro de tamafio n/2 es lo que

nos proporcionard un algoritmo eficiente.
Combinacion:La funcién de combinacién es la ecuacién mencionada més arriba.
Estructuras de datos

En el problema intervienen solamente enteros y matrices de 3 x 3. Los datos
de entrada y salida del algoritmo son enteros; las matrices se utilizan como
resultados intermedios. Daremos por conocida la multiplicacién de matrices.

Algoritmo completo

Suponemos conocidos a, b, ¢, fo, f1, f2-

fun f (n:entero) dev entero

01
F 00
a b

o RO

caso n=0 : dev fy ;
[ n=1: dev fi ;
[ n=2: dev fy ;
| wverdadero : hacer
S « expmat(F,n —2)

fo
s « S f1

fa
dev s[3]

feaso
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fun exp_mat (M:vector[3,3]; n:entero) dev wvector[3,3]
sin <1
entonces dev solucion_simple(M,n)
si no hacer
p 4 n div 2
r < nmod 2
T « exp-mat(M,p)
dev combinacion(T,r,M)
fsi
Hun

En los argumentos de combinacion, sélo el primero es un subproblema. Los
otros dos son parametros auxiliares que utiliza la funcién de combinacidn.

Sfun combinacion (T:vector[$,3]; r:entero; M:vector(8,3]) dev wvector[3,3]
dev TT « M"
fHun

donde M! = M, M° =

o O =
O = O
- O O

Sfun solucion_simple (M:vector[3,3], n:entero) dev wvector[3,3]
st n=1 deyv M

1 00

st no dev 01 0

0 01
JED
Hun

Estudio del coste

El coste del algoritmo recae sobre la exponenciacién de la matriz . Como
se reduce un problema de tamafio n a otro de tamafio n/2, el coste cumple
la ecuacién de recurrencia T'(n) = T(n/2) + cte, donde cte hace referencia al
tiempo necesario para hacer una o dos multiplicaciones de matrices de 3 x 3.

Utilizando

T(n) = en® , 51 1< n<b
ME\ aT(n/b)+ ek sin>b
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=

O(n) ,sia< b

T(n) € { O(n*logn) ,sia=>0k
O(nlogr®)  [sia> b

conk = 0,b=2,a = 1, estamos en el caso a = b* y, por lo tanto, el coste del
algoritmo es ©(logn). Una implementacién directa del cdlculo de la sucesién
hubiera necesitado un tiempo lineal con O(n).



