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_ nes de suma 1mportancxa Es, por tanto, un ema fundamental para el de—‘ -
{sarrollo y comprension de los demds temas y por esta razén no debe el
estudiante pasar al mgmente tema sin haber alcanzado, Immrnamente ca-
~ dauno de los ObjetIVOS que se enumeran a contmuamén ‘

OBJETIVOS

Comprender el concepto de distancia, teniendo presente que se
pueden dar casos tan diferentes como la distancia discreta y la
euclidea.

Entender qué es una bola abierta y qué es un conjunto abierto,
teniendo presente que se pueden dar casos muy diferentes.

Conocer la relacién entre conjunto abierto y conjunto. cerrado.
Saber calcular si dos distancias son equivalentes.

Conocer en qué posicion puede estar situado un punto x € E res-
pecto de un conjunto A.

Aprender a probar si una sucesién es convergente, 0 no es conver-
gente, con la notacién de ¢ y n,,.

Entender qué significa que Q es denso en {R, d,} y por qué Q tiene
cardinal infinito numerable y R no.

Saber qué es un conjunto acotado.



ESPACIOS METRICOS

Definicién 1
Dado un conjunto no vacio E, se dice que una funcién d: E X E - R
es una distancia si verifica las siguientes propiedades:
I. d(x, y) = 0 para todo x, y € E.
I d(x, y)=0siysélosix=y.
III.  d(x, y) = d(y, x) para todo x, y € E.
IV. d(x, y) <d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z € E.

Cada conjunto E dotado de una distancia d forma un espacio métrico,
que se denota por {E, d}.

OBSERVACION 1

La distancia natural en la recta real es la definida por el valor absoluto, esto
es d(x, y) = |x — y|. Esta funcién verifica trivialmente las propiedades T, IT y TIT
y la propiedad IV se prueba asf:

dix, )=Ix =yl =Ix —z+z—-yl<|x— 2z +|z =y =dx, 2) + d(z, y)

Pero observe que en la definicién anterior el conjunto E sélo debe cumplir
la condicién de ser no vacio. Por lo tanto se pueden definir distancias sobre
partes de R y sobre conjuntos tan poco matemédticos como los habitantes de
Navacepedilla de Corneja. Ademds, si compara el significado de la palabra dis-
tancia con la definicién matemdtica de distancia, observard que las propiedades
que se exigen a la funcién d son bastante elementales: I) que la distancia tome
siempre un valor positivo, IT) que entre dos puntos distintos haya una distancia
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estrictamente mayor que cero y ademds que la distancia de cada punto a sf
mismo sea cero, ITT) que la distancia entre x ¢ y no dependa de si se mide desde
x o desde y, y finalmente, la propiedad 1V) que es conocida con el nombre de
desigualdad triangular porque hace referencia a la figura 1.

FIGURA 1. Desigualdad triangular.

Esta propiedad significa que la distancia entre dos puntos x e y debe ser
menor o igual que si se suma la distancia de x a un tercer punto z y la distancia
de este punto z a y.

Como verd en el ejercicio 2, la funcién que usamos para medir, por ejemplo,
los kilémetros de Albacete a Tortosa, cumple las cuatro propiedades descritas.
Esta distancia es conocida con el nombre de distancia euclidea y en los temas
IV y VI verd otras propiedades adicionales que verifica esta distancia.

En el ejercicio 1 se estudia la distancia discreta, es decir, la funcién mds sim-
ple que cumple las cuatro propiedades. Esta distancia pone de manifiesto lo
poco exigentes que son las condiciones que se le piden a la funcién d. Tanto es
asi, que la distancia discreta no sirve para medir, s6lo sirve para saber si dos
puntos son iguales o son distintos.

A lo largo del libro se van introduciendo otros ejemplos de distancias. Los
ejemplos que mds se utilizan aparecen recogidos en la tabla de la pdgina 365.

EJERCICIO 1

Dado un conjunto no vacio E, se define la distancia discreta como:

dy: EXE - R
(x, 7) 1 si x#y
X, y) = .
) 0 si x=y

Pruebe que d,, verifica las cuatro propiedades de la definicién 1.
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Sugerencia: Este ejercicio deberia resultarle muy fdcil. Sélo debe poner un poco
mds de atencion para probar la propiedad 1V. Distinguir casos posibles le ayudard.

Solucién
Propiedad I: por definicién la distancia discreta vale 0 o vale 1.
Propiedad II: por definicién dy(x, y) = 0 si y sélo si x = y.

Propiedad III: obviamente s6lo es necesario probar esta propiedad para
x # y. En este caso, por definicién, dy(x, y) = 1 = dy(y, x).

Como vemos las propiedades I, 1T y III se deducen trivialmente de la defi-
nicién. Esta circunstancia sucede a menudo. Por esta razén, de ahora en ade-
lante, no repetiremos pruebas tan simples como las anteriores. Nos limitaremos
a decir que la propiedad tal se deduce directamente de la definicién.

Propiedad IV: la desigualdad dy(x, ¥) < do(x, z) + do(y, z) es trivial si x = y,
porque a la izquierda de la desigualdad aparece el valor 0. Si x # y, entonces
do(x, ) = 1 y como z no puede ser a la vez igual a x y a y, al menos una de las
dos distancias, dy(x, z) o d(y, z), toma también el valor 1, por lo tanto a la
derecha de la desigualdad aparecerd el valor 1 o el valor 2, lo cual implica que
en este caso también se verifica la desigualdad triangular.

EJERCICIO 2

En R? se define la funcidn:
R2x R? R
(X1 %2)s (s 72) = Hxy = 91> + (%5 — 3,)?

d .

e *

Pruebe que esta funcién es una distancia.

Sugerencia: Todas las propiedades se prueban sin dificultad excepto la IV. Puede
probar IV operando (tomando cuadrados, desarrollando binomios y simplificando,
cudndo y dénde sea necesario) pero no se lo aconsejo. Le resultard mds fdcil pro-
bar 1V si utiliza la siguiente desigualdad, cuya prueba requiere muchas menos ope-
raciones:

Ja+b?+ et d? <Ja?+cE+ b+

Después de estudiar el tema VI entenderd mejor que relacién hay entre la distancia
euclidea y esta desigualdad, llamada desigualdad de Minkowski (Tema VI, Pro-
posicion 1).
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Solucién

La propiedad I se deduce directamente de la definicién. Para probar II ra-
zonamos de la siguiente manera:

d((xy, x,), (1, y,) = O si y sélo si i/(x1 —y)? +(x, — y,)* = 0siysélo si
(X1 — Y1)+ (x, —y,)*=0siysélosi(x; — y,)2=0 '
¥y (x, = y,)>=0siysélosix; =y, yx,=y,siysélosi(x;, x,)=(y, y,)
La propiedad I se verifica porque (x; — y,)* = (y; — x,)? y lo mismo su-
cede con las segundas coordenadas.

La desigualdad triangular se deduce de la siguiente desigualdad:

Ja+ b+ c+ad?<Jad++ . 02+ & (%)

que es cierta para cualesquiera ndmeros reales a, b, ¢, d. Para probar esta desi-
gualdad tomamos cuadrados a ambos lados de la desigualdad y desarrollamos
los términos que quedan, obteniendo:

@ +b+2ab+ 2+ A+ 2ed<at D2+ AP+ A+ 2+ P+ &P

Después de simplificar llegamos a:

ab + cd < \/a -I-cz\/bz-l-a’2
Si volvemos a elevar al cuadrado obtenemos:
a*b? + c2d? + 2abcd < a?b* + a?d* + ¢2b? + c2d?
que simplificando de nuevo se convierte en:
2abcd < a?d* + ¢*b?
Esta ultima desigualdad es equivalente a la siguiente:
0 < (ad — cb)? para todo a, b, ¢, d e R

Ahora, para probar la desigualdad triangular razonamos de la siguiente ma-
nera:

d(xp X2 01, y2) = 2/ (x; = y)> + (x5 — 1,)° =
i/(\1 —zy Tz )’1)2 +(xp 2, + 2, — py)?
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Aplicamos en la tltima expresion la desigualdad (*) a los niimeros

a=(x; —z), b= (z =y e=(x, —z)yd=(z, —¥2)

obteniendo:

d (%1 X) s ) < (%1 — 207 + (%, — 22 + 2z —y)? + (2, — yo)* =
de((xD xz)’ (Zlﬁ Zz)) + de((zl’ Zz)» (yl’ yz))

lo cual demuestra que d, es una distancia.

Esta distancia recibe el nombre de distancia euclidea o distancia candnica,
porque es la distancia que habitualmente se utiliza en el plano. Si dibujamos en
el plano los puntos (x,, x,)} ¥ (y1, ¥,) ¥ trazamos el segmento que los une, como
se hace en la figura 2, observamos que, por el teorema de Pitdgoras, la longitud
de la hipotenusa del tridngulo rectdngulo dibujado es

\/3’ —x)*+(, —x X,)?

es decir, que la distancia entre los puntos (x;, x,) ¥ (¥4, ¥,) coincide con la lon-
gitud del segmento que los une.

Xy |-

1 N

v
FIGURA 2. Distancia euclidea en el plano.
De forma andloga, se define en R* la distancia euclidea a través de la funcién:

d, : R3> x R3 - R

e

(x4, X3, X3)s (V15 Yoo V3) — 2 (x; — y1)2 + (x, — y2)2 + (x5 — ys)z
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de nuevo usando tridngulos rectdngulos, como se muestra en la figura 3, se pue-
de ver como esta distancia coincide con la longitud del segmento en R® que une

los puntos (x4, x,, X3) € (¥, Vo V3)-

b ¥2 ¥3)

(X1, Xg, J¥3)

v

/

FIGURA 3. Distancia euclidea en el espacio.

Observemos que si se utiliza este tipo de funcién para definir una distancia
en la recta real, se obtiene la distancia usual en R; esto es:

dx, ) = /(x = ) =[x =yl

En conclusién, para todo n > 1 se define la distancia euclidea en R" como:

d’e((xla ey X"), (yl> [ yn)) = i/(xl - yl)2 + o+ (xn - yn)2

EJERCICIO 3

Sea E un subconjunto no vacio contenido en C[0, 1] = {f:[0, 1] - R; con-
tinuas}. Estudie si las siguientes funciones son distancias en E:

do(f, 9) = max {|f(t) — g(1)}; te[0, 17}

1

d,(f, 9) = J 1£(6) — g(0)l dr

0

Sugerencia: Para resolver este ejercicio necesita utilizar las propiedades de las
Jfunciones continuas y de la integral que estudié en el curso de Andlisis Matemd-
tico I. Ponga especial cuidado en la propiedad I1 de d,.
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Solucién

Empecemos por d,,. Antes observemos que en muchos libros de texto (por
ejemplo en L. pdg. 116) la distancia d, se define asi:

d(f, g) = sup{|f(t) — g(o)l; te [0, 11}

Las dos definiciones coinciden; es decir, el supremo de los valores {|f(t) — g(t)l;
te[0, 17} se alcanza en algin punto t,€[0, 1] y por lo tanto se puede hablar
de méximo. Esto sucede porque la funcién |f — ¢| es continua y porque el su-
premo se toma sobre los t del intervalo [0, 1] (véase F. pag 184).

Las propiedades I y III se deducen directamente de la definicién. Para pro-
bar II razonamos de la siguiente manera (el simbolo <> significa «si y solo si»):

d(f9) =0 <= mix{f() —gO)te[0, 1} =0 <
|f(t) — g(t)] = 0 para todo te[0,1] <=
f(t) = g(t) para todo te[0,1] <« f=g

Finalmente, probamos que d_, verifica la desigualdad triangular y por lo
tanto que es una distancia;

d.(f, g) = max{|{(t) — g(t); te[0, 1]} =
méx {| /() — h(t) + h(t) — g(t)}; te [0, 1]} <
méx {| f(£) — )| + [h(t) — g(0)}; 1[0, 1]}

como el mdximo de una suma es menor o igual que si se considera el mdximo
de cada expresién y luego se suman los dos mdximos, resulta que

méx {|f(t) — h(®)] + |h(t) — g(0)}; te [0, 11} <
max {|f(t) — h(#)l; te [0, 11} + mdx {|h(t) — g(0)}; te [0, 11} = d ,(f, h) + d (b, g)

Para la funcién d,, las propiedades I y III se deducen directamente de la
definicién. Para probar II razonamos de la siguiente manera:

1
d(f9)=0 <« jlf(t)—g(t)ldt=0 < |f=4gl=0

la Gltima equivalencia es debida a la continuidad de la funcién |f — g|. Recor-
demos que si una funcién h: [a, b] — R es continua y positiva (h(t) > 0 para
todo te[a, b]), entonces la igualdad



