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Prdlogo

Este libro expone el formalismo de la Mecdnica Cudntica al nivel que se exige
en el tercer curso de Ciencias Fisicas de la UNED. Aunque, como es obvio, este
texto serd de gran utilidad para aquellos alumnos que siguen sus estudios en
dicha Universidad, esperamos que sea también de ayuda a los estudiantes de
otros centros que cursen una Mecédnica Cuédntica a un nivel parecido.

En la UNED, el curso se articula en dos cuatrimestres, en cada uno de los
cuales se estudia basicamente un libro de texto. En concreto:

- En el primer cuatrimestre de la asignatura se sigue el texto Fisica Cudnti-
ca de E. Wichman, volumen 4 del Curso de Fisica de Berkeley (publicado
en espanol por la editorial Reverté), en el cual se introduce de manera
brillante la necesidad de una nueva formulacién de la mecdnica para el
estudio de los objetos microscépicos.

- En el segundo cuatrimestre se estudia el formalismo cuéntico propiamente
dicho. Es éste el objeto del presente libro.!

Asi, en la primera parte del curso, el alumno se familiariza con aquellos
conceptos claves del formalismo cuéntico, como pueden ser la funcién de ondas,
los niveles de energia o la interpretaciéon probabilistica. Sin embargo, el rigor
matemdtico es el minimo imprescindible. Una vez que el alumno conoce el
mundo cuéntico, es cuando se le exponen los principios de la Mecédnica Cuédntica
desde una perspectiva formal, aunque adecuada a los conocimientos de un
estudiante de tercer curso (o de segundo curso dentro de un programa de cuatro
aflos) de una licenciatura de Ciencias Fisicas.

No podemos olvidar que la Mecdnica Cudntica es, para la mayoria de los
fisicos, una herramienta necesaria para profundizar en otras disciplinas, como
la Fisica Atémica y Molecular o la Fisica del Estado Sélido. Por esa razdn,
hemos preferido hacer hincapié en los aspectos metodolégicos generales mads

1El libro Introduccion a la Mecdnica Cudntica de Gillespie (publicado en castellano en
su dfa por la editorial Reverté, pero actualmente descatalogado) tiene un temario también
adecuado para esa parte del curso.
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que en las aplicaciones concretas, puesto que éstas seran el objetivo de cursos
posteriores.

Acorde con estas ideas, el libro estd estructurado en cuatro capitulos:

- Un pequeno capitulo introductorio, que repasa someramente la necesidad
de un nuevo formalismo para la descripcién del mundo subatémico, cuya
fenomenologia ya debe ser conocida por el lector.

- Un amplio resumen de la teoria de espacios de Hilbert, con la que el
Alumno ya estd familiarizado tras el estudio previo de la asignatura de
Andlisis Matemdtico II de la licenciatura en CC. Fisicas de la UNED (o
de otras asignaturas equivalentes en otras universidades). El material que
aqui se presenta pretende establecer una notacién matemaética consistente
para su uso en el texto. Ademds, este capitulo permitird que nos podamos
concentrar en los aspectos conceptuales del formalismo cudntico, sin tener
que introducir digresiones técnicas que dificultarian la comprension del
mismo.

- En el tercer capitulo se estudia el formalismo de la Mecdnica Cudntica
propiamente dicho. Aunque el texto sigue un enfoque postulacional, simi-
lar al que aparece en el ya citado libro de Gillespie, nuestra presentacién
considera desde el principio la posible degeneracién de los valores espec-
trales de un observable y también la eventual aparicién de una parte
continua del espectro. Por otra parte, la formulacién de los postulados
de la Mecdnica Cudntica que aqui presentaremos serd lo mas general posi-
ble. Asi, no especificaremos una representacién concreta de los estados
cudnticos, centrandonos en los aspectos conceptuales fundamentales.

- El cuarto y iltimo capitulo es continuacién natural del anterior. En él
dedicamos apartados especiales a las representaciones de posiciones y mo-
mentos para una particula no relativista que se mueve en una dimensién.
A su vez, aplicaremos la teoria general a varios sistemas simples, gracias
a los cuales profundizaremos en los conceptos tedricos expuestos en el
tercer capitulo.

Adema&s de numerosos ejemplos intercalados a lo largo del texto, al final de
los capitulos 3 y 4 el lector encontrard una coleccién de problemas resueltos
en detalle. El alumno debe notar que no todos los problemas son una mera
aplicacién de lo desarrollado a lo largo de la obra, puesto que en muchos casos
los problemas suponen en si mismos la presentacién motivada de nuevas ideas.
De hecho, algunos problemas constituyen, por si solos, una presentacién de
aspectos de la teorfa cudntica, que en otros textos podrian encontrase en los
apartados tedricos. Por eso insistimos en que el lector trabaje especialmente
los problemas y ejemplos resueltos de este libro.
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Igualmente, hemos incluido ejercicios propuestos a lo largo del texto (ex-
cepto en el primer capitulo). Estos ejercicios, de dificultad baja o intermedia,
deberian ser resueltos sin excesivo esfuerzo por parte del lector si ha sido capaz
de entender y asimilar las ideas principales que queremos transmitir.

Los apartados, ejemplos y problemas marcados con un asterisco puede omi-
tirse en un primer estudio del texto, aunque contienen informacion interesante
sobre algunos puntos importantes del formalismo. También queremos men-
cionar que el capitulo 2 no es completamente imprescindible para la compren-
sién de la teorfa cudntica tal y como aqui se expone. Como hemos comentado,
los conocimientos mateméticos que suponemos al lector son los correspondien-
tes a los dos primeros afios de una licenciatura en Ciencias Fisicas. Ahora bien,
este capitulo puede servir de referencia si el lector encuentra dificultades a la
hora de entender la herramienta matematica que se utiliza habitualmente en la
teorfa cudntica a este nivel, pero también al nivel exigible en un curso més es-
pecialidado de segundo ciclo. Por tanto, si el lector cree que sus conocimientos
sobre dlgebra de espacios lineales de dimensién infinita o sobre anélisis funcional
no es el adecuado, le recomendamos una lectura detallada de este segundo capi-
tulo. Bien es cierto que este capitulo también sirve para entender el porqué del
lenguaje empleado en el formalismo cudntico, debido a la notable correspon-
dencia que hay en este caso entre la abstraccién matematica y la informacién
fisica. En definitiva, con la inclusién de este complemento matemaético relati-
vamente amplio hemos querido facilitar la comprensién de la teorfa cudntica,
no entorpecerla. Por tanto, no es nuestro deseo que el alumno dedique una
parte sustancial de su tiempo a asimilar una cantidad excesiva de informacion,
que rara vez va realmente a necesitar. No estd de mds el recordar que, para un
fisico, las matematicas son una herramienta que cumple su labor en tanto en
cuanto proporciona el lenguaje requerido para describir con precisién la reali-
dad fisica. Por ello no hemos incluido aspectos tan interesantes como la teoria
de la medida de Borel, espacios de distribuciones o un tratamiento exhaustivo
de las técnicas de resolucién de ecuaciones diferenciales. Todos ellos deben de
formar parte del bagaje intelectual de cualquier licenciado en Ciencias Fisicas,
pero su ubicacién natural estd en otras asignaturas especificas. Por igual mo-
tivo hemos relajado bastante el rigor en la exposicién. Asi, el lector observara
que hemos omitido muchos detalles formales y que algunas afirmaciones no son
enteramente rigurosas. En otras palabras, la exposicién que hacemos sobre la
teoria de espacios de Hilbert en ningin modo debe considerarse como un susti-
tuto de monografias dedicadas al respecto, sino como una ayuda que sirva al
lector a cubrir la distancia que hay entre el planteamiento matemético formal
y su aplicacion a la Fisica.

En esta segunda edicién hemos hecho varios cambios con respecto a la
primera edicién de esta obra. Ademas de corregir y reescribir aquellas secciones
que podian resultar confusas o poco detalladas, hemos realizado modificaciones
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sustanciales que afectan a la estructura general del texto. En primer lugar, el
capitulo dedicado a la teoria de espacios de Hilbert ha sido rehecho por com-
pleto. Algunos aspectos formales han sido eliminados y, por el contrario, otros
que no habian sido comentados suficientemente en la primera edicién se abor-
dan ahora con més profundidad. Se ha ampliado la descripcién del espectro
continuo de operadores autoadjuntos y la mayoria de los problemas resueltos
que antes aparecian al final del capitulo se han situado ahora intercalados co-
mo ejemplos a lo largo del mismo. La exposicién de los fundamentos de la
teorfa cudntica se mantiene como tercer capitulo, pero en esta nueva edicién
aparece un capitulo dedicado especificamente al estudio de sistemas simples.
Estas aplicaciones del formalismo se abordaban en la primera edicién mediante
un enfoque “constructivo” a través de la resolucién detallada de problemas.
A su vez, se presta mds atencién al ejemplo paradigmatico de los estados de
espin 1/2 y a la resolucion de sistemas en varias dimensiones, aunque separa-
bles en sistemas simples unidimensionales. Aun asi, seguimos omitiendo cons-
cientemente un tratamiento completo del momento angular, de la resolucién
de problemas tridimensionales con simetria esférica y de los rudimentos de la
mecénica estadistica cudntica (t6picos habituales en muchos cursos introduc-
torios a la Mecédnica Cudntica). Creemos que dichos temas deben abordarse
detalladamente en cursos especializados de segundo ciclo.

No queremos cerrar esta presentacion sin agradecer a todas aquellas per-
sonas que nos han hecho llegar sus comentarios y sugerencias y, sobre todo, a
nuestros companeros del Departamento de Fisica Fundamental, especialmente
a los Dres. Elka Koroutcheva, David Garcia Aldea y Miguel Angel de la Casa,
que nos han ayudado a intentar corregir los errores y las erratas, que son casi
imposibles de evitar en cualquier texto.



Capitulo 1

INTRODUCCION
GENERAL

e A principios del siglo XX diversos fenémenos relacionados con la radiacion
y la estructura atéomica de la materia plantearon dificultades para ser interpre-
tados por la fisica cldsica. La radiacién del cuerpo negro parecia contradecir el
principio de equiparticién, y este problema llevé a la idea de la cuantificacién
de la energfa. Por otra parte, algunas propiedades de la materia (por ejemplo,
algo tan basico como el tamafio de los propios dtomos) resultaban inexplicables
para la mecdnica y el electromagnetismo cldsicos. Una primera aproximacién
para tratar de explicar estos fenémenos consistié en complementar las leyes de
la mecédnica cldsica con ciertos principios de cuantificacién, como era el caso de
la teorfa del dtomo de Bohr. No obstante, y pese a que con esto se obtenfan
algunos resultados sorprendentemente buenos, la solucién parecia artificiosa e
incoherente: los principios de cuantificacién se introducian ad hoc y, ademds,
resultaban incompatibles con las leyes del electromagnetismo cldsico.

e Otros fenémenos, descubiertos posteriormente en relacién con el compor-
tamiento puramente mecédnico de las particulas subatémicas, no sélo resultaban
inexplicables dentro de la mecédnica cldsica sino que parecian escapar al propio
marco de descripcién de la misma.

Una particula clasica tiene una trayectoria bien definida en el espacio or-
dinario tridimensional. El estado de la particula en un instante dado estd
determinado por su posicién y velocidad. Por ello, es conveniente matematica-
mente representar la particula por un punto de coordenadas (z,y, 2, Pz, Py, P>)
en un espacio abstracto de seis dimensiones (tres de ellas correspondientes a las
componentes del vector posicién y tres a las componentes del vector momento
lineal') que se denomina espacio de fases. La evolucién temporal del estado de

IEn lo sucesivo, cuando se hable de momento, sin especificar si es lineal o angular, ha de
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la particula viene dada por el movimiento del punto representativo del espacio
de fases (r(t),p(t)), que obedece a un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden, que a su vez se sigue de las leyes de Newton.

Sin embargo, los fenémenos de difraccién de particulas por estructuras pe-
riédicas requieren una explicacién basada en conceptos propios de la fisica on-
dulatoria. Los primeros experimentos de difraccién de particulas, que llevaron
a cabo Davidson y Germer en 1927 e, independientemente, G. E. Thomson en
1928, utilizaban haces de electrones que incidian sobre redes cristalinas. Pocos
anos més tarde, Estermann y Stern obtuvieron difracciéon de dtomos de helio
y actualmente se ha observado difraccién de electrones, protones, dtomos y
moléculas, tanto por redes cristalinas como por el campo periédico creado por
una onda electromagnética estacionaria. En todos los casos, las direcciones de
los haces difractados son las que corresponderian a una onda plana incidente
exp (i2mx/A) de longitud de onda A = h/p (longitud de onda de De Broglie),
siendo p el momento de las particulas del haz incidente y h ~ 6.64 x 10734 J - s
la constante de Planck. 2

o Consideremos un experimento en el que la estructura periédica “infinita”
(en realidad, basta con que sea mucho mayor que la anchura del haz de particu-
las) queda reducida a un par de rendijas paralelas.®> Una fuente de particulas
lanza un haz de particulas en el mismo estado (es decir, preparadas de la misma
forma) sobre una pared en la que hay dos rendijas paralelas separadas una dis-
tancia a.* Tras atravesar las rendijas, las particulas inciden sobre una pantalla
situada a una distancia d, donde son registradas por detectores distribuidos
por la misma (ver figura 1.1). Cuando sélo estd abierta la rendija 1, el registro
de las particulas que llegan a los diferentes puntos de la pantalla corresponde
a la curva Pj, que tiene un tnico maximo frente a dicha rendija. Esto parece
l6gico, puesto que todas las particulas que llegan a la pantalla han tenido que
pasar necesariamente por la rendija 1; el ensanchamiento de la curva (mayor

entenderse momento lineal.

2Estos experimentos de difraccién por estructuras periédicas admiten también una expli-
cacién alternativa en términos de particulas y principios de cuantificacién. En efecto, una
forma de obtener la direccién de los haces difractados consiste en admitir que, en la colisién
con la estructura periddica, se verifica la condicién Ap, -a = nh, siendo a el periodo de la es-
tructura difractante y Apg el cambio de la componente del momento de la particula paralela
a la estructura. En esta interpretacion, defendida por W. Duane en los anos 1930, se evita
el considerar a las particulas como si fuesen ondas planas que se difractan. Sin embargo, la
naturaleza ondulatoria de las particulas es necesaria para explicar otros tipos de fenémenos
como los que veremos a continuacion.

3Una exposicién especialmente interesante de dicho experimento puede encontrarse en
Seis Piezas Faciles, de Richard Feynman (editorial Critica) o el primer capitulo del tercer
volumen de su obra Fisica (editorial Addison-Wesley Iberoamericana). Véase también el
capitulo quinto del libro Fisica Cudntica de E. Wichman, volumen 4 del Curso de Fisica de
Berkeley (editorial Reverté).

4La anchura de las rendijas también es importante pero, por simplicidad, supondremos
simplemente que es mucho menor que a.
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Fig. 1.1. Experimento de la doble rendija. Arriba, las probabilidades de llegada
cuando estd abierta una u otra rendija (no las dos). Abajo, en linea de trazos la suma
de las probabilidades P; 4+ Ps; en linea continua la probabilidad de llegada cuando
ambas rendijas estdn abiertas simultdneamente.

cuanto m4s estrecha es la rendija) no serfa dificil de explicar teniendo en cuenta
que los bordes de la rendija pueden afectar a algunas de las particulas que la
atraviesan. Una curva similar, P, se obtiene cuando sélo permitimos que esté
abierta la rendija 2.

Ahora bien, desde el punto de vista clasico parece claro que la trayectoria de
una particula que pasa por la rendija 1 no deberia verse afectada por el hecho
de que la rendija 2 esté abierta o cerrada. Por consiguiente, cabria esperar
que cuando estdn abiertas las dos rendijas, la curva que da la distribucién
de los puntos de llegada de las particulas fuera la suma de las curvas 1 y 2
(para una misma duracién del experimento). Sin embargo, no es esto lo que se
observa cuando ambas rendijas estdn abiertas; lo que se observa realmente es
una figura con varios maximos y minimos, similar a los patrones de interferencia
de las ondas. Lo méds destacable es que existen puntos en la pantalla a los
que pueden llegar particulas cuando estd abierta sélo la rendija 1 o sélo la
rendija 2, pero a los que apenas llegan particulas cuando estdn abiertas ambas
rendijas. Asimismo, existen puntos para los que el nimero de particulas que
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llegan cuando ambas rendijas estdn abiertas es mayor que la suma de las que
llegaban atravesando la rendija 1 (cuando la 2 estaba cerrada) y las que llegaban
atravesando la rendija 2 (cuando la 1 estaba cerrada).

La forma de estas curvas puede explicarse, una vez mds, a partir de un
formalismo tomado de la teoria ondulatoria. En efecto, supongamos que p = hik
es el médulo del momento lineal de las particulas incidentes, donde i = h/ (27)
es la constante de Planck racionalizada. De esta manera, el haz incidente viene
descrito por una onda plana exp (ikx). Si suponemos que la interaccién de las
particulas con las rendijas es una colisién eldstica, cada rendija se convierte en
la fuente de una onda cilindrica de vector de onda k, siendo coherentes ambas
ondas emergentes, es decir, que tienen una misma fase bien definida. Para un
instante ¢, las amplitudes de la onda 1 y la onda 2 en un punto (0,z) de la
pantalla serdn respectivamente

¢1<o,z)=\/—%exp<ikr1> : %(o,z):%exp(m),

siendo r; y ro las distancias desde cada rendija al punto de la pantalla. Las
intensidades de dichas ondas en dicho punto son

_ 2 _ AP _ AP

1(0,2) = [¥,(0,2)]" = =T
2 2
L(0,2) = [¢5(0,2)] = 1AF _ 4]

T2 &2+ (z+a/2)?

que son, por tanto, proporcionales a las probabilidades P; y P> de que una
particula impacte en un punto (0,z) de la pantalla si sélo la rendija 1 o la
rendija 2 estd abierta, respectivamente. Ambas curvas presentan un tnico
maximo (centrado en z = +a/2) y decrecen a medida que nos alejamos de él.
Estas expresiones describen a las curvas 1 y 2 que, recordémoslo, son las que se
obtienen cuando sélo la rendija 1 o sélo la rendija 2 estd abierta. Por su parte,
cuando ambas rendijas estdn abiertas la amplitud de la onda en (0, z) seria la
suma de las amplitudes de las dos ondas procedentes de 1 y de 2

A ) A )
¥12(0,2) = ¥1(0,2) + ¢2(07 z) = \/_7’_1 expikr; + — expikra

NG

y su intensidad

112(07 Z) = |¢12(0, Z)|2 = W}l(oa Z) + wQ(Ov Z)|2

2|A)°

= 0,2)° + 0,2)]> + ——

191(0,2)[” + |12(0, 2)] s

que es proporcional a la probabilidad P;s de que la particula impacte el punto
(0,2) de la pantalla si ambas rendijas estdn abiertas. Si d > a podemos

cos [k(r; —r2)],





