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1. X e Yson los ejes principales de inercia en el centro de masas G
de un sistema plano de 2 kg de masa. Se sabe que:

Iy = 10 kg - m® Iy = 20 kg - m®
Se pide:
1.°) Temsor de inercia em A.
2.°) I, L.

3.°) Ecuacién de la elipse de inercia de centro em A.

Y y

1.°) Tensor de inercia en A

Calculamos primero los momentos y producto de inercia respecto a los
ejes x,, v, paralelos a los X, Y, en A, mediante el tecrema de Steiner:

Ix=10 Iy =20 Py =0
I, =Ix+mdi=10+2-3"=28kg -m’
I, =Iy+md; =20 +2 -4 =52 kg - m’
Py =Pxy+mdid,=0+2-(4)-3=-24kg-m’
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El tensor de inercia referido a estos ejes sera:
= |1, -B,| [28 24
IA —_ 1 171 =
~Px1>’1 I)’l 24 52

2.°) I, I,

El momento de inercia respecto a un eje que pasa por A y forma un dngu-
lo 9 con €l eje x; en sentido antihorario es:

I5=1I, cos’ 6+ 1, sen” 6—2P,, sen 6 cos 6
Sustituyendo los valores se tiene para este caso:
I, =1, cos’ (-37°) + I, sen’ (-37°) - 2P, , sen (-37°) cos (-37°) = 13,6 kg - m’

I,=1I, cos®53° + I, sen’ 53° - 2P, , sen 53° cos 53° = 66,4 kg - m’

Se podria haber hecho en forma matricial:

I;=u'-1,-u

siendo #z el unitario en la direccién del eje.

cos37°

I, =”cos37°—sen37° 28 24 =13,6 kg-m’
24  52|[—sen37°

Iy=“CosS3°senS3° 28 24 cos53 = 66,4 kg-m’
24 52fllsen53°
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3.°) Elipse de inerciaen A
Referida a los ejes x,, yi, sera:
K*=1=LE8+I,7 - 2P, £n =288 + 521" + 48&n

donde hemos tomado K =1

Otro método

Podemos calcular primero los momentos y el producto de inercia respec-
to a unos ejes x,, y,, paralelos a los x, y, con origen en G. Puede hacerse como
en el caso anterior o mediante el circulo de Mohr. Aqui lo haremos siguiendo
lo segundo.

Y & Yo
/ |
4
& , X
\\\ 3!
5 "~
37®
X Xy
P ¢
| Iy, = 16,4 N
K/j%z: 4,8
(ot I
1X=ﬁ@
IRQ: ﬁgg
Iv =20
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Los momentos principales Iy, [y, se representan en el eje de abscisas y son
los extremos del circulo. Haciendo la figura a escala, se hallan graficamente
los valores de I, I,,, P.,,,- También se pueden obtener de las relaciones:

Ixz = IY -|2-IX - IY ;IX COSZ@ = 20;—10 - 20_10COS(2.370) :1316 kgmz
I, = D 0520 = 20+ 20 cos(2-377) = 16,4 kg
o = Iy =Ty sen26 = 2O_losen(2~37°) =4,8 kg-m*

Conocidos estos valores, aplicamos los teoremas de Steiner:
L =1I,+mD}{=13,6 +2-0°=13,6 kg - m’
L=, +mD;=16,4+2-5 =66,4kg-m’
P,=P., +mDD,=48+2-0-5=48kg - m’

22

Con estos valores ya podemos contestar todos los apartados, aunque el
tensor de inercia y la elipse de inercia los deberemos referir a los ejes x, y.
Para referirlos a los x;, y;, como se hizo anteriormente, deberiamos calcular
previamente I, I,, P,,,, y esto resulta mucho mas cémodo por el primer
método.

Se harfa:
I, =1I, cos’ 37° + I, sen® 37° — 2P, sen 37° cos 37° = 28 kg - m?
I, = I, cos’ 127° + I, sen® 127° - 2P, sen 127° cos 127° = 52 kg - m?
P, =-(, ~I,)sen6cos 6 +P,, (cos’ §—sen’ §) > P, , =-24kg - m’

541

2. FI tensor de imercia de un sistema plano en unos ejes x, y, que
contienen al c.d.g. es:

mp: 0 m = masa total del sistema

0 mp] p..p, =radios de giro

1.°} Demostrar que la elipse central de inercia puede representarse
por la ecuacién

g ..m
A/p ) @/p,)?

(&,7m) eelipse de inercia

2.°) Sean X, Y, unos ejes cualesquiera para los que se cumple:

Ix = m(p; + Ap3) Py = mu(p;, — p3)
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~ Si ambos ejes son perpendiculares y pasan por el c.d.g., demostrar
que Ae (-°, 1) yque ye (-1/2, 1/2).

3.°) X, contiene al punto (0, - \/E) v al vector 3i-4j. Hallar Iy.

4.°) Siendo p, > p,, justifique que si s es una recta que forma un dngu-
lo ¢ con el eje x, en sentido antihorario, sucede que:

a) I, decrece si ¢ < m/2.

b) I, crece si ¢ > 7/2.
1.°) De la matriz de inercia que nos da el enunciado, se ve que P, = 0.
Esto nos dice que los ejes x, y, son los principales de inercia.
Ademas:
I = mpazc L= mPi

La elipse central de inercia tiene centro en G, siendo su ecuacién, referi-
da a unos ejes coincidentes con las direcciones principales:

1152 + Iznz = K2

&W

(0,~V2)

Como en este caso x e y son los ejes principales, se tiene:

Il=[x IZ:I)’
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Por tanto:

g
LE+In=K*>—=2—+ 1 _g?
’ U, 11,

Sustituyendo I, e I, y haciendo K = \/Z ,

2 2 2 2 2
52+772=K2_) 52+n2_K_
Ump; 1/mp; A/p) U/p,)y m

que es lo que tenfamos que demostrar.

2.°) Seanlos ejes X, ¥, indicados en la figura, que forman un dangulo 8 con
los %, v, en sentido antihorario. Se tiene:

Ix=1I. cos® 6 + I, sen’ 6 - P,,, sen 26 = mp? cos® 0 + mp? sen? 8

Como nos dicen que Iy = m(p’ + Ap3), identificamos

2 2 2 2 2
cos @+ p sen @ —
m(p; +Ap2) =m(p? cos® 9 +p}sen’d) > A= Px Py P _

2

_ p;sen’6 — p(1-cos® 6) _ (p2 - p2)sen’d _ (I—B—i—] 5
p %
Teniendo en cuenta que 0 = sen’ 6 = 1, la variacién de A serd entre
A=-° para p,=0
A=1 para p.=0
Por tanto: A e (-°, 1].
También se podia haber hecho a partir de /3.
Iy=1I, cos® (W2 + 6) + I, sen’ (W2 + 6) = I, sen’ 6 + I, cos’ 0
Sumando miembro a miembro a Iy, y teniendo en cuenta que
Iy+ Iy =1, +1,—>m(pl +Ap})+ 1y, =m(p? +p2) =1, = A-A)ymp2

[,20-51-1=z0- A=1
Para demostrar que y € (~1/2, 1/2), partimos del producto de inercia Pyy.

I, -1 mp> —mp?
P, =2 * sen20 — L Pr MPx
2

sen26 =mu(pl —pi) — p1=1/2sen28

Ycomo-1=sen20=1->-12=pu=1/2.
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3.°) Calculamos primero el momento respecto a un eje paralelo a X; que
pase por G.

Iy, =1, cos’(-53°)+1, senz(_53o)=zﬂs(9p: +16p§)

32,
2,

Aplicamos el teorema de Steiner, con d= \/E cos53° =

18 m
I, =1, +md®="2(9p% +16p2)+m=—==—-—(9p2 +16p> +18
% = Iy, +md* =22 (9p; +16p) +m o 55 9P +16p;, +18)
4°) I, =1, cos ¢ + I, sen® ¢ = mp: cos” ¢ + mp; sen” ¢
Derivando esta expresién con respecto a ¢:
al,
a9

= —2mp? sen$cos ¢+ 2mp; sendcos = msen2¢(p; - p2)

0<¢<7r/2—>sen2¢>0—>%%<0—>1$ decrece al aumentar ¢

wl2<p<m—sen2¢<0— 8q; >0 — I, crece al aumentar ¢

2 2

3. &+ % + % = ——17 es el elipsoide central de inercia de un cuerpo
ma

de masa m respecto a unos ejes X, ¥, Z. P es un punto de coordenadas

(a, —a/2, —a) respecto a los ejes anteriores; {x, 3 z}, es un triedro centrado

en Py paralelo al (X, ¥, Z}. Hallar:

— Valor de a para que el momento de inercia respecto a un eje que
pasa por P y forma 4ngulos iguales con los x, y, z, coincida numérica-
mente con la masa.

El elipsoide central de inercia referido a unos ejes coincidentes con las
direcciones principales, y con k = 1, tiene por ecuacion:

LE+ L+ ;=1

Operando en la ecuacién que nos dan, se puede poner en la forma:
2g2 1 2,..2 1 252
ma*& +—2—ma 1 +§ma =1

de donde, identificando, resulta:
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1
I, =ma® I, ==ma? I, ==ma?
X a ¥=3 z=3

Tomamos un sistema de coordenadas con origen en P y ejes paralelos a
los X, ¥, Z. Los lamamos x, y, z. Las coordenadas de G respecto a estos nue-
vos ejes seran: G(—g, a/2, a).

El momento de inercia respecto a una recta § que pase por B y forme
angulos o, By ¥y conlos ejes x, ¥, z, es:

Is=1.cos’ o+ I, cos® B+ I, cos® y— 2P, cos o cos f§—

- 2P,, cos o cos y— 2P, cos B cos y

Calcularemos los momentos y productos de inercia mediante los teoremas
de Steiner.

I, =1, +md’ =ma* +m(y(2;+zé)=maz+m(az/4—+c12)=219—ma2

I,=1,+md; =%ma2 +m(xl +zé)=%ma2 +m(a* +az)=§ma2

=1, :mdf :%maz+m(x(2;+yé):%maz+m(az+az/4):%ma2

ny =ny+mdxdy =0+m(—a)-a/2=——;—ma2
sz =PXZ +mdxdz =0+m(—a)~a =_ma_2

P, =P, +mdd, =0+m-a/2-a=%ma2

ya que Pxy = Pxy; = Py; = 0, por ser X, Y, Z, las direcciones principales.
Como a = f = % se tiene:
cos’ a+cos’ f+cos’y =1 3cos’ @ =1-> cosa =cos f=cosy=1/3
donde se han tomado sélo los valores positivos de las raices. Sustituyendo:

2 2
ma l+2ma2—1——2ma l-—--2—5ma2
2 3 3 2 3 9

I, =2ma21+—5—ma21+£ma21+2
4 3 2 3 12 3

I5=m—>%5ma2=m—>a=3/5
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4. Sea una varilla homogénea de longitud g, y densidad 1 kg/m. Se
divide a la mitad obteniendo dos trozos. El izquierdo se vuelve a dividir
a la mitad, con lo que la parte izquierda tendra ahora una longitud a/4,
y la derecha 3a/4. Se repite la operaciém «n» veces, hasta que el momen-
to de imercia del conjunto formado por ambos trozos respecto a un eje
perpendicular a la varilla por el c.d.g. del trozo izguierdo sea mayor que
Aa’/4. Hallar:

1.°) Valor minimo de » para el que ocurre.

2.°) Momentos de inercia méximo y minimo del conjunto respecto a
dicho eje y valores de n para los que se obtienen.

1.°) Las longitudes de ambos trozos para los sucesivos valores de n son:

Parte izquierda
al2,al4, als, ..., al2"

Parte derecha

a-al2,a—al4 a-als, .. a—al2"

- @/gn'] a-8/2n

La distancia entre los c.d.g. de ambas partes tras la divisién n-ésima es:

golae 16, 1) 2@
220 2 2" 2
que es, COmo Vemos, independiente de n.

Para calcular el momento de inercia del conjunto, lo hacemos de cada
parte y luego sumamos. Recordemos que el momento de inercia de una vari-
1la homogénea respecto a un eje perpendicular 2 ella por su centro de masas
es 1/12 mL?, siendo m la masa y L la longitud.

Llamamos 7, al momento de inercia del trozo izquierdo e I, al del trozo
derecho. Se tiene:
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1 1 a a : 1 a’
L=—ml="—A—|=| ==21
P 12( 2”}(2") 12" 2%

1 1 1 1Y 1)a?
et ot w11 - L)

12
1 1 1Y
-2 12 +3
12 2n 2n

habiendo aplicado el teorema de Steiner para el calculo de L.

Sumando resulta:

1:11+12'=I12—,1a3(4——267+2‘:’n

]:-I—Aa3(4-6-2—"+3-2-2")
12

Se podria haber hallado de forma més cémoda, calculando directamente
el momento de inercia de una varilla de longitud a, respecto al eje que nos
indican, mediante la aplicacién del teorema de Steiner:

2
I=t O +2a E-L12) L as6.0m 4 3.0
12 2 227) 12

Haciendo el cambio p = 27 e imponiendo la condicién del enunciado, se
tiene:
3 3
1zl 52 462 s3.0e 2
4 12 4
=327 -6-2"+120- 3" -6p+1=0—
6£+36-12 p=1,8164 > n=-0,8611
S p=—
6 p=0,1835—>n=2,446

donde se ha tenido en cuenta que

p=2"‘—>n=—1izZ

In2

El primer «#» no nos sirve por ser negativo. Como ademas # debe ser un
namero natural, el primer valor de # valido es:

n=3

2.°) Derivamos el momento de inercia I respecto a 7, igualando dicha deri-
vada a cero. Sera:
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3 3 n N
I=%(4_6_2—n+3.2—2n)__)_§_22a (6 2 1n2_3 2-2 11'12)

—E 2271 24n
27"=0>on=0
a _ o m1-27y=0— "
dn 1-2"=0>52"=1-n=0

Si hallamos la derivada segunda y sustituimos el valor obtenido, resulta:

&SI Ad® —2".1ln2 2-2**-In2) Ad®
—=2"1In2 + =2 (In2)*(2-272" -2
an 2 n L 22n 2411 ) 2 ( ) ( )

2 3
—Paran=0——>jd—l=/1—a—(ln2)"‘ >0 — I es minimo — Im=—1—fta3
: dn® 2 12

Podemos fijarnos que la sucesién formada por los valores de I correspon-
dientes a los sucesivos valores de #, es mondétona creciente, con lo que el
mayor momento de inercia corresponderd an = ° . Ademas, dicho momento
de inercia maximo ser4 el de una varilla respecto a un eje normal a ella en un
extremo.

I

max

Ly
3

5. La figura representa un tridgngulo rectangulo OAB, en elque OA =
OB = a. Desde O se traza la perpendicular OM a AB, y desde M, la per-
pendicular MB’ a OB, con lo que se obtiene el triangulo BMB'. Se repite
la operacién «» veces. Hallar:

A

0 B’ B

1.°) Temsor de inercia en O del tridngulo que se obtiene después de
la operacién n-ésima.
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2.°) Momento de inercia de dicho tridngulo respecto a la recta OM.

3.°) Valor minimo de n que hace que el radio de giro respecto al eje
«y» sea 10 veces mayor que el radio de giro segiim «x».

4.°) Para dicho valor de », obtener los momentos y direcciones prin-
cipales en O.

1.°) Tensor de inercia en O

Las longitudes de la base y altura de los tridngulos correspondientes a los
sucesivos valores de # son:

Base: al2, al4, al8, ..., a/2".

Altura: al2, al4, al8, ..., al2".

n- 6simo
%on

Yo

El area del tridngulo n-ésimo sera entonces:

laa_la2

- 29nn 22
Por tratarse todos ellos de triangulos rectangulos isésceles, los momentos

de inercia respecto a la base y a la altura son iguales. Calculemos el momen-
to de inercia de un triangulo de este tipo respecto a la base:

h h
b b >yt 1
I = 2dS= 2 d = Zh__ __d = — hy__z_ :_bh3
e .Ey j.yxy .B:,y( Dy h{ 34| 12

Se ha supuesto que el tridngulo es homogéneo, y se calculé el momento
de inercia geométrico.
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Aplicando esto al triangulo n-ésimo resulta:

1

=———(a/2")(a/2")3 a*/2%"

Y si llamamos I; al momento de inercia respecto 2 la altura de dicho
tridngulo, el resultado es el mismo:

I =ta*/2"
' 12

Aplicamos el teorema de Steiner dos veces para calcular el momento res-

pecto al eje y.
1 2
, a
I=1;+S [557]

De donde, si eliminamos I, (momento de inercia respecto a un eje para-
lelo al eje y, que pasa por el c.d.g. del tridgngulo considerado), resulta:

1 2 2 2 9 2 2 1 2
I =1'-S|22] +s|a-22| = +SZ||2°-2| -|=]| |=
¥y ¥y 32n 3271 y 22n 3 3

_la
12 24n

(3-8-2"+6-2"")

Este momento de inercia puede obtenerse directamente de acuerdo a la
definicién, comprobandose que el resultado es el mismo:

3 418
I ——j x*dS = jx ydx = 'gux (a- x)dx_aic___i_ —
a-a/2" 3 4 a-a/2"

1 at

=55 38274627
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Calculemos ahora el producto de inercia:

ny=’§:§‘xyd8= g xdx ydy=‘§' x[l(a—x)z:ldxz
a—-a/ 270 a-ai2" L@
12 2a8° x| 1 a*( 3 .
—o(ax s x|\ _laf 35,
202 T3 @) Tiom| 2

Ya conocemos, pues, el tensor de inercia. Bastaria sustituir los valores
hallados en:

-P,
—P, I

xy y

2.°) Mowmento de inercia respecto a la recta OM

Utilizamos la expresién de I5, que podemos escribir en forma matricial:
Is=u'-T,-@

siendo u el vector unitario en la direccién de la recta OM.

Como el angulo que forma la recta OM con el eje x es de 45°, el vector u
es:

Z=1/N2)i+W/N2)]

Sustituyendo se tiene:

15=“1/\/5 1/@“-

I, —ny
—P, xy 1 y

/42
/2,
1 a

4
=EZEE(7—142,”+623”)

1

=21
2

1
. +-1,-P =

x —2— xy

3.°) Teniendo en cuenta la expresién de radio de giro:

mp* =1 p=~I/m

para que el radio de giro respecto al eje «y» sea 10 veces mayor que el radio
de giro respecto al eje «x», el momento de inercia I, debera ser 100 veces
mayor que /,.

Por lo tanto, se tiene:
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4
py:lOpx —>Iy=100'[x —>1_12'%(3—82"+622n)=

4
-_-100_1_“_

TRE —6-2"-8-2"-97=0

Hacemos el cambio 2" = p, con lo que queda una ecuacién de 2.° grado en
p, que se resuelve:

6p*-8p-97=0-p=

84/64+2328 {p= 4,7423

12 p=-3,4090

El valor negativo no nos sirve porque hace negativo el valor de #, y éste
debe ser un nimero positivo. Del otro valor de p obtenemos el correspon-
diente de n:

_Inp

n

n =2,2455

Como # debe ser un nimero natural, el primer valor de n que satisface la
condicién pedida es

n=23

4.°) Mowmentos y direcciones principales en O paran =3

Sustituimos el valor de n mencionado en Z,, I, y Py

I, ! a* I=323 a* P = 29 a*
49.152 ? 49.152 ¥ 98.304

Por ser un sistema plano, las direcciones principales se obtienen de:

2P 20, =5,146°— a, =2,573°
tg Qo) = RN ) —>{ ! !

I,-1, 322 20, =185,146° — o, = 92,573°
Se sustituyen estos dos valores del angulo en la expresion:

Is=1, cos’ a+ I, sen” a— P, sen 2a)
Resulta:

2 2
I, =1, cos’ oy +1 sen” oy — P sen(2ay) =

0,348

= at '—-7,087‘10"'5514
49.152



