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Capitulo 2

Conexion entre la Mecanica
Estadistica y la
Termodinamica

2.1. Calor y trabajo

Consideremos dos sistemas A y A’ inicialmente en equilibrio. Y vamos a poner
estos dos sistemas en contacto de forma que puedan interaccionar entre ellos, inter-
cambiando energifa, pero de tal modo que ambos sistemas considerados conjuntamente
constituyan un sistema aislado. Empleando un lenguaje termodindmico cada sistema
constituye el entorno del otro. Macroscépicamente sabemos que este intercambio de
energia puede efectuarse de dos maneras distintas: en forma de calor y en forma de
trabajo. Lo que pretendemos en este apartado es profundizar un poco sobre estas ideas
a escala microscépica.

Diremos que la interaccién entre A y A’ es puramente térmica si los pardmetros
externos de ambos sistemas permanecen fijos durante la interaccién.

Si conocemos p(q, p) para cada sistema A y A" antes de la interaccién y después de
ella, podemos calcular la variacién de la energia media de cada sistema AFE y AT
Como el sistema A y A’ estd aislado, se deduce que la suma de las energias E + E’
ha de ser constante y por lo tanto

AE+AE'=0 (2.1)

A la magnitud AF en una interaccién puramente térmica, macroscépicamente se le
denomina calor absorbido por el sistema y se le representa por Q y a —AFE calor
cedido por el sistema, representandose por —@Q. Con estas denominaciones podemos
escribir(2.1) en la forma

Q+Q'=0 = Q=-0¢ (2.2)
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que expresa que el calor absorbido por un sistema es igual al calor cedido por el otro.
Obsérvese que el calor aparece como una energia en transito. Tal y como se dice en
Termodindmica no tiene sentido hablar del calor que posee un cuerpo, sino tunica-
mente de la energia que se transfiere entre dos sistemas en una interaccién puramente
térmica.

Sean ahora A y A’ dos sistemas, cada uno de ellos en equilibrio. Si, manteniendo
sus pardmetros externos constantes, cualquier estado de equilibrio de A es compatible
con cualquier estado de equilibrio de A’, es decir, si no interaccionan térmicamente,
se dice que estdn térmicamente aislados uno del otro. Dos sistemas térmicamente
aislados pueden todavia interaccionar entre si mediante variacién de sus pardmetros
externos. Es la denominada interaccion mecdnica.

Andlogamente al caso de la interaccién térmica, el conocimiento de p(g; p) corres-
pondiente a los estados inicial y final de A y A’ nos permite calcular AE y AE . Si
el sistema compuesto A + A’ estd aislado se cumplird de nuevo que

AE + AE =0
Macroscépicamente, en el caso de interaccién mecdnica la variacién de energfa me-
dia AFE se denomina trabajo ejercido sobre el sistema —W y a —AFE, trabajo ejercido
por el sistema +W.! En general se suele hablar simplemente de trabajo refiriéndose

a la cantidad —AF. La relacién anterior expresa en este caso que el trabajo realizado
por un sistema es igual al ejercido sobre el otro, o sea

W -W'=0 = W=-W (2.3)

siendo

W=-AE y —W =AF (2.4)
por definicién, el trabajo realizado por el sistema A y el trabajo realizado sobre el
sistema A’, respectivamente (de manera totalmente equivalente se podia haber elegido
que fuera el sistema A’ el que realizara trabajo sobre el sistema A).

En una interaccién de tipo general varfan los pardmetros externos y ademds ambos
sistemas intercambian energia en forma de calor. En este caso escribiremos para la
variacion de energfa de un sistema

AE = (AF) + (AE)mecénica (25)

0, utilizando las definiciones de calor y trabajo introducidas anteriormente,

térmica

AE= Q@ - W (2.6)

que constituye la expresién del Primer Principio de la Termodindmica.? Un punto
importante a resaltar es que mientras aqui, en Mecdnica Estadistica, este principio

1Los signos en las definiciones anteriores se han escogido con objeto de que nuestra expresién
del trabajo coincida con la convenida en Termodindmica. El mismo fin tiene la eleccién de signos
efectuada para el calor.

2Recordemos que Q es el calor absorbido por el sistema y W es el trabajo realizado por el sistema.
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aparece como una consecuencia de la conservacién de la energia del sistema, tal jus-
tificacién no es en rigor valida en Termodindmica donde no se consideran modelos
microscépicos, y no cabe identificar la energia interna con ningin tipo de energia
mecénica.

Para un proceso o interaccién infinitesimal obtenemos la forma diferencial del
primer principio

dE = 6Q — W (2.7)

donde hemos indicado mediante el simbolo ¢ el cardcter “inexacto” de los diferenciales
de calor y trabajo, lo que como es bien sabido refleja el hecho de que el calor y el
trabajo en una transformacién dependen del proceso de que se trate y no unicamente
de los estados inicial y final del mismo (no confundir este simbolo, que sélo se aplica
a las magnitudes calor y trabajo, con la funcién delta de Dirac).

2.2. Procesos cuasiestaticos

Los razonamientos y resultados del apartado anterior son generales, en el sentido
de que no hemos realizado ninguna hipétesis sobre la forma en que se ha llevado a
cabo el proceso de interaccion. Nuestros resultados formales han surgido de considerar
uinicamente los estados inicial y final del sistema. Si queremos estudiar con més detalle
la evolucién del sistema entre los estados inicial y final, es decir si queremos estudiar
los estados intermedios por los que atraviesa el sistema, en general nos saldremos del
marco de la Mecdnica Estadistica del equilibrio que estamos desarrollando, pues esos
estados serdn de no equilibrio.

Sin embargo, vamos a admitir como postulado basado en la experiencia que todo
sistema aislado tiende a una situacién de equilibrio, la cual alcanza al cabo de un cierto
tiempo. Este tiempo, caracteristico de cada sistema y que dependerd del grado de
separacion del equilibrio, se denomina tiempo de relajacién. Si un sistema en equilibrio
se perturba bruscamente, separdandolo apreciablemente del equilibrio, el tiempo de
relajacion serd grande, y el sistema pasard un intervalo de tiempo relativamente largo
fuera del equilibrio. Por el contrario, si la perturbacién es infinitamente pequena el
sistema alcanzard rédpidamente la situacién de equilibrio.

Diremos en Mecénica Estadistica que un sistema experimenta un proceso cuasi-
estdtico cuando las interacciones que experimenta son lo suficientemente lentas como
para que pueda considerarse al sistema en equilibrio en todo instante, es decir, cuando
el proceso experimentado por el sistema puede considerarse como una sucesién de
estados de equilibrio. Desde luego se trata de procesos ideales, no realizables en la
préactica, ya que exigirian un tiempo infinito de experimentacién. Sin embargo, la
consideracién de tales procesos constituyen un arma poderosa para el desarrollo de la
Mecénica Estadistica al igual que sucede en la Termodindmica.

Sean X7, Xs,... X, los pardmetros macroscépicos externos que definen el estado
del sistema. Ejemplos tipicos de pardmetros externos son el volumen y la intensidad
de un campo externo aplicado. Como ya hemos dicho, aunque la dependencia del
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hamiltoniano respecto de estos pardmetros no suele ponerse en Mecdnica explicita-
mente de manifiesto, esta dependencia evidentemente existe si pensamos en sistemas
conservativos, que son los que nos interesan en Mecédnica Estadistica, donde el hamil-
toniano representa la energia del sistema. En este apartado indicaremos por claridad
explicitamente dicha dependencia.

Escribimos pues el hamiltoniano del sistema como

H=H (q,p,X) (2.8)

donde, como siempre, hemos utilizado las notaciones abreviadas

g ={a}, p={p} vy X={X.}

Variemos ahora cuasiestdticamente uno de los pardmetros X, del sistema en una
cantidad infinitesimal dX,, manteniendo el sistema térmicamente aislado. Al pasar
a una descripcién microscépica cada uno de los microestados accesibles al sistema
modificard su energia en

dH =

o H
5% Ko (2.9)

. Cémo variard la energia del sistema macroscépico? Pues serd *

— — -— OH
dE = dB = dH = o<

dX, (2.10)

«
donde el valor medio habrd de calcularse sobre el correspondiente conjunto de mi-
croestados. Si el proceso es cuasiestdtico sabemos que el conjunto podrd tomarse en
todo instante como correspondiendo a una situacién de equilibrio.

Teniendo en cuenta la definicién de trabajo (2.4) obtenemos (recordar que el sis-
tema se mantiene térmicamente aislado)

W =Y, dX, (2.11)

donde hemos introducido el concepto de fuerza generalizada Y,, conjugada del pa-
rdmetro externo o coordenada generalizada X, y que se define microscépicamente
como

OH
Yo = —3% (2.12)

Esta relacién la escribiremos macroscépicamente como

v OH
. = —

0X,
Si en vez de tratarse de una variacién infinitesimal se trata de una variacién finita del
pardmetro, serd

(2.13)

3 Obséverse que, para escribir este resultado, necesitaremos identificar el valor medio de la variacién
de la energia con la variacién de su valor medio
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Xa,final o
W = / Y, dX, (2.14)
Xa,inicial
con la condicién de que el proceso sea cuasiestdtico, en cuyo caso estd definido en
todo instante el conjunto sobre el que debe calcularse el valor medio Y ,. Como ejem-
plos méds representativos y ttiles, mencionaremos que, si el pardmetro externo es el
volumen, la fuerza generalizada conjugada es la presién, mientras que si se tratara
de un campo magnético externo, la fuerza conjugada seria el momento magnético
(recordemos que la imanacién es el momento magnético por unidad de volumen).
Cerraremos esta seccién con las dos observaciones siguientes:

i) Si en vez de variar un tnico pardmetro externo, se varfan varios pardmetros
simultdneamente, la expresion diferencial del trabajo serd

W =>"YadXa (2.15)

ii) Los resultados obtenidos aqui son védlidos independientemente de cudl sea el
conjunto o colectividad introducido para describir el estado de equilibrio macroscé-
pico del sistema. Hasta ahora sélo hemos introducido el conjunto microcanénico, que
corresponde a un sistema aislado, pero mas adelante introduciremos otros. De hecho
es evidente que aunque la distribucién inicial del sistema fuera microcandnica, ésta
deja de ser vélida para describir los estados intermedios (supuestos de equilibrio) que
se alcanzarian a lo largo del proceso, e igualmente sucede con el estado final. En
efecto, en general cada uno de los microestados modificard su energia en cantidades
diversas pues OH/0X,, dependerd de en qué punto del espacio de las fases (microes-
tado) se calcule. Consecuentemente al final de la interaccién todos los microestados
no corresponderan a un mismo valor de la energia, aunque asi fuera inicialmente.

2.3. Reversibilidad e irreversibilidad

De acuerdo con nuestro segundo postulado de la Mecédnica Estadistica, a un sis-
tema aislado en equilibrio le corresponde una distribucién que asigna la misma pro-
babilidad a todos los microestados accesibles. Microestados accesibles, en el caso de
un sistema aislado, son aquéllos que corresponden al valor dado de la energfa del
sistema y, ademads, cumplen unas ciertas condiciones derivadas del conocimiento que
tenemos del mismo. En este apartado vamos a llamar a esas condiciones ligaduras,
pues este término representa més claramente el significado que pretendemos poner de
manifiesto.

A fin de fijar ideas vamos a referirnos a un ejemplo concreto. Imaginemos un
recinto dividido mediante un tabique en dos partes iguales, cada una de ellas de
volumen V. Una de las partes se encuentra ocupada por un gas ideal y la otra vacfa.
Entenderemos en este caso por ligadura la restriccién del gas a ocupar uno de los
volimenes V', siendo el otro inaccesible a las moléculas que lo componen.
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Supongamos ahora que eliminamos una de las ligaduras del sistema, mantenién-
dolo aislado. Sucederd entonces que un cierto nimero de microestados, que antes eran
inaccesibles al sistema, serdan ahora accesibles o, dicho de otra manera, resultard que
una region del espacio fdsico que antes era incompatible con la descripcién macros-
cépica del sistema se convertird en compatible al eliminar la ligadura. Desde luego
todos los microestados accesibles al sistema antes de eliminar la ligadura lo seguirdn
siendo después. En resumen, sera (ver (1.34) y (1.35))

AVARAY

Li(E) (2:17)

donde los subindices i y f se refieren, respectivamente, a los estados de equilibrio
antes y después de eliminar la ligadura (inicial y final).

En el caso de que se cumpla el signo mayor, la densidad de probabilidad p(g, p) que
existia en el estado 7, y que asignaba probabilidades nulas a todos los microestados no
accesibles al sistema con la ligadura, no puede representar una situacién de equilibrio
después de eliminar aquélla. Nuestro postulado afirma que en el equilibrio de un
sistema aislado todos los microestados accesibles deben ser igualmente probables. Es
decir que el sistema evolucionard hasta alcanzar una distribucién de equilibrio que
corresponda a la nueva situacién. Sélo en el caso de que Q;(E) = Q(E), y por lo
tanto I';(E) = T'f(E), el estado de equilibrio no se alterard por la eliminacién de la
ligadura.

Estas ideas pueden concretarse facilmente en el ejemplo que hemos citado antes.
Imaginemos que eliminamos el tabique de separacién entre los dos voltimenes. Eviden-
temente, la distribucién que tenfamos asignando probabilidad nula a toda la regién
del espacio fasico correspondiente al volumen inicialmente vacio, no puede representar
una situacién de equilibrio, una vez eliminado el tabique. La nueva distribucién de
equilibrio debe de asignar probabilidades iguales a todas las posibles posiciones de las
particulas dentro del volumen 2V,

Imaginemos ahora que una vez alcanzada la nueva situacién de equilibrio impo-
nemos de nuevo las ligaduras. Mediante este simple proceso no se puede en general
restablecer la situacion inicial. Es muy importante recordar que nos estamos refirien-
do a un sistema aislado, y por lo tanto no podemos actuar sobre él transfiriéndole
energia en forma de calor o trabajo.

De nuevo nuestro ejemplo nos va a permitir aclarar estos conceptos. Una vez que
el tabique de separacién ha sido eliminado y se ha alcanzado el equilibrio, volvamos
a ponerlo. Todos los microestados accesibles al sistema continidan siéndolo. Asi, por
ejemplo, si la Fig.2.1a representa un microestado accesible antes de colocar el tabique,
es claro que lo representa también después, como muestra la Fig. 2.1b. Desde luego la
situacién inicial podria recuperarse, pero ello exigirfa comprimir el gas y por lo tanto
la realizacién de un trabajo externo, en contra de la hipdtesis de mantener el sistema
aislado.
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a b

Fig. 2.1. El simple hecho de volver a poner el tabique central de separacién no elimina ninguno de

los microestados accesibles.

La idea cualitativa que hemos tratado de poner de manifiesto es la siguiente. Todo
sistema aislado tiende esponténeamente a ocupar todo el espacio fdsico que le es
accesible; es decir el nimero de microestados representativos (con probabilidad no
nula) tiende a aumentar. Por el contrario la disminucién del espacio fésico accesible al
sistema nunca puede lograrse sin un intercambio de energfa, es decir no se producird
nunca en un sistema aislado.

Esto viene a implicar un cierto sentido en la evolucién de los sistemas aislados.
Siempre evolucionan de manera que Q¢(E) > ;(E). Podemos ademds hacer una
clasificacién segun esto de los procesos que tienen lugar en los sistemas aislados.

a) Si Q¢ (E) = Q;(E) el proceso se denomina reversible. Esta denominacién indica
el hecho de que el sistema puede volverse a su estado macroscépico inicial sin ningin
intercambio de energfa. De hecho el sistema permanece siempre en equilibrio y en
consonancia todo proceso reversible serd cuasiestdtico.

b) Si Qf(E) > Q,;(E) el proceso se denomina irreversible. En este caso, no puede
volverse el sistema a su estado primitivo manteniéndolo aislado. El ejemplo puesto
del gas es tipicamente irreversible. El sistema no permanece siempre en equilibrio,
aunque el proceso puede ser suficientemente lento como para que se pueda considerar
cuasiestédtico.

Para finalizar, nuevamente realizamos dos importantes observaciones:

i) Notemos que el concepto de reversibilidad o irreversibilidad sélo puede aplicarse
a un sistema aislado, tal y como de hecho sucede en Termodindmica.*

ii) Debemos prevenir al lector acerca de los razonamientos utilizados en este apar-
tado. Desde un punto de vista puramente microscépico no hemos demostrado la ten-
dencia de un sistema aislado a evolucionar en un determinado sentido. Ello exigirfa
resolver la ecuacién de Liouville para ciertas condiciones iniciales dadas, con un ha-
miltoniano apropiado. Como ya hemos dicho, éste es uno de los problemas, todavia no
resueltos, de la Mecdnica Estadistica de los Procesos Irreversibles. En este apartado

4Puede verse, por ejemplo, M. W. Zemansky, R. H. Dittman, Calor y Termodindmica (McGraw-
Hill, 1984), capitulo 7.
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hemos utilizado una mezcla de razonamientos intuitivos macroscépicos y microscopi-
cos, desde luego basados en la observacién, y que en todo caso nos son ttiles para
entender cualitativamente el comportamiento de los sistemas.

2.4. Invariancia adiabatica del volumen fasico

En el apartado 2.2 hemos obtenido la variacién de la energfa media de un siste-
ma cuando se varfa cuasiestdticamente uno de sus pardmetros externos, pero se le
mantiene térmicamente aislado

OH
00X,
Vamos ahora a estudiar como varfa en un proceso adiabédtico de este tipo el volumen
fasico I', que sabemos es funcién de la energia del sistema y de los pardmetros externos
X, Utilizando la expresion de la diferencial de una funcién de dos variables tenemos

d_E:

dX, (2.18)

dr (B, X,) = (%) dE + (%) dXq (2.19)
Xa o/ FE

La primera de las derivadas que aparecen en el segundo miembro la obtuvimos en
(1.38)

OFE
Recordemos ahora la expresién de la derivada de una integral, en la que los limites
de integracion y el integrado dependen de la variable respecto de la que se deriva

<8F>XQ = QE, X,) (2.20)

g(y) g(y)
9 / doF(z, y) = / PRGN )]
9y Jyw) @) dy

+ {%—?F[g(y),y] - %S/)F[f(y),y]} (2.21)

Utilizando esta expresién y derivando respecto de X, en (1.35) se obtiene

or o B /
<8Xa)E T X s [ dado 8 12~ i(a. p: X))
o )
— ! /_ .
= [EO dE /dq dp aXaé [E' — H(q, p; Xa)]
OE, |
~ox, | %dp 3 [Eo— Hlg, p Xo)] (2.22)

donde hemos tenido en cuenta que Fy dependerd en general del valor de los pardmetros
externos, como ya indicamos anteriormente. Como se cumple que
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9 , . _ O0H(g, ps Xo) O 1, :
__0H(q, py Xo) O ,
- T aE/(S[E - H(Qv b; Xa)]
podemos escribir (2.22) en la forma
ot = —/EdE' /dd on a5[E'—H( i Xo)
ﬁXa 5 - o q ap ﬁXa aE, q, p; e}
R P §[Eo — H(q, p; Xa)] (2.23)
X, q ap 0 q, P; A .

A continuacion se utiliza la igualdad trivial

E
/ 9 /
/E dE 8E/5[E _H(qap;Xa>] :(5[E—H(q,p; on)] _5[E0 _H(qap; on)]

y se obtiene, reordenando los términos que aparecen,

( or )E _ _/dqdpMﬂE—H(q,p;Xa)]

0X,, 0Xo
O0Ey,  0H(q,p; Xa) ,
—/dqdp {8)(& - ox, 0[Eo — H(q,p; Xa)]  (2.24)

En virtud de la presencia de la funcién delta de Dirac la segunda integral en (2.24) se
extiende unicamente a aquella regién del espacio fasico en que H(q,p; Xo) = Eo(Xa).
Resulta entonces que el integrando es idénticamente nulo, quedando asi inicamente
la primera integral, que puede escribirse, teniendo en cuenta la definicién de valor
medio y la forma de la distribucién microcandénica, como

or 0H
=—QF, Xo)mo 22
<8Xa ) E (E, )8Xa (2.25)
Sustituyendo (2.20) y (2.25) en (2.19) resulta finalmente

o0H

dT(E, Xo) = Q(E, Xa) [dE %

an] (2.26)
Este es un resultado muy importante. Identificado la variacién de energia macroscé-

pica dE con la variacién media de la energfa microscépica dE, y utilizando (2.18)
resulta que

dr'(E, X,) =0 (2.27)
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para los procesos que consisten en la variacién cuasiestatica de un pardmetro externo
en un sistema térmicamente aislado. Dicho de otra manera, I'(E, X,) es un invariante
para estos procesos. Al mismo resultado se llega si en vez de considerar un solo
parametro se considera la variacién cuasiestdtica de varios.

En Termodindmica la tinica magnitud que no varfa, o sea el tinico invariante que
posee un sistema térmicamente aislado en un proceso cuasiestdtico, es la entropia.
Podemos entonces prever que una definiciéon consistente de entropia en Mecdnica
Estadistica debe en principio estar relacionada con esta magnitud I'. Sin embargo,
para estar seguros de la consistencia deberemos:

1. Considerar procesos de tipo general.

2. Comprobar que la definicién que se proponga posee las propiedades que macros-
cOpicamente tiene la entropia.

Iremos desarrollando estos dos puntos en los apartados siguientes. Los resultados
obtenidos aqui pueden resumirse en que, si un sistema térmicamente aislado experi-
menta una variacién cuasiestatica de sus pardmetros externos pasando de los valores
X a X', y utilizamos el conjunto microcanénico para describir sus estados inicial y
final, entonces los volimenes del espacio fasico encerrados por las hipersuperficies

H(q, p; X)=E;

H(q, p; X') = Ef
son iguales.
Se suele denominar a este resultado teorema de la invariancia adiabdtica del volu-
men fasico.

2.5. Entropia y temperatura absoluta

Estudiemos ahora la dependencia del logaritmo neperiano del volumen fésico res-
pecto de la energia y de los pardmetros externos. Para ello consideremos la expresién

or or
<8_E)Xa dE + <8Xa)E an] (2.28)

que, utilizando (2.20) y (2.25), puede escribirse como

dInT(E, X,)= %

dInT(E, X,) = %(Q dEng)? an> -

= %(dEJr Y. dX,) (2.29)
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Obsérvese que esta expresion entre paréntesis no es nula como sucedia en el apartado
anterior, pues ahora dE proviene tanto de un intercambio de energia en forma de
calor como en forma de trabajo.

La expresion (2.29) puede escribirse recordando la relacién entre I''y Q, Ec. (1.38),
€oImo

OlnT
OF

dInT(E, X,) = ( ) [dE 4+ Y, dX,] (2.30)

En esta expresion identificamos el trabajo macroscépico (2.11) y consecuentemente el
intercambio de energfa en forma de calor, que vendra dado de acuerdo con (2.7) por

B B dInT(E, X,)
0Q =dE 4+ W = O\
oF X,
de donde
OlnT
dInT(E, X,) = ( 3E )XQ 0Q (2.31)

Como el primer miembro de esta igualdad es una diferencial exacta, resulta que el
segundo también lo serd; o sea, que Q) admite un factor integrante que es

OlnT
OF ) x.
Ahora bien, en Termodindmica d@) también posee un factor integrante, que es el

inverso de la temperatura absoluta, y la magnitud cuya diferencial exacta se obtiene
es la entropia S, que resulta ser de este modo una funcién de estado

_9Q
T

Comparando(2.31) y(2.32) parece consistente definir para un sistema aislado en equi-
librio

ds (2.32)

entropia S(E, X,)=kInT(E, X,) (2.33)
-1
In T
temperatura T= |k <8anE >Xa] (2.34)

Se suele utilizar para una mayor sencillez en la escritura un pardmetro S definido
€omo

1
B=%T

con lo que la relacién (2.34) se escribe

(2.35)



40 Conexién entre la Mecdnica Estadistica y la Termodindmica

OlnT
5= < e )XQ (2.36)

La constante k£ introducida viene determinada, como veremos més adelante, por la
eleccién de unidades para la temperatura T'. Las definiciones (2.33) y (2.34) llevan a
la bien conocida relaciéon termodindmica

- (2). o

También se obtiene a partir de (2.30) la denominada ecuacion fundamental de la
Termodindmica

TdS = dE + W (2.38)

Podemos deducir otra importante relacién si escribimos de nuevo (2.28)

OlnT OlnTl
dlnT(E, X,) = ( > dE + ( > d X,
OF X, 00Xy ) g

y comparamos con (2.30). Resulta entonces que, como dE y dX, son arbitrarios en
una interaccién de tipo general como la que estamos considerando, ha de cumplirse

Olnl’ 7 OlnTl
0Xo )y~ “ \OE ).

= 1 /90InT
Y,=— 2.39
5 (5%, (239
expresion que nos relaciona cada fuerza generalizada con la derivada del logaritmo

neperiano del volumen fésico respecto del correspondiente pardmetro externo. Si ahora
utilizamos la definicién de la entropfa (2.33), se puede escribir (2.39) como

oS Y.
(L) % it

Las definiciones (2.33) y (2.34) representan la conexién entre la Termodindmica y la
Mecénica Estadistica. La temperatura y la entropfa son propiedades intrinsecamente
macroscopicas que caracterizan al conjunto o colectividad de Gibbs como un todo y
no a un microestado mecdnico del sistema.

Como siempre es imprescindible comprender bien el significado de los resultados
obtenidos, sin limitarse a los aspectos puramente matemadticos o formales. En este
sentido debe notarse que el concepto de evolucién utilizado en este apartado es ma-
croscopico. No se pretende seguir la evolucién de cada uno de los microestados del
sistema sino la evolucién del macroestado. Es decir, se tiene un sistema macroscépico
en equilibrio con unos ciertos valores de E y X, al cual se le somete a un cierto

o utilizando (2.36)
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proceso cuyo resultado macroscépico es una alteracién de F en dE y de X, en dX,.
Lo que hemos calculado es la variacién del volumen fésico (realmente de su logaritmo
neperiano) como consecuencia de la variacién en la especificaciéon macroscépica del
estado del sistema.

Hemos de senalar, por iltimo, que, en virtud de (1.50), todas las relaciones si-
guen siendo vélidas si se sustituye InT'(E, X,,) por InQ(E, X,). En particular, las
definiciones (2.33), (2.34) y (2.39) son totalmente equivalentes a

S(E, X,) =kInQ(E, X,) (2.41)
0lnQ
=(50),

V. - 1 <81n§2>
de forma que usaremos unas u otras segin nos convenga en cada caso.
A pesar de todo lo dicho, la definicién (2.33) no es completamente correcta. En
efecto, el andlisis dimensional exige que el argumento de un logaritmo no tenga dimen-
siones, condicién que no cumple la magnitud I'(E, X, ), ya que de su definicién (1.36)

se deduce que tiene las dimensiones del producto ¢p, es decir, de accién. Se pueden
escribir definiciones dimensionalmente correctas de entropia y de temperatura como

(2.42)

S=kln <@) (2.43)
% =k [a% In (%ﬂ . (2.44)

donde C' es una constante con las dimensiones adecuadas de gp. En cualquier caso,
hay que resaltar que el valor de la constante C' e, incluso, su presencia o no, no
afectard de forma fundamental a ninguna de las relaciones que se han obtenido o que
se obtengan en posteriores apartados, ya que, generalmente, involucran derivadas de
la magnitud In (I'(E, X,)/C), y tan solo aparecerd como una constante aditiva en
algunas magnitudes termodindmicas.

Desde un punto de vista puramente cldsico, la constante C' no puede determinarse;
sin embargo, cuando se tienen en cuenta las caracteristicas cudnticas de los sistemas
de particulas la constante C' toma la forma

C=nhn! (2.45)

donde % es la constante de Planck (que, efectivamente, tiene las dimensiones de gp)
y f es el nimero de grados de libertad del sistema.® Asf pues, esta serd la definicién

5Recordemos que, tal y como se indicé en el apartado 1.2, en un sistema con f grados de libertad
dg = dqidgz - - - dgy y dp = dprdpz - - - dpy.



42 Conexién entre la Mecdnica Estadistica y la Termodindmica

de la constante C' que tomaremos a partir de ahora. Sin embargo, en lugar de escribir
el factor k' en las definiciones de entropia y de temperatura, vamos a incorporarlo a
las definiciones de las magnitudes Q(E, X,) y I'(E, X, ), es decir, redefinimos ambas
como

1
B, Xa) = 77 [ da dp 5B~ Hig. p) (2.46)
y
1 Yo s
D(E,Xo) = 75 dgdp= [ dE Q(E',Xa) (2.47)
Eo< H <E Eo

de forma que I'(E, X,,) es ahora una magnitud sin dimensiones y se pueden mantener
las definiciones originales de entropfa y temperatura (2.33) y (2.34), respectivamente.”
En lo que sigue usaremos estas nuevas definiciones (2.46) y (2.47).

|

El factor hf. La aparicién de h' es facil de entender mediante un razonamiento
semicldsico. En efecto, segin la Mecénica Cuédntica y debido a las relaciones de incer-
tidumbre de Heisenberg, es imposible determinar con exactitud la posicién y cantidad
de movimiento de una particula simultdneamente. En este sentido, la descripcién clési-
ca en el espacio de las fases es demasiado “detallada”. Como el principio de Heisenberg
afirma que la mayor precision corresponde a Ag; Ap; ~ h (prescindimos de un factor
del orden de la unidad), resulta que la mayor precisién al describir un estado del siste-
ma corresponderia, en una descripcién semicldsica, a indicar que se encuentra dentro
de un cierto elemento de volumen del espacio fasico del orden de hf. Como ésta es la
méaxima precisién permitida, parece légico considerar a cada celdilla de volumen hf
como un estado unico, es decir, un tnico punto representativo en el espacio fasico. En
consecuencia, dentro del elemento de volumen dg dp = dqidgs - - dqy dpidps - - - dpy
habra

dqidgs - - - dgy dprdps - - - dpy
hf
estados distintos, todos ellos correspondientes al mismo valor de la energia. De esta
forma, las nuevas definiciones (2.46) y (2.47) tienen en cuenta la indeterminacién en
la especificacion del estado del sistema que la mecédnica cudntica impone.
|

2.6. Aditividad de la entropia

Definida la entropia en el apartado anterior, vamos a tratar de establecer ahora si
posee la propiedad de aditividad que goza en Termodindmica. Dicha propiedad afirma

6Para evitar confusiones, nétese que 2 (E) sigue teniendo dimensiones (del inverso de la energia,
para ser precisos), por lo que la equivalencia que permite escribir (2.41) y (2.42) se refiere a los
resultados précticos obtenidos y salvo constantes despreciables, cuando el tamano del sistema es
muy grande, tal y como se indicé en (1.50).
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que si un sistema termodindmico se descompone en dos subsistemas cuyas entropias
son S7 y Ss, entonces la entropia del sistema total es S1+ Ss, lo cual equivale a decir
que la entropia es una magnitud extensiva.(Notemos que subsistema se utiliza aqui
en un sentido macroscépico.)

Consideremos dos sistemas A; y Ay puestos en contacto mediante una pared dia-
terma rigida, es decir una pared que permite la interaccién térmica entre ellos pero
no la interaccién mecanica. El sistema compuesto A formado por ambos estd ais-
lado y por tanto corresponde a una energfa constante F. Utilizaremos la siguiente
nomenclatura

sistema A; sistema As

energia Ey Es
coordenadas y momentos generalizados q, p Q, P
hamiltoniano Hi (g, p) Hy(Q, P)
grados de libertad fi f2

El hamiltoniano del sistema completo serd, en general, de la forma

H(q7 Q7 D, P) = Hl (qu p) + H2 (Q7 P) +H12 <q7 Q7 D, P) (248)

donde His representa la energia de interaccién entre A; y As. Nosotros vamos a
admitir que esta energia es despreciable frente a la de cualquiera de los dos sistemas,
de manera que podemos escribir simplemente

Desde luego el hamiltoniano de interaccién no puede ser estrictamente nulo, ya que
entonces se negaria la posibilidad de un intercambio de energia entre A; y As. Puede
verse facilmente que si H tuviese exactamente la forma (2.49) cada uno de los sistemas
Ay y As evolucionaria separadamente, siendo cada uno de ellos conservativo. No
obstante, es justificable despreciar la energia de interaccién en sistemas macroscépicos
si las fuerzas de interaccién que se consideran poseen un alcance limitado. En este
caso Ey y Es son proporcionales a los volimenes de A; y Ay, mientras que la energia
de interaccién es proporcional a la superficie de separacién.

Al sistema total A le es aplicable la distribucién microcanénica de manera que le
asignaremos una densidad de probabilidad en el espacio de las fases’

1

plg, Q, p, P)= W(E)ﬂE—Hl(q, p) — H2(Q, P)] (2.50)

donde f = f1 + fo.
De acuerdo con esta distribucién resulta que son posibles en principio cualquier
par de valores F1 y FE5 con la tnica condicién de que

Ei+ Ey=E (2.51)

"Introducimos explicitamente el factor h/ para que, como se dijo al final del apartado anterior,
Q (E) tenga la forma dada por (2.46).
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En este sentido es posible que toda la energia E del sistema total se concentre a Ay,
quedando A, con una energia nula. Parece entonces que la entropia de, por ejemplo,
el sistema A1 no estd definida pues como sabemos el volumen fasico I' es una funcién
de la energia. La situacién sin embargo, no es ésta, pues no debemos olvidar el hecho
fundamental de que la entropia es un concepto macroscépico, que no estd ligado a
ningin microestado en concreto sino al conjunto de todos los microestados del sistema.

Vamos a ver que, si se tiene presente esta idea, las entropfas de Ay y Ao estdn
definidas de manera tnica como consecuencia de que también lo estdn las energias.
Para ello vamos a plantearnos la cuestién de cudl es la probabilidad w(Ey) dE; de
que el sistema total se encuentre en equilibrio en un estado tal que la energia del
subsistema A; esté comprendida entre Fy y F1+ dF.

La densidad de probabilidad p(g, p) de que el sistema A; se encuentre en el mi-
croestado definido por (g, p) independientemente de cuél sea el estado de As se ob-
tendra integrando la distribucién microcanénica para todos los valores de @ y P.

. D) = g [ 4Q AP B~ e )= @ P) (22
o, utilizando (2.46)
1
pg, p) = W (E)

donde Qs[E — Hi(q, p)] representa el acuerdo con (1.38) la derivada respecto de la
energia del volumen encerrado en el espacio () — P por la hipersuperficie

O[E — Hi(g, p)] (2.53)

Hy(P, Q) = E — Hi(q, p)
A partir de (2.53) es ya evidente que

w(El) dE, = / dq dp p(Qa p)
E1 < Hi(q, p) <E1+dE;
1
= — WL(E—-F
Wi Q(E) 2( 1) / dq dp
E1 <Hi(q, p) < E1 +dE;
1
)] Qi (Er) Q2(E — Ev) dEY (2.54)
ya que en el intervalo de integracion es Hy(q, p) = E1 y
1
— / dg dp = (Ey) dBy (2.55)

Ey < Hi(q, p) < E1+dEq

seguin establecimos en (1.39) (teniendo en cuenta las definiciones (2.46) y (2.47).
Analicemos cualitativamente el resultado obtenido en (2.54). Hemos visto en el

capitulo anterior que en el caso de sistemas macroscépicos Q(E) es una funcién rapi-

damente creciente de la energia. Resulta entonces que si aumentamos F7 manteniendo
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E constante, Q(F7) crecerd rapidamente, mientras que Q(FE — F7) disminuird también
con gran rapidez. El resultado es que w(FE7) presentard un maximo extremadamente
agudo para un cierto valor El de la energfa, es decir, un comportamiento del tipo
representado en la Fig. 2.2. En esta distribucién serd
AE (2.56)
Ey

o(E,)

A*E,

my

E,

Fig. 2.2. Representacion grafica de la densidad de probabilidad (2.54).

;Qué consecuencias ffsicas podemos obtener de este resultado? En primer lugar
que al pasar a una descripcién macroscopica el sistema A; tendrd una energfa E y el
A, una energia Fy = E— F,, y ademds estos valores presentan fluctuaciones desprecia-
blemente pequenas. Resulta entonces que podemos considerarlos como practicamente
aislados y asignarles a los sistemas A;y As entropias dadas por

Sl = k hl Ql (El)
Sy = klnf (E}) (2.57)
Veamos en segundo lugar si se cumple la aditividad, o sea si

S(E) = S1(Ey) + S3(Es) (2.58)

para lo cual partiremos de la relacién evidente (basta por ejemplo exigir la normali-
zacion en (2.54))

QE) = /dE1 Qi (E1) Q2(E — Ev) (2.59)



