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1.1. SENTENCIAS

Una sentencia (o asercién verbal) es cualquier expresién con la propie-
dad de tener valor verdadero o valor falso, pero no ambos a la vez.

Ejemplos:
«Esta lloviendo»
2+2=5
«9y 10 son primos entre si».

Varias expresiones pueden combinarse para formar una sentencia com-
puesta, cuya verdad o falsedad se decide de la verdad o falsedad de sus com-
ponentes; de manera que, si p y q son sentencias, se define:

La sentencia disyuntiva p \/ q, cuando dos sentencias se combinan
mediante la conjuncién disyuntiva «o», en el sentido no excluyente !. Para
que la disyuncion sea verdadera basta con que lo sea una de las sentencias
componentes, aunque pueden ser verdaderas ambas. El simbolo p \/ q se
lee «p o g».

Ejemplo:
Un estudiante matriculado en dos facultades universitarias puede
decir: «seré licenciado por una facultad o por otra», lo cual no excluye
que sea licenciado por ambas.

La sentencia copulativa p /\ ¢, cuando las dos sentencias se enlazan
mediante la conjuncién copulativa «y». Para que la cépula sea verdadera es

! En esparfiol es mas frecuente el uso de la conjuncién disjuntiva «o» en el sentido exclu-
yente y, no pocas veces en expresiones que encierran amenaza de violencia, como cuando
se dice «estudia o te acordaras de mi».
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INTRODUCCION AL CALCULO INFINITESIMAL

preciso que ambas sentencias componentes sean verdaderas. El simbolo
p /\ qselee «pyqgn».

La sentencia negativa ~p, de otra p, cuyo valor es el contrario de ésta. Si
p es verdadera entonces su negacién ~p tiene valor falso, y si p es falsa
entonces ~p es verdadera. La sentencia ~p se lee «no p». Si se niega dos
veces una misma sentencia p entonces se obtiene otra ~(~p), cuyo valor es
el mismo que el de p.

La sentencia condicional p = ¢q, definida por la disyuntiva (~p) \/ q,
tiene valor verdadero salvo que p sea verdadera y q falsa. El simbolo p = q
se lee «si p entonces g» o bien «p implica g». También se dice que «p es una
condicién suficiente para que ocurra q», o que «q es una condicién nece-
saria para que ocurra p». Las sentencias condicionales son muy frecuentes
en Matematicas.

La sentencia bicondicional p < q, definida por la copulativa (p = q) /\
(q = p), tiene valor verdadero solo cuando p y q son ambas verdaderas o
ambas falsas. En Matematicas se emplean las sentencias bicondicionales
para caracterizar los objetos matematicos; son las condiciones necesarias y
suficientes.

1.2. PROPOSICIONES

Si x, y, ..., z son indeterminadas (también llamadas frecuentemente
variables), susceptibles de representar sentencias, y se combinan con los
simbolos \/, /\, ~, = y &, el resultado es una expresién f(x, y, ..., z), llama-
da polinomio booleano o simplemente proposicién.

Cuando en una proposicién se sustituyen las letras x, v, ..., z por las sen-
tencias P, q, -.., I, respectivamente, el resultado es una nueva sentencia
cuyo valor (verdadero o falso) se deduce del que tenian aquéllas. Se puede
construir asi una tabla de verificacién, dando valores a las variables que la
componen.

Ejemplo:

La tabla de verificacién correspondiente a la proposicién p \/ (~q) =
qes

18
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P|aga|pVvica=q
V|V %
V | F F
F |V %
F | F F

donde V indica valor verdadero y F valor falso.

Una proposiciéon f(p, q, ..., r) se llama tautologia si es cierta (toma valor

verdadero) cualesquiera que sean los valores de las variables p, q, ..., r.
Correlativamente, la proposicion f(p, q, ..., r) es una contradicciéon si
es falsa cualesquiera que sean los valores de las variables p, q, ..., r.
Esta claro que sif(p, q, ..., r) es una tautologia, su negaciéon ~f(p, q, ..., r)

es una contradiccién y viceversa.

Ejemplos:
La proposicién p \/ (~p) es una tautologia y p /\ (~p) es una contra-
diccién.
También es una tautologia la proposicién

[(p=a N@=p]=(P=r1
conocida con el nombre de ley del silogismo.

Se dice que la proposicién f,(p, q, ..., r) implica l6gicamente a la pro-

posicién f,(p, q, ..., r) si la proposicién f,(p, q, ..., r) = f>(p, q, ..., I) €s una
tautologia.

Ejemplo:

p /\ q implica l6gicamente a p como se deduce de la siguiente tabla de
verificacion:

P|aga|pia| (pANal=p
V|V Y% %
V | F F %
F |V F %
F|F F %

19



INTRODUCCION AL CALCULO INFINITESIMAL

Dos proposiciones f,(p, q, ..., ¥) v >(p, q, ..., r) se dice que son légica-
mente equivalentes si poseen idénticas tablas de verificacion; dicho de
otra manera, si la proposicién

fitpyq, .., ) =Py q, ...y T)
es una tautologia.

La equivalencia légica entre ambas proposiciones se expresa en simbo-
los mediante

fl(p! q’ sty I') Efz(P, qy ceey I').

Ejemplos:
Las equivalencias logicas
~pva=cpNACady ~PANg=(Gp) V(-9

se llaman leyes de Morgan.

La equivalencia l6gica tiene las siguientes propiedades:

® Reflexiva: Toda proposicién es l6gicamente equivalente a si misma.
e Simétrica: Si una proposicion es légicamente equivalente a otra, ésta
es légicamente equivalente a la primera.

e Transitiva: Si una proposiciéon es l6gicamente equivalente a otra y ésta
a una tercera, la primera es légicamente equivalente a la tercera.

1.3. VERDAD Y EQUIVALENCIA LOGICAS

Una sentencia se dice que es logicamente verdadera, o que tiene verdad
logica, si se ha obtenido de una tautologia f(p, q, ..., r), dando valores a las
variables p, q, ..., 1.

La verdad (o certeza) légica de una sentencia es independiente de que
sus sentencias componentes sean verdaderas o falsas.

Ejemplos:
Puesto que la proposiciéon q = (p = q) es una tautologia, como se com-
prueba mediante su tabla de verificacién, la sentencia «Si x e y son pri-
mos entre si, entonces una condicion suficiente para ello es que x sea
primo» es légicamente cierta.
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ALGEBRA DE PROPOSICIONES. CONJUNTOS

En cambio, la sentencia «Si 3 > 8, entonces 10 es nimero primo» es
cierta pero no légicamente cierta, ya que la proposicién p = q no
es una tautologia.

Dos sentencias se dice que son logicamente equivalentes si se han obte-
nido de sendas proposiciones equivalentes.

Ejemplos:
Teniendo en cuenta la equivalencia logica
~pVva=0-pN(-q

se comprueba enseguida que la sentencia «no es verdad que esté llo-
viendo o haciendo frio» es légicamente equivalente a «no esta llovien-
do y no hace frio».

De la equivalencia légica
r=q =[(~q = (~p)]

y suponiendo que x es un numero natural, se deduce que la sentencia
«Si x? es impar, entonces x es impar» es légicamente equivalente a esta
otra: «Si x es par, entonces x? también es par».

1.4. EL RAZONAMIENTO LOGICO

Si la aceptacion de una sentencia H (hipdtesis) lleva consigo la acepta-
cién de otra T (tesis o conclusion), se suele expresar mediante la sentencia
condicional

H=>T

llamada teorema.

Puesto que H se toma como verdadera, un teorema solo es cierto si es
cierta la tesis T, y se dice que se ha demostrado el teorema cuando se ha
obtenido la validez de su tesis.

Llamando directa a la proposicion p = q, de la cual se ha obtenido un
teorema, se definen estas otras proposiciones:

21



INTRODUCCION AL CALCULO INFINITESIMAL

® Reciproca: q=p.
e Contraria: ~p = ~q.

e Contrarreciproca: ~q= ~p.

Teniendo en cuenta las equivalencias l6gicas

(= =[(~q) = (~p)]
(@ =p) =[(~p) = (~q)]
resulta que los teoremas directo y contrarreciproco son légicamente equi-

valentes. Asimismo, son légicamente equivalentes los teoremas reciproco y
contrario.

El razonamiento se rige por los principios de la filosofia aristotélica:

e DE IDENTIDAD: Toda sentencia es igual a si misma.

e DE CONTRADICCION: Si se acepta una sentencia entonces hay que
rechazar su negacion.

e DE TERCERO EXCLUIDO: Si no se acepta una sentencia entonces hay
que admitir su negacion.

Existe un método popular de demostracién de un teorema H = T, cono-
cido con el nombre de reduccion al absurdo que, en esencia, es una combi-
nacién de los principios anteriormente expuestos. Se comienza rechazando
la tesis T, es decir aceptando ~T, segin el principio de tercero excluido; si
esto lleva consigo la aceptaciéon de ~H, entonces, de acuerdo con el princi-
pio de contradiccién, es preciso rechazar H, lo cual es absurdo porque en
un teorema la hipétesis se supone cierta.

1.5. CUANTIFICADORES
En Matematicas se usan frecuentemente expresiones como éstas:
x2+1>0
«X es primo con y»

2" > n?, etc.

en las que aparecen una o mas letras (variables) susceptibles de represen-
tar elementos de uno o mas conjuntos, que pueden ser numeéricos o no.
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Cuando se hace tal sustitucién, dichas expresiones se transforman en sen-
tencias.

Para fijar ideas, supongamos una expresién p(x), donde la variable x
puede sustituirse por un elemento del conjunto A.

A la pregunta ¢cuantos elementos de A hacen cierta p(x)?, puede con-
testarse de dos maneras, con las sentencias siguientes:

Todo elemento del conjunto A hace cierta p(x). En simbolos:
V x €A, p(x) (cuantificador universal).

Al menos existe un elemento de A que hace cierta p(x). En simbolos:
Jx €A, p(x) (cuantificador existencial).

También cabria la posibilidad de que ningtin elemento del conjunto A
hiciese cierta p(x); pero entonces

Vx€eA, ~pkx).

1.6. CONJUNTOS

La idea de conjunto es radical en la Matematica y, como tal, dificil de
plasmar en una definicion mas o menos satisfactoria. Asi, hablamos del
conjunto de letras del alfabeto latino, del conjunto de islas de un archipié-
lago o del conjunto de hombres que viven en el planeta Tierra; todos ellos
con una nota comun, que se pueden contar sus elementos. Sin embargo,
también podemos pensar en el conjunto de estrellas o en el conjunto de
ideas habidas y por haber, aunque no las podamos contar.

Aceptaremos sin discusion el

AXIOMA DE EXISTENCIA: Existe un conjunto.

Lo caracteristico de los conjuntos es que poseen elementos, aunque se
admite la existencia de un conjunto distinguido ¢ que no tiene elementos,
llamado conjunto vacio.

Si x es un elemento del conjunto A, se dice que «x pertenece a A», y se
escribe con el simbolo x € A.
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Para indicar que un elemento x no pertenece al conjunto A, se emplea el
simbolo x & A.

En el esquema que estamos introduciendo ?, tanto los términos «con-
junto» y «elemento» como la relacion existente entre ellos son indefinidos.

La igualdad entre conjuntos se establece mediante el

AXIOMA DE EXTENSION: Dos conjuntos Ay B son iguales si y solo si todo
elemento de A pertenece a By todo elemento de B pertenece a A.

Aunque un conjunto se puede definir «<enumerando» todos sus elemen-
tos, como por ejemplo el conjunto de los dias de la semana

{lunes, martes, miércoles, jueves viernes, sibado, domingo}
esto solo es posible cuando el conjunto es finito.

Asi, es muy frecuente en Matematicas, la construccién de conjuntos
cuyos elementos satisfacen ciertas propiedades restrictivas, dentro de un
conjunto mas amplio; lo que se consigue mediante el siguiente

AXIOMA DE ESPECIFICACION:

Sea A un conjunto y p(x) una proposicién, donde la variable x puede sus-
tituirse por un elemento del conjunto A.

Existe un conjunto B, formado por todos los elementos a de A tales que la
sentencia p(a) es verdadera; se indica mediante el simbolo

B = {ala € A, p(a)}.

Sin embargo, no siempre se obtienen resultados satisfactorios; asi por
ejemplo, suponiendo que A es «el conjunto de todos los conjuntos», parece
claro que con el axioma precedente se podria construir este otro conjunto

B={ala €A, a¢a)

es decir, B estaria formado por todos los conjuntos que no se pertenecen a
si mismos; pero, ¢es esto posible?, porque si B es efectivamente un conjun-
to, de su definicion se deduce

BEB=B&B obien B& B= BEB.

2 No se pretende que sea rigurosamente axiomatico.
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Esta contradiccién se conoce con el nombre de paradoja de Bertrand
Russell.

En forma popular, ya aparece en el Quijote:

«Si alguno pasase por este puente de una parte a otra, ha de jurar
primero adénde y a qué va; y si jurare verdad, déjese pasar, y si dijere
mentira, muera por ello, ahorcado en la horca que alli se muestra, sin
remisién alguna. Sucedié que, tomando juramento a un hombre juré y
dijo que para el juramento que hacia, que iba a morir en aquella horca».

Los jueces s6lo pueden proceder de una de estas dos maneras: o
dejan en libertad a ese hombre, pero entonces el juramento es falso y
debe ir a la horca; o le condenan, en cuyo caso no puede ir a la horca
por haber jurado verdad.

Otra forma muy conocida de la misma paradoja se da cuando alguien dice:

«El barbero de mi pueblo solo afeita a aquellos hombres que no se
afeitan a si mismos»; porque entonces ¢quién afeita al barbero? No
puede afeitarse a si mismo pero, si se deja la barba, tiene que afeitarse.

Para eliminar la paradoja de Bertran Russell, bastaria desconsiderar a B
como conjunto, y exigir en la definicién de un conjunto la siguiente regla:
No puede ocurrir que un elemento pertenezca y no pertenezca a un conjunto
(Io que no quiere decir que se disponga de un criterio para decidir si perte-
nece o no a él).

Sin embargo, incluso con esta restriccion, las Matematicas no se liberan
de otros escollos que aparecen inexorablemente en todo desarrollo axioma-
tico 3.

3 Kurt Godel, en 1931, hizo tambalearse toda la pretendida consistencia de las
Matematicas, removiendo sus fundamentos y demostrando que hay resultados de la
Aritmética que no pueden obtenerse con ningun sistema de axiomas.

La paradoja de Bertran Russell y otras, como la famosa de Cantor (véase la consecuen-
cia del teorema 3.2.6), fueron explicadas por los seguidores de la tesis logicista, consistente
en afirmar que la Aritmética es una parte de la Légica. Para ellos, las paradojas que apare-
cen en la formulacién de la Aritmética son, en tltima instancia, de naturaleza légica.

Sin embargo, para los autores contrarios al logicismo, las paradojas de la teoria de con-
juntos no eran légicas sino estrictamente matematicas, y podian explicarse por el uso inco-
rrecto de la nocién de infinito, ya que se da por hecho y definido el conjunto de todos los
conjuntos, cuando en realidad no puede ser dado como dato actual.
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20.1. INTEGRAL DE DARBOUX

Sea f(x) una funcién real , de la variable real x, definida y acotada en los
puntos del segmento [a, b]. Si en este segmento se considera la particién P

a=x,<x<..<x,<x,,,=b

obtenida intercalando n — 1 puntos entre los extremos a y b, quedan cons-
truidos n subintervalos U, (abiertos, cerrados o semiabiertos), de extremos
X; y Xx;,,. Pues bien, para cada uno de estos subintervalos se definen los
nameros reales

m; = inf f(x), M; = sup f(x), =12, .. n)

x € U; x e U

cuya existencia est4 asegurada por ser f(x) una funcién acotada en el seg-
mento [a, b].

En el conjunto P de todas las particiones posibles del segmento [a, b] se
define la relacién de orden

VPI)PZ E@;[P1>CP2<:C(P2)QC(PI)]

donde C(P,) y C(P,) son los conjuntos de puntos que definen a las particio-
nes P, y P,, respectivamente. Esta relacién es filtrante, ya que si P, y P,
son dos particiones cualesquiera de %, existe otra particion P; también
de P (por ejemplo la que resulta de reunir los puntos de P, con los de P,)
tal que

(Py = P)) I\ (Py = Py).

Si a cada particiéon P € P le hacemos corresponder los ntimeros reales

n
s(P,f) = '21 m (X, — X;) suma inferior de Darboux
iz
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S(P,f) = i M(x;,, — x;) suma superior de Darboux
i=1

se obtienen dos aplicaciones, ambas definidas en el conjunto %.

TEOREMA 20.1.1

El conjunto de todas las sumas inferiores (superiores) de Darboux estd
acotado superiormente (inferiormente) por cualquiera de las sumas superio-
res (inferiores).

En efecto:

Por ser filtrante la relacién de orden definida anteriormente, si P, y P,
son dos particiones cualesquiera de %, existe otra particiéon P; también de
P tal que

S(Pl,f)SS(P3,][)§S(P3,]F)SS(P1,][)
S(Py, f) = s(Ps, f) = S(Ps, f) = S(P,, f)

de donde
S(Plrf)SS(PZJf) y S(PZIf)SS(Plrf)'

Del teorema 20.1.1 se deduce inmediatamente que existen sendos nua-
meros

sups(P,f) e infS(P,f)
Pe® rPep

llamados integral inferior de Darboux e integral superior de Darboux,
respectivamente, de la funcién f(x) sobre el segmento [a, b]. Se suelen
representar con los simbolos

fabf(x) dx e f_abf(x) dx

respectivamente.

En particular, si las integrales inferior y superior de Darboux son coin-
cidentes, o de forma equivalente, si elegido de antemano el nimero real y
arbitrario € > 0, existe una particién P € P tal que

16
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S, f) - s(P, f) < e

se dice que la funcion f(x) es integrable en el sentido de Darboux sobre el seg-
mento [a, bJ (fig. 102). El nimero comun se llama integral de Darboux y
se representa con el simbolo

[ fo) dx.

0| a = X )‘(2 X3 ).(n Xpi1 = b
Figura 102. Integral de Darboux.

Ejemplo 1:
Para estudiar la integrabilidad de la funcién f(x) = 1/x sobre el seg-
mento [1, 2] se define la particién P

l=x<x,=r<x;=r<..<x,,=1r"=2
donde
1
r=1\2.

Las sumas inferior y superior de Darboux, correspondientes a esa
particién son

=n@lr—1).

Elegido el nimero real y arbitrario € > 0, la diferencia

S, f) = s(P.f) = ”(r;l) _ n(\/E\n/E— 1

17
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18

sin mas que tomar n convenientemente grande; y en efecto

0

n(V2 -2 <1ogz)2 _ (og2p
\11/5

n n

cuando n — +x,

Ejemplo 2:

Sea la funcién f(x) definida en el segmento [0, 1] mediante
0 six es irracional

1
fx) =| — six = ﬁ, con g > 0y p, g primos entre si

1 six=0

Puesto que en todo subintervalo del segmento [0, 1] hay puntos de
abscisa irracional, la integral inferior de Darboux es nula.

En cuanto a la integral superior, demostraremos que existe una
particién P del segmento [0, 1] tal que la suma superior S(P, ) < e,
donde € es un ntmero arbitrario, real y positivo. Para ello considere-
mos el conjunto de puntos de abscisa racional

0=r,r,r ...,r,=1}
tales que f(r;) = €/2, y construyamos en el segmento [0, 1] la particién P
0=x,<x<..<Xp <X, =1
de forma que se cumplan las siguientes condiciones:
1.2 x, < €2n.

2.2 Cada par de puntos x,,_; y x,; (i = 2, 3, n — 1) satisface las rela-
ciones

KXo <1 < Xy X — Xpiq < €/2m.
3.2 Los puntos x,,_; V X,, satisfacen las relaciones
Kooy <, = Xy, KXoy = Xy < €/2n.

En estas condiciones, los puntos de abscisa racional r; quedan «re-
cubiertos» por los subintervalos de extremos x,; y x5, (i = 1, 2, ..., n),
todos ellos de longitud menor que €/2#.
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La suma superior de Darboux

2n—1 n—1 n
S(P,f) = gl M(x; — x;) = _; M50 — %3) + '; My (x5 — X3i-1)

e n—l

€ n € €n
< — 2 (e —Xy) — > My < — + —
2 i=1( 2i+1 21) 21’1, P 2i—1 2

2n

= €.

Noétese que las integrales inferior y superior de Darboux, definidas ante-
riormente, no son otra cosa sino los valores limite de las aplicaciones
s(P, )y S(P, ), respectivamente, siguiendo el filtro %, «por intercalacion»
en el conjunto ? de todas las particiones posibles del segmento [a, b]

["fxydx = lims(P,f) e f’f(x)dx = lim S(P, ).

También podria haberse definido la integral de Darboux partiendo de
otra relacion de orden en el conjunto ?; por ejemplo, si N(P) es la norma de
la particion P, es decir, la mayor longitud entre dos puntos consecutivos de
la particién, se define la relacién filtrante «segtin la norma»

VP, P, €P [P ="P, & (P, = P) VNP < NP

En general, las integrales inferior y superior de Darboux siguiendo el fil-
tro %, «segun la norma» no tienen por qué coincidir con las definidas ante-
riormente siguiendo el filtro %, «por intercalacién», es decir

li@im s(P,f) # h:}m s(P,f) vy li@im S(P,f) # li%m S(P, 1)

pero si la funcién f(x) es integrable en el sentido de Darboux sobre el seg-
mento [a, b], esto es, la diferencia S(P, f) — s(P, ) es un infinitésimo
siguiendo el filtro %,, también es un infinitésimo siguiendo el filtro %, y
reciprocamente, como establece el siguiente

TEOREMA 20.1.2

La condicion necesaria y suficiente para que la funcion f(x) sea integrable
en el sentido de Darboux sobre el segmento [a, b] es que

Ve>0,33>0, tal que S(P,f) —s(P,f) <e

cualquiera que sea la particion P de norma N(P) < 8.
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En efecto:

La condicién es necesaria porque, de lo contrario, existiria al menos un
namero € > 0 tal que, para todo nimero natural #, se podria construir una
particién P* tal que

NPY<1m y SP,f)—sP,f)=e.

Ahora bien, si P es una particién cualquiera, y representamos por P U P*
a la particion que resulta de reunir los puntos de P y P", resulta

S, f) —s(P,f)=SPUP,f) —sPUP,f)=¢

ya que las diferencias S(P U P*,f) — s(P U P",f) y S(P", f) — s(P", f) difieren
entre si en menos de lo que se desee, sin mas que tomar n suficientemente
grande. En definitiva, existe un niumero € > 0 tal que, para toda particiéon
P, se verifica

S(P’f)_S(Prf)Ze

lo que contradice la hipétesis de ser f(x) integrable en el sentido de
Darboux.

Para demostrar la condicién suficiente basta tener en cuenta que entre
los filtros %, «por intercalacién» y %, «seguin la norma» existe la relacién

F, < F,
(véase el ejemplo que sigue al teorema 4.3.3).

Enseguida estudiaremos otro criterio de integrabilidad en el sentido de
Darboux de la funcién f(x) sobre el segmento [a, b], precisamente cuando
el conjunto de puntos del segmento donde la funcién es discontinua tiene
«medida nula» !. Pero antes daremos una idea somera del concepto de
medida nula:

Se dice que el conjunto A de la recta real tiene medida nula si se puede
determinar una sucesién recubridora de intervalos abiertos y finitos {/,}
(n=1,2,..)tal que

AcUI,
n=1
! La medida de Lebesgue es una funcién de conjunto que se estudia en el Apéndice III.
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de forma que la suma de longitudes de todos esos intervalos sea tan peque-
fia como se desee.

Puede comprobarse facilmente que todo conjunto finito de la recta real
tiene medida nula. Mas aun, si el conjunto es numerable {a,} (n = 1, 2, ...),
y € > 0 es un namero real y arbitrario, basta recubrir cada punto a, con un
intervalo abierto de longitud €/2" para que la suma de longitudes

€ €
+ ...+

22 2

+ + ... =¢€

€

2
sea tan pequefna como se desee; por tanto, los conjuntos numerables tam-
bién tienen medida nula.

TEOREMA 20.1.3 (Vitali-Lebesgue)

La condicion necesaria y suficiente para que la funcion f(x) sea integrable
en el sentido de Darboux sobre el segmento [a, b] es que el conjunto A de pun-
tos de ese segmento donde la funcion es discontinua tenga medida nula.
Eventualmente, A puede ser el conjunto vacio.

En efecto:

Supongamos que la funcién f(x) es integrable en el sentido de Darboux
sobre el segmento [a, b]. Si el conjunto de sus discontinuidades es distinto
del vacio, llamaremos A, al subconjunto de A, donde la «oscilacién» 2 es
mayor o igual a 1/n. La sucesién {A,,} es «expansiva», estoes A, C 4,.,, y por

tantoA = U 4,.
n=1

Por reduccién al absurdo, si la medida de A no fuese nula, entonces exis-
tirfa al menos un elemento A,, de esa sucesiéon, cuya medida también seria
no nula. Pero entonces se podria determinar al menos un niimero real y
arbitrario € > 0 tal que, para toda sucesién recubridora de A,, con interva-

2 Se llama oscilacién de la funcién real f(x) en el conjunto C donde estéa definida, a la
diferencia

sup f(x) = int (1)

xEC
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los abiertos y finitos, la suma de las longitudes de éstos seria mayor o igual
a e. Ahora bien, cualquiera que sea la particién P del segmento [a, b]

a=x<x<..<x,<x,,=>b

queda definida una sucesién recubridora de A,, con intervalos abiertos y
finitos, de forma que

S, 1) = 5P, f) = 5 (M = my) (g = x) =

y esto significa que f(x) no es integrable en el sentido de Darboux sobre el
segmento [a, b], en contra de la hipétesis.

Reciprocamente, si el conjunto A tiene medida nula, dado el nimero
real y arbitrario e > 0, se puede construir una particiéon P del segmento
[a, b], de forma que contenga una sucesion recubridora de A de intervalos
abiertos cuya suma de longitudes sea menor que €; y que, ademas, la osci-
lacién de la funcién en los subintervalos restantes sea menor que €. En estas
condiciones

SP,f) —s(P,f)<2M-e+ (b —a) e
donde M es el mayor de los niimeros

[sup f(x)| y [inf f)].

x € [a, b] x € [a, b]

Ejemplos:
De acuerdo con el teorema 20.1.3, si la funcién f(x) es continua en

el segmento [a, b], entonces es integrable en el sentido de Darboux
sobre él.

Si la funcién f(x) es monétona (creciente o decreciente) y acotada
en el segmento [a, b], el teorema 9.7.5 permite asegurar que el conjun-
to de sus discontinuidades es numerable. Como este conjunto tiene
medida nula, la funcién f(x) es integrable en el sentido de Darboux
sobre el segmento [a, b].

Si C es el «discontinuo ternario» de Cantor, construido sobre el
segmento [0, 1] (véanse los ejemplos que siguen al teorema 3.2.5),
entonces la funcién

_|1sixecC
f(x)_[o six &C
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es integrable en el sentido de Darboux sobre el segmento [0, 1], pues-
to que lo que se suprime en la construcciéon de C tiene una medida
igual a

12 2 2" 3
— =t +..=——=1
3 32 33 3n+1 2

Sin embargo, la «funcién de Dirichlet»

- 0 si x es irracional
X) = . .
f 1 si x es racional

no es integrable en el sentido de Darboux sobre el segmento [0, 1], ya
que en cualquier subintervalo de [0, 1] el extremo inferior de f(x) es 0,
y el extremo superior es 1. Por tanto, las sumas de Darboux asociadas
a una particién cualquiera valen 0 y 1, respectivamente.

20.2. INTEGRAL DE RIEMANN
Sea f(x) una funcién real de la variable real x, definida y acotada en los
puntos del segmento [a, b]. Si en este segmento se considera la particién P
a=x<x<..<x,<x,.,=Db

obtenida intercalando n — 1 puntos entre los extremos a y b, quedan cons-
truidos »n subintervalos U, (abiertos, cerrados o semiabiertos), de extremos
X; v x;.;. Eligiendo un punto & en cada uno de estos subintervalos

e U, i=12,..n

y llamando % al conjunto de todas las particiones posibles del segmento
[a, b], la expresion

oP, & f) = * f(£)(xiy — x)

recibe el nombre de suma de Riemann, correspondiente a la particiéon P € P
y a la eleccién de puntos &,.

En particular, si elegido de antemano el nimero real y arbitrario € > 0,
existe una particién P € P tal que
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|U(P; girf)_o-(Pygj’f” <e€

cualesquiera que sean las elecciones & y &, hechas sobre la particion P,
diremos que la funcion f(x) es integrable en el sentido de Riemann sobre el
segmento [a, b].

Esta formulaciéon del concepto de integral es equivalente a la de Dar-
boux, como se demuestra en el siguiente

TEOREMA 20.2.1

La condicion necesaria y suficiente para que la funcion f(x) sea integrable
en el sentido de Riemann sobre el segmento [a, b] es que sea integrable en el
sentido de Darboux sobre el mismo segmento.

En efecto:

Si la funcién f(x) es integrable en el sentido de Riemann sobre el seg-
mento [a, b], elegido el nimero real y arbitrario € > 0, de la definicion de
extremo superior M; se deduce que entre M; y M; — e existe al menos un
valor f(§,), es decir

M; <f(&) + e

Analogamente, de la definicién de extremo inferior m; se deduce que
entre m1; y m; + € existe al menos un valor f(§), es decir

m; > f(&) — e
En consecuencia
S M, = m) ey = x) < S IFE) ~ fE Gy — %) + 2eb — @)
=o(P,&f) —o(P, &, )+ 2b —a)

y la funcién f(x) es integrable en el sentido de Darboux sobre el segmento

[a, b].

Reciprocamente, si la funcién f(x) es integrable en el sentido de Dar-
boux sobre el segmento [a, b], de las desigualdades

S(P’f)SO-(Prgnf)SS(P’f)
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se deduce inmediatamente que f(x) también es integrable en el sentido de
Riemann sobre dicho segmento.

Para extender el concepto de integral de una funcién a conjuntos de la
recta real mas amplios que los segmentos, es preciso introducir una medi-
da de esos conjuntos, por ejemplo la «medida de Lebesgue» que se estudia
en el Apéndice III 3.

20.3. INTEGRAL DE LEBESGUE

Sea f(x) una funcién real de la variable real x, definida y acotada sobre
un conjunto de Borel, de medida finita /[(B) < +«*, y sea P una particién
del conjunto B en n conjuntos disjuntos, también de Borel

B =B/ UB,U...UB,, con B.NB; = ¢ parai #j.
Para cada uno de estos conjuntos se definen los nimeros reales

m; = inf f(x), M; = sup f(x), G=1,2, .. n
X EB;

X € B;

cuya existencia estd asegurada por ser f(x) una funcién acotada en el con-
junto B.

Considerando el conjunto % de todas las particiones posibles de B, se
definen las sumas inferior y superior de Darboux, asociadas a la particion
PeP

s(P.f) =S milB) y SP,f)=1 MIB)

3 Esta medida es un recurso de gran importancia, tanto desde un punto de vista teéri-
co como practico. Se trata de la generalizacion mas natural de la «longitud» en la recta real,
y nosotros la aplicaremos a los conjuntos de Borel, es decir a los subconjuntos de la recta
que se obtienen a partir de los intervalos abiertos (finitos) y las semirrectas, efectuando
entre ellos las operaciones conjuntistas de unién y complementario, un nimero de veces
finito o infinito numerable.

4 Para obtener la integral de Lebesgue en toda su generalidad habria que suponer que
B es un conjunto medible. Sin embargo, no es una restriccién demasiado fuerte considerar
uUnicamente conjuntos de Borel, ya que todo conjunto medible es la reunién de un conjun-
to de Borel con uno de medida nula. Ademas, existe una razén practica, y es que los con-
juntos de Borel son los mas utilizados en las aplicaciones.
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