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20 FUNDAMENTOS DE LAS TECNICAS MULTIVARIANTES

3.6. Formas cuadraticas

Siendo A una matriz cuadrada y simétrica y x un vector de p elementos
no nulos, se llama forma cuadratica a la expresion:

Gy Gy g, || X
—YA _[ ] Gy Gy o Gy | X _ _
O=XAx=[x, x, - x| - S . —Za“x,.x, +Za[2x,x2 o) @xx, =
a, dp " a[)p_ Xp
- - 2 _ > (1.14)
= ZZalfx,xf = Zaﬁxu. +Zalix,x/. = Zaﬁxu. +Z(a,/ +a,;)xx;
i i i) i i<j
Ejemplo para A,y;: , (@, a,|[x 2 2
0=x Ax:[xl xz] =ayX; +(ay +ay)X X, +a,x,
LGy Apn || X

Como se observa, X' Ax es una funcién cuadratica de las x e incluye todos
los elementos posibles de segundo orden.
Propiedades:
1. Para x = 0 todas las formas cuadraticas Q son 0.

2. Si Q > 0 para todo x # 0, entonces x' A x (y por tanto A) es definida
positiva. Donde A es regular, r(A) = p y todos sus autovalores son
positivos.

3. Si Q > 0 para todo x, entonces A es semidefinida positiva. Donde A es
singular, r(A) <p'y sus autovalores son positivos con uno al menos nulo.

4. A seria definida negativa (r(A) = p y sus 4; <0) si —Q es definida positiva
y semidefinida negativa (r(A) < p y sus 4; < 0) si —Q es semidefinida
positiva.

5. Si A es definida positiva con autovalores 4,24, ... > 4, >0 y autovectores

ai, a, ..., a,, entonces O es maxima para el maximo valor de A con la
restriccion x'x = 1. Es decir:
O=x'Ax=x'"4x=1;xx=41; (1.15)
- . 10 e
Ejemplo 23: A:{o 1} 0=xAx=x’+x; Q>0.d¢ﬁﬂzdapo;ztzm
Obsérvese que: |[A|=1; rA)=p=2.
1-1
A-A1= =1-A)1-4)=0, 4, =4,=1"
| A0 aena-n=o 42,

Ejemplo 24: B:{ll '11:|; 0=x+x2 ~2xx, =(x,—x,)% 020 semidefinida positiva

Obsérvese que: |[B|=0; #»(B)=1.
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B-11= =(1-A

1,
‘ Q) -1=A(A-2)=0; A4 =2; 4, =0.

-1 1-2 ‘
Las formas cuadraticas tienen muchos usos en el andlisis multivariante.
4. Vectores y estadisticos

Los estadisticos descriptivos pueden expresarse mediante vectores. La

siguiente tabla resume la forma matricial de algunos estadisticos y de las
matrices que facilitan su célculo:

Estadistico Forma matricial
Medi x= . - Lixe
edia x=—3X, x'=—1'X
n n
Puntuaciones diferenciales  x, = X, - X X=X -1x'
Varianza s = 1 Tx2 2 :LX'XZLM
n-1 " n-1 n—
1 1/2
Desviacion tipica g2 L s = Ix|
n-1 " n-1
Covarianza L ) Doy L Ixvl
S, = 1 Xy, S, = X'y= Xy
n— n-1 n—1
-y Xy, X' ‘X)f
Correlacion =i Xy =
2xZy] TN
Matriz de covarianzas S = 1 X' X
n—1
) ) st 00
Matriz de varianzas D=
0 o0 si
. 0
Matriz de i 5
. ro. Z = XD =
puntuaciones tipicas 0
1
Matriz de 1 22
correlaciones R= 1 ZZ=D "SD

S y R son matrices gramianas pues se basan en sumas de cuadrados y

productos cruzados.
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Las matrices S y R se relacionan mediante las siguientes formulas:

R=D'"2sD?

S=D"2R D2

(1.16)

Como S y R son cuadradas y simétricas y D"? es una matriz regular, las

matrices S y R son equivalentes. Ello implica que #(S) = r(R).

Ejemplo 25: A continuacion se presenta un ejemplo del célculo de la
covarianza y la correlacion para dos variables medidas en tres sujetos:

Sujeto X X5
1 3 6
2 5 6
3 10 12

Matriz de datos (en puntuaciones directas):

. 3
Medias: 1| |
x'=—1'X"=_[1 1 1] s
n
10
Puntuaciones diferenciales: L.
X=X -1x'=| 5
Varianzas:
S S VLY R R
n -1
2 1 1
s; = = —|-2 -2
2 P |x2| 5 [
Covarianza: 1 1
w = X, x, = Z[_3 -1

Matriz de covarianzas: 1 1/-3
S X'X=

Correlacion: . _ XX, _ 24

= = ~0.96
[l (5.10)(4.90)

B

13

12

12
12
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Matriz de correlaciones:

A e A SR

R=D"’SD™"* =
0o /41212 12 0 1/-/13| 096 1

5. Combinaciones lineales

Las técnicas multivariantes se formulan mediante combinaciones lineales
por lo que es necesario comprender su definicion y propiedades.

Considérese la siguiente combinacion lineal:
y=Xa

La variable aleatoria y es una transformacion o combinacion lineal de X
mediante a. Donde a' = [a, ..., ,] es un vector de constantes, X una matriz
de puntuaciones de » sujetos en p variables (siendo g' su vector de medias).
La media y varianza de y es:

E(y)=p'a

Var (y) = ﬁy'y = ﬁ(Xa)‘(Xa) =

! a'X'Xa =
n-—1

=a' X'Xa =a'Sa (1.17)

n—1
A continuacién se presenta un ejemplo para ilustrar la formula(1.17) en el
caso en que p=2:
Var(X1 a) +X2 612) = Var(Xl Cl]) + Var(Xz az) +2 Cov (X[ al,Xz az) =
= a2 Var (X)) + a* Var (X5) + 2 a1 a, Cov (X, X5)

Como se observa, la varianza de una combinacién lineal es una forma
cuadratica. En el caso en que a fuese un vector normalizado (donde a' a = 1),
la varianza de y queda como:

Var(y)=a'Sa=a'Aa=41

Las ecuaciones de (1.17) pueden generalizarse al caso ¥ = X A. Donde A
es una matriz de constantes de orden n X p, y la media y varianza de Y es:

E()=-p'A
Var (Y)=A'S A (1.18)

A continuacion se comentan algunas propiedades de las matrices S y R.
En primer lugar ambas son semidefinidas positivas. Puesto que toda varianza
ha de ser no negativa:

Var(Xa)>0 paratodo a
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Como Var (X a)=a'S a, entonces S tiene que ser, al menos, semidefinida
positiva. S 'y R son matrices equivalentes pues en las formulas que las
relacionan en (1.16) la matriz D" es regular. Por tanto, R también es
semidefinida positiva.

En segundo lugar, puesto que las matrices S y R son equivalentes, el
rango de S es el mismo que el de R. Este rango puede ser menor o igual que
p- Sir(S)=p, entonces S y R seran definidas positivas pues Var (X a)=a'S
a es mayor que cero para todo a # 0. Sin embargo, si »(S) < p entonces Sy R
seran singulares y ello indicard una restriccion de linealidad en los
componentes de X. Esto implica que existe un vector a =0 tal que X a es
igual a una constante. Entonces, Var(X a) = a'S a sera cero, indicando que la
matriz S es semidefinida positiva en lugar de definida positiva.

Para ilustrar este ultimo punto, supongase que p = 3 y que existe una
restriccion de linealidad en las tres variables tal que X; = X, + X;. Entonces,
Var(X; - X; - X3) =0 y el vector a' =11, -1, -1]. En este caso, una de las tres
variables es redundante y por tanto la dimensionalidad es 2 en lugar de 3.
Esto se refleja en el rango de S que también sera 2. Segun esta propiedad, el
rango de S es un indicador 1til para establecer la dimensionalidad del
problema, siendo [p—r(S)] el numero de restricciones lineales independientes
en los componentes de X. De este modo, cuando 7 (S) < p se dice que los
componentes de X son linealmente dependientes.

Ejemplo 26: Sean las variables X; y X> y su matriz de covarianzas g _ {4 3}.

39
Si se forman las combinaciones lineales Y= X + X5, Y, = X - X;, la matriz de
covarianzas para Y es:

[1 1“4 3“1 1} [19 —5}
Var(Y)=A'SA = =
1 -1{[3 9|1 -1 -5 7

Y la matriz de correlaciones:

R:D"/ZSD"”:UM o [[19 =5[lis9 0 |_[ 1 -043
0o UJ7|l-5 7 0 1/-/7| [-043 1

6. El algebra de matrices y el lenguaje MATRIX del SPSS

Las operaciones con matrices son complejas. Existen diversos paquetes
informaticos que evitan su calculo a mano. A continuacion se introduce e/
lenguaje MATRIX del programa SPSS, uno de los més empleados en las
ciencias sociales.

El lenguaje MATRIX no se encuentra en los menus desplegables del
programa SPSS. Para utilizarlo es necesario acudir a ventanas de sintaxis
desde donde se escribe la operacion que se desea realizar y se ejecuta.





