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Capitulo 12
DINAMICA DEL SOLIDO CON UN EJE FI1JO
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OBJETIVOS

Describir el movimiento de un sélido rigido alrededor de un eje fijo.
Calcular el momento cinético y la energia cinética del solido.
Obtener la ecuacion del movimiento.

Calcular las reacciones en los apoyos del eje.

Determinar los ejes permanentes y espontdneos de rotacion.
Describir el péndulo compuesto y calcular el periodo de oscilacion.
Calcular la longitud del péndulo simple sincrono.

Enunciar y demostrar el teorema de Huygens.

Establecer el método para equilibrar estdtica y dindmicamente
un eje.




12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

ESQUEMA-RESUMEN

Movimiento de un sélido rigido alrededor de un eje fijo
— Momento cinético

— Energia cinética

— Ecuacion del movimiento

— Reacciones en los apoyos

Ejes permanentes y espontdneos de rotaciéon
— Ejes permanentes
— Ejes espontaneos

Péndulo compuesto
— Péndulo simple sincrono

— Teorema de Huygens

Equilibrado estético y dindmico




12. DINAMICA DEL SOLIDO
CON UN EJE FIJO

12.1. MOVIMIENTO DE UN SOLIDO RiGIDO ALREDEDOR
DE UN EJE F1JO

Sea un sélido rigido en rotacién alrededor de un eje fijo, que se supon-
dréa coincidente con el eje OZ de un sistema de referencia inercial OXYZ,
con una rotacién instantdnea oy estando solicitado por un conjunto de
n fuerzas F,, aplicadas en los puntos 7,. Se trata de obtener la ecuacién del
movimiento, asi como las reacciones de Oy O'.

Para ello se calcularan previamente el momento cinético axico y
la energia cinética de un sélido rigido en rotacién alrededor de un eje
fijo OZ.

OI

el
-
ol
)
>

FIGura 12.1
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12.1.1. Momento cinético respecto al eje

El momento cinético de un sélido rigido, respecto a un eje 3 definido
por el vector unitario #, viene dado por:

Ly=[F xX¥V) - dm=|F,7v,id)dn
siendo D el dominio en el que esta definido el s6lido. Puesto que
V=0 X7
se puede escribir
L; = jD{?, (0 X7),u}dm
o sea
Ly = wa{?’, U X7),u}dm

Teniendo en cuenta que el producto mixto es circularmente conmu-
tativo resulta:

Ly= o[ (@ X7),d,7)dm = o[ (T X7) X} 7 dm
y desarrollando el doble producto vectorial:
L; = wa{(norz_I)Tf’} -~ W -M)u)-7vdm
de donde
Ly = wa[(norLT nor7 — (i -7)*}dm

Recordando la relacion de Lagrange que da la norma de un producto
vectorial y la definicién del momento de inercia respecto a una recta,
resulta finalmente:

Ly = oofD nor (i X7)dm

o sea,

Ly = ol [12.1]
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12.1.2. Energia cinética

La energia cinética del sistema es:
1 —
E.=—| norv dm
2 D

y como

<i
Il

€l
X
N

resulta
E. =~ nor @ x7)d
c—?DHOF(‘D X7)dm

Desarrollando la norma del producto vectorial queda:

E.= [ [nor & nor7 - @ - 7)1 dm

c 2 D
y puesto que ® = o i,
E = L(DZJ' [norif nor7 — (i -7)*1dm

c 2 D

o0 sea,
1 1
E = ?wsznorF) dm — ?(x)sz(L_t) 7)Y dm

y de aqui

1
E, = 70)2 U, — L)

Si tenemos en cuenta que /, = I,, + I; resulta finalmente:

[12.2]
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12.1.3. Ecuacion del movimiento

El teorema del momento cinético permite escribir:

dL,
dt

—

=T -k

siendo T el momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a un
punto del eje fijo OO' = OZ.

Por lo tanto,

dt i

M=

(F)ixﬁi)'z)

1

Teniendo en cuenta la expresién [12.1] que da el momento cinético
queda:

o lo que es lo mismo:
do
—=7T 12.3
d dl’ z [ ]

Se observara que en esta expresién no aparecen las reacciones R y R,
en O y O', ya que por cortar al eje OZ no producen momento.

Al mismo resultado puede llegarse a partir del teorema de la energia
cinética. En efecto,

y puesto que

queda
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O sea

de donde

y finalmente

o lo que es igual:

que es la misma expresion [12.3] obtenida a partir del teorema del momen-
to cinético.

En el caso en que no hubiese fuerzas exteriores o las que hubiera die-
sen un momento resultante axico, respecto a 8, nulo, resultard w = cte.

12.1.4. Calculo de las reacciones

Para calcular las reacciones supondremos que el eje 8 (OZ) permane-
ce fijo porque lo estan dos de sus puntos O y O'. Sean R y R' las reaccio-
nes en O y O', respectivamente. Se puede, por tanto, prescindir de las liga-
duras y considerar el cuerpo rigido como libre bajo la accién del sistema
de fuerzas aplicadas F, y de las reacciones R y R .

Consideraremos otro sistema de ejes, Oxyz, méviles, ligados al sélido,
de modo que lo acomparian siempre en su movimiento y tales que Oz coin-
cide en todo instante con OZ.

Aplicando el teorema del momento cinético se puede escribir:
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(dLO> =T, + 00 X R
dl inercial

y en los ejes méviles:

Ahora bien, si ® = wk :

yaqueVv = X7, de donde:
L, =f8 nor7v dm — f(i_f) - )7 dm
y de aqui:

L,=wk I, - o|[F - k)7 dn

y multiplicando escalarmente por i, j y k, respectivamente,
sulta:

—wP

Xz

L=-o|[F k)7 -7)dn

—wP

vz

L =-o[F B)FT)dm

L =ol,—o|[F k) dm=owl,-1I,) = ol

por lo que:
L,= —waZT - (oPyJ) + wlzz
y
|t ik o,
@ XLo=| 0 0 © | =wP,i —o'P,j
—wP,, —oP, wol,

Con lo que el primer miembro de [12.4] queda:

dl - - _
( 0) +o XL =L + 00 XR' [12.4]
moévil

re-
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dr, . d ~
( O) +& XL, = —(—"’Pﬂ - u)ZPyZ>i -
dt moévil dt
dw do  —
(2 p 4+ 2Px> + 22T 12.5
( a0 ) Ty 1251
Por otro lado:
i 7k
OO'XR'=|0 0 h|=-hRji +hR,j
R, R, R;
Con lo que el segundo miembro de [12.4] puede escribirse como:
[, + 00 X R'= (T, —hR)i + (I, +hR)j + Tk [12.6]

Teniendo en cuenta [12.5] y [12.6], la ecuacién vectorial [12.4] equi-
vale a las tres escalares:

—(d—‘” P, — o Pyz> =T, - IR
dt

y
d

—(—‘” P, + o sz> =T, +hR!
dt -

zd—wzrz
dt ‘

[12.7]

La tercera de las [12.7] coincide con la ecuacién movimiento ya obte-
nida. Una vez integrada, las dos primeras ecuaciones permiten calcular
R\ yR.

Aplicando a continuacion el teorema del centro de masas quedara:

Ma,=F+R+R

[12.8]
Recordando la expresion del vector aceleraciéon de un punto se tiene:
. dv, do
a, = +— X

0G + & X (& X OG)
dt dt

es decir:
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—

d — —
G, =2 X 06+ X (@ x 0G)
dt

Desarrollando ambos productos vectoriales, queda:

e

T 7 OF
do — do do - do —
—XO0G=|0 0 —|=—vy-—1i +x.—7 12.9
dt dt Yola Uy [12.5]
X6 Yo Zc

y por otro lado
@ X (@ X 0G) = (@ - 06) & — 0’0G
queda
& X (@ X 06) = (0z) ® — 0OG
o sea
B X (@ X0G) = —wxsi — oyl [12.10]

Teniendo en cuenta [12.9] y [12.10], se puede descomponer a conti-
nuacion la ecuacion vectorial [12.8] en las tres escalares:

d
—M(d—(: ve + msz) —F.+R.+R!
d 2.
M(d—(:xG ~ mzyG> =F,+R, +R! [12.11]
0=F, +R +R

Las dos primeras ecuaciones permiten calcular R, y R, una vez resuel-
tas las [12.7]. La tercera permite conocer la suma R, + R), pero para deter-
minar cada una de éstas por separado hay que acudir, en general, al ana-
lisis de la deformacién del eje de rotacién. Puede eliminarse la
indeterminacién, sin suprimir la condicién de indeformabilidad, dispo-
niendo los apoyos en O y O' de forma adecuada. Por ejemplo, situando
un cojinete radial en O' (que solo absorbe esfuerzos radiales) y una qui-
cionera en O, destinada a absorber toda la componente F, de las fuerzas
exteriores, resultaria:

R.=0 [12.12]
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En adelante se supondra que el eje se ha fijado de acuerdo con esta
disposicién y que, por tanto, las reacciones R y R' y quedan determina-

das mediante las ecuaciones:

(dw wZP

d
—%4Z$WG+wa R, +R!

d
A%Ji&f—w%> F,+R, +R!

dt

0=F.+R. +R!
0=R!

12.2. EJES PERMANENTES Y ESPONTANEOS

DE ROTACION

12.2.1. Ejes permanentes de rotacion

=T, - hR}

-{éﬂp + o ) T, + hR!
F,+

[12.13]

Si el sistema de fuerzas activas aplicadas al s6lido es tal que T, = 0. Es

decir:

r.=1r,=1,=0

x y b4

de la ecuacién del movimiento [12.3] se deduce:

do
— =0, = cte.
dt oo

Por otra parte de las dos primeras [12.13] se obtiene:

»’P »’P
R)'( - X2 R' = — vz
noo Y h

Si ademas, el eje de rotacion & (OZ) es una direccion principal de iner-

cia en O, se verifica:
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En este caso R, = R, = 0y el apoyo O' no transmite ninguna accién al
sélido. Si se suprimiese el cojinete radial en O', una vez que el cuerpo ha
comenzado a girar con o constante, permanecera girando indefinida-
mente sin variar el eje de rotacion.

Se puede decir, por tanto, que si un sélido rigido con un punto fijo esta
libre de pares exteriores y adquiere un movimiento de rotacién alrededor
de una de las direcciones principales de inercia relativas al punto fijo, per-
manecera girando indefinidamente alrededor de ella. Es por esto por lo
que las direcciones principales de inercia relativas al punto fijo reciben
el nombre de ¢jes permanentes de rotacién del sélido.

12.2.2. Ejes espontaneos de rotacion

Si el sistema de fuerzas exteriores aplicadas al sélido rigido es equi-
valente a cero, es decir:

F=0
[,=0
de la ecuaciéon del movimiento [12.3] se obtiene:

do

— =0, w = cte
dt Y

Por otro lado de las [12.13] se deduce:

R = w’P,,
* h
R — szyZ
! h
(.02
sz—Mm%G—R;=7TG@—Ah¢m
(1)2
Ry = _szyG - Rx') = I(Pyz B MyGh)

Si, ademas, el eje de rotacion coincide con una de las direcciones prin-
cipales de inercia relativas al punto O, y el centro de gravedad del sé6lido
se encuentra sobre el eje de rotacion, resultara:

R=R=0



DINAMICA DEL SOLIDO CON UN EJE FIJO 499

En este caso, una vez que el s6lido ha comenzado a girar con » cons-
tante alrededor de OO' ninguno de los dos apoyos O y O' transmite accién
alguna al sélido, por lo que podrian eliminarse ambos cojinetes sin que
se alterase el movimiento.

Esto permite afirmar que si un sélido rigido libre adquiere un movi-
miento de rotacién alrededor de una direccién principal de su elipsoide
central de inercia, continuara girando indefinidamente alrededor de ella.
Por este motivo las direcciones principales del elipsoide central de iner-
cia reciben el nombre de ejes espontdneos de rotacién.

12.3. PENDULO COMPUESTO

Recibe este nombre todo sélido rigido mévil alrededor de un eje fijo
horizontal y sometido inicamente a la accién de la gravedad (fig. 12.2).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el plano OXY contiene
al centro de gravedad (fig. 12.3).

X X
FIGUrRA 12.2 FIGurRA 12.3

7

X

Aplicando el teorema del momento cinético respecto al eje OZ re-
sulta:

16 =T, [12.14]

Como

se puede escribir:
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es decir:

que desarrollada queda:

I, = —Mgyg

Z

Sustituyendo en la ecuaciéon [12.14] resulta:
1§ = —Mgy; = —Mgl, sen 6
Como por otro lado, I, = Mk?, siendo k, el radio de giro queda:
M k26 = —Mgl,; sen 6

O sea

. ol
§+26 genp=0 [12.15]

2
z

que es la ecuacién diferencial del movimiento del péndulo compuesto.

12.3.1. Péndulo simple sinerono

Se llama asi a un péndulo simple cuyo periodo de oscilacién coincide
con el del péndulo compuesto.

Recordemos que la ecuacién diferencial del movimiento un péndulo
simple era:

.(-).—I-%senG:O [12.16]

siendo [ la longitud de dicho péndulo simple.

Comparando las ecuaciones [12.15] y [12.16] resulta que para que el
péndulo simple sea sincrono se ha de verificar:

gl _ 8

2o
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o lo que es igual:

ol = k2 [12.17]

12.3.2. Teorema de Huygens
yg

Si a partir del eje OZ, se traza una superficie cilindrica CC' de radio
igual a la longitud el péndulo simple sincrono, es decir, OO' = [, dicha
superficie divide al péndulo en dos regiones: una formada por todos aque-
llos puntos del sélido tales que su distancia, r, al eje OZ es r < [ (puntos
interiores a CC'), que oscilan mas despacio que el péndulo simple sincrono
(es decir, mas lentamente que si estuviesen libres), y otra, formada por
los puntos tales que r > [, que oscilan mas deprisa que si estuviesen libres.

Los tinicos puntos que oscilan como si estuviesen libres (péndulo sim-
ple sincrono) son los que se encuentran sobre la superficie cilindrica
r = [ (superficie CC").

Huygens llamé al eje OZ, eje de suspension, y al eje O'Z', paralelo a él
y que pasa por O', eje de oscilacion. El plano que ambos ejes determinan
contiene al centro de masas G del sélido.

El teorema de Huygens establece que los periodos de oscilacién alre-
dedor del eje OZ y alrededor del eje O'Z' son iguales.

En efecto, aplicando el teorema de Steiner para ejes paralelos,
resulta:

I,=1;+ Ml

siendo M la masa total del péndulo, que en funcién de los radios de giro
puede escribirse como:

k2=l + 1% [12.18]

FIGurA 12.4
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Dela[12.17] resulta:
Il =k
y sustituyendo en [12.18] queda:
lol =k + I2

O sea:
2

[ = klzc +1.>1, [12.19]

G

y como ademas

l=1,+1
resulta al sustituir en el primer miembros de [12.19]:

2
sz

[y

=1, [12.20]

Cuando oscila alrededor de OZ' la longitud del nuevo péndulo simple
sincrono sera [' y se verificara:

0=k
Aplicando Steiner:
0= K + ()

de donde resulta:

2
I'= —==+1
Lo
y como ademas de [12.20]:
2
ﬁ =1,
lg

queda:
I'=I1+1;=1
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Como ambas longitudes son iguales ambos periodos también lo son,
con lo que queda demostrado el teorema de Huygens que puede enun-
ciarse como sigue: «Si en un plano que pasa por el centro de masas del pén-
dulo compuesto se tienen dos ejes paralelos y horizontales, a distancias desi-
guales del centro de masas, y para los cuales la longitud del péndulo simple
sincrono es la misma, se verifica que dicha longitud es igual a la distancia
que separa ambos ejes».

12.4. EQUILIBRADO ESTATICO Y DINAMICO

Interesa examinar las condiciones que deben verificarse para que las
reacciones de los apoyos sean las mismas que si el s6lido estuviera en
equilibrio.

Bastara para ello que en las ecuaciones [12.13] hagamos:
X6 =y =0
es decir, que el centro de gravedad del cuerpo esté en el eje de rotacion,

lo cual se expresa diciendo que el cuerpo esta equilibrado estdticamente.

Y, ademas, debera verificarse en dichas ecuaciones [12.13] que:

P,=P,=0

xz — tyz
es decir, que el eje de rotacién sea principal de inercia, lo cual se expresa
diciendo que el sélido esta dindmicamente equilibrado.

Vamos a estudiar a continuacién la posibilidad de equilibrar estatica
y dindmicamente un sélido mévil alrededor de OZ, con dos masas mn1, y
m, situadas en dos planos de cotas z, y z, conocidas.

Sean xg, Y, Z¢ las coordenadas del centro de masas,

P,P.,P

yzr Loxzr £ oxyr

los productos de inercia,
X1, Y1, Z1, las coordenadas de m1,, y
X5, V1, 25, las coordenadas de m1,.

Para que el sistema esté estaticamente equilibrado debe verificarse la
nulidad de los momentos estaticos:

Mx. +m,x, + m,x, =0
G 1% 2X2 [12.21]
Myg + myy, + m,y, =0
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Y para que esté equilibrado dindAmicamente expresamos la nulidad de
los productos de inercia:

P, +my,zy + myy,2, =0 [12.22]

P.+mxz; + myx,2,=0

Resolviendo los sistemas [12.21] y [12.22] se obtienen las coordena-
das x4, y,, x, € ¥, (puesto que z, y z, eran los planos dados):

:sz_MxGZZ :Pyz_MyGZZ
X1 Y1
m, (2, — 24) m, (2, — 24)
_MxGZI_PXZ _MyGZI_PVZ
Xo = —— Yo=—
m, (2, — 24) m, (2, — 24)

Si el cuerpo estuviera estaticamente equilibrado, se verificaria:
X6 =Yc =0

y las coordenadas (x,y,) y (x,v,) pasarian a ser:

— PXZ . — PYZ
]Cl - ) yl -
my(z, — 2y) my(z, — 2y)
_sz _Pyz
Xo=—" Yo =
my(z, — Z]) my(z, — ZJ)

que resuelven el problema propuesto.
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EJERCICIOS

Un disco circular de radio R, masa M y espesor despreciable gira

12.4

con velocidad angular w constante alrededor de un eje vertical con
el que forma un angulo «. Los extremos del eje se encuentran a
una distancia d del centro del disco. Determinar las reacciones en
los apoyos situados en los extremos del eje.

Se tiene una varilla AB de longitud L y masa M. Dicha varilla se
mueve con una rotacién uniforme, de médulo o, alrededor de un
eje OZ, paralelo a AB y situado a una distancia R de la varilla, de
manera que en todo instante OA y OZ son perpendiculares.
Calcular:

a) Momento cinético de la varilla respecto a su centro de
masa G.

b) Momento cinético de la varilla respecto al punto O.

En un plano vertical se encuentra situado un alambre que tiene
la forma de una semicircunferencia, de masa M y radio R, y que
gira con velocidad angular w alrededor de su didmetro OO'. Se
tomara como origen de coordenadas de un sistema de referencia
OXYZ el extremo O del diametro, estando situado el otro extremo
O' sobre el eje OZ. Se supondra que el plano vertical es el OYZ. El
centro de masas del alambre se encuentra en el punto de coorde-
nadas (0, 2R/w, R) y la reaccién en el apoyo O' no tiene compo-
nente segin OZ. Calcular:

a) Productos de inercia del alambre respecto a dichos ejes.

b) Reacciones en los apoyos O y O'.

Una esfera rigida, homogénea, maciza, de radio R, puede girar
alrededor de uno de sus ejes de simetria AB. Sobre el meridiano
cuyo diametro coincide con AB, se encuentra situado el origen de
una fuerza de médulo constante f'y cuya direccion es perpendi-
cular al plano que contiene a dicho circulo maximo. El punto ori-
gen de dicha fuerza se desplaza sobre el meridiano con movi-
miento circular uniforme de velocidad angular Q). Suponiendo
que en el instante inicial la esfera estd en reposo y el origen de la
fuerza se encuentra en el punto A, calcular:

a) Momento ejercido por la fuerza respecto al eje AB.

b) Velocidad angular de la esfera al cabo de un tiempo .
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Una varilla AB, de longitud 2L y masa M, gira en un plano verti-
cal alrededor de un apoyo situado en su extremo A. Calcular:

1.° La aceleracién angular de la varilla, cuando esta en posicién
horizontal, para que no exista reaccion vertical en el extremo A.

2.° El momento que hay que aplicar a la varilla para que adquie-
ra dicha aceleracion.
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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

12.1 B
. Y
d AO®
o
o
d V4
AT

FiIcura 12.5

Por estar el centro de masas del disco sobre el eje, su velocidad es
nula y por tanto la cantidad de movimiento del disco es nula.

Para calcular el momento cinético respecto a O se elige el siste-
ma de ejes principales Oxyz. Resulta

o, =0

El momento cinético vale

2 2
Z)OZMTwcosaT—MTwsenaF

- i 7 3
— dL = -
dt )mevil 0 MT ® COS o —MT W sen o

R2
=— MT o’ sen a cos a
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