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ESQUEMA/RESUMEN
* Limite de una aplicacion: lim f(x) = b < V & > 0, 3 8 > 0 tal que si

dix,a) <d=d(f(x),b) <e
» Limite a través de subconjuntos: si f- 4 — F'y lim f(x) = b entonces, para

cualquier subconjunto B de 4, tal que a sea un punto de acumulacion de B se
tiene:

lim f(x)=»b
x—>a,xEB
* Caracterizacion del limite por sucesiones: lim f(x) = b < para toda suce-
X —a
sion (x,) de puntos del dominio, x, # a, (x,) — a, se tiene (f(x,)) — b.

» Aplicaciones continuas: f'continda en a si lim f(x) = f(a).
XxX—a

* Continuidad global: f continua en 4 si lo es en cada punto a de A.
* Continuidad uniforme: f'de 4 en F es uniformemente continua en 4 <
Ve>0, 38>0, Vx,y€A ; dx,y)<d = d(f(x),f(y)<e

» Conservacion por funciones uniformemente continuas: (x,) C £ sucesion de
Cauchy, f: £ — F uniformemente continua = f{(x,) sucesion de Cauchy.

* Funciones continuas definidas en conjuntos compactos:

1. K compacto, f continua = f{(K) compacto.

2. K compacto, f: K — R continua = f'alcanza al menos en un punto de K
su maximo absoluto y al menos en un punto su minimo absoluto.

3. K compacto, f'continua = funiformernente continua en K. (Teorema de
la continuidad uniforme.)

* Aplicacion lipschitziana: 3 k£ > 0:
d'(f(x), () < kd(x,y), Vx,y€E
* Aplicacion contractiva: aplicacion lipschitziana tal que 0 < £ < 1.
» Teorema del punto fijo: £ complejo, f: E — E contractiva d a € E: f(a) = a.

» Conjunto conexo: no existe una particion del conjunto formada por dos sub-
conjuntos abiertos (o cerrados).

* Caracterizacion de los conjuntos conexos: M es conexo si y solo si toda fun-
cion real continua en M que s6lo toma los valores 0 y 1 es constante.

* Funciones continuas sobre conjuntos conexos: la imagen por una funcion
continua de un conjunto conexo es un conjunto conexo.
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* Conjunto conexo por arcos: dados dos puntos cualesquiera del conjunto
existe un arco contenido en €l que los une.

* Conexo por arcos = conexo.

* Funciones continuas sobre conjuntos conexos por arcos: la imagen por una
funcién continua de un conjunto conexo por arcos es un conjunto conexo por
arcos.



1. Aplicaciones continuas

Los conceptos de limite y continuidad de funciones reales de una o varias
variables reales se establecen en el marco general de los espacios métricos sin
ninguna modificacion.

Sea funa aplicacion definida en un subconjunto 4 de un espacio métrico
(E, d) con valores en otro espacio métrico (F, d"). La idea intuitiva del concepto
de limite de f'en un punto a de 4 es la aproximacion de la imagen f(x) a un pun-
to fijo b de F a medida que x € 4 — {a} se aproxima al punto a. La aproxi-
macion se mide con las distancias d(x, a) y d'(f(x), b) y por lo tanto con los en-
tornos (o las bolas) de los puntos a y b en los espacios £y F. Si el punto a es
un punto aislado de 4 y su imagen f(a) es b, entonces convenimos en que el
limite de f(x) es b. Por consiguiente, en lo sucesivo supondremos siempre que
el punto a posee otros puntos del espacio £ tan cercanos a ¢l como se quiera,
en otras palabras, supondremos que a es un punto de acumulacion de 4. En la
figura 2.1 se muestran algunas situaciones posibles.

b=fla)}

V=
\ A
V=

a) limf(x) = b = f(a) b) limf(x) = b # f(a) c) No existe £iLIJ.f(x)

Figura 2.1. Limites de funciones
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b = fa) preveeeeeeeeeeeeeeeeeeen

V=

X
>
>

\ A%

A

a ' 4 a y
d) Punto aislado e) No existe lim f(x) SETFCE {?c :i ; 8
lim f(x) = f(x) o lim f(x) =
- lim f(x) =0

Figura 2.1 (continuacién). Limites de funciones

2.1. Definicion de limite

Sea f: A > F,a € A'. Se dice que el limite de f(X) cuando x tiende hacia a
esb €F, yseescribe iim f(x) = b, si para todo € > 0 existe 8 > 0 tal que
XEA,Xx—>a

para todox € A — {a} q’ue cumpla d(a, x) < 8 se tiene d'(b, f(x)) < e.

La definicion anterior se puede formular también en término de bolas o de
entornos de la siguiente manera:
1. Iim f(x) = bsi para toda B(b, g) existe B(a, d), tal que para todo

XEA x—>a

x € B(a, 8) N (A — {a}) se tiene f(x) € B(b, ¢).

2. Iim f(X) = bsipara todo entorno V de b existe un entorno U de a,
XEA Xx—>a

tal que para todo x € U N (A — {a}) se tiene f(x) € V.

En caso de no existir confusion con el dominio de f, notaremos el limite
anterior por lim f{(x).
xX—a

Analogamente a lo que sucedia con las aplicaciones de R en R, se prueba
que el limite de £, si existe, es tinico. Por otra parte, si ftoma valores en un espa-
cio métrico producto F;, X F, X ... X F,, determina univocamente m aplicacio-
nes f: A — F,, que se denominan componentes de f, definidas por f; = ;° f,
en donde ; es la proyeccion i-ésima del espacio producto. Recuérdese que la
proyeccion j-ésima de una n-pla (x,, x,, ..., x,) es su coordenada x;. Una demos-
tracion semejante a la efectuada en la Proposicion 1.10 prueba que la condicion
necesaria y suficiente para que lim  f(x) = besque lim f(x)=b, para

XxXEAx—>a XxXEA,x—>a

cadai=1,2,...,m,endonde b = (b, b, ..., b,).

Consideremos un subconjunto B de 4 tal que el punto a pertenece también
a la acumulacion de B. Si el limite de f(x) cuando x tiene hacia a es b, el limi-
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te de la restriccion de f'a B ha de ser necesariamente b. Esta sencilla propiedad,
cuya demostracion es evidente, nos permite en algunos casos probar la no exis-
tencia del limite de f'determinando dos subconjuntos en los que la restriccion
de f'da limites diferentes.

2.2. Ejemplos
a) La funcion de R? en R definida por

Sy =< +y2 si(x,y) # (0, 0); /(0,0) =0

no tiene limite cuando (x, y) tiende a (0, 0), ya que son diferentes los limites de
la restriccion de f'a cada recta L,, de ecuacion y = Ax. En efecto:

lim  f(x,y) = lim f(x, ) = lim 28 ;B i ;;:2

(x, ) —(0,0)
(x,») €L, x#O m&o

b) La funcion de R* en R definida por

s, = EEBEER i 1) # (0,00 100,0) = 0

no tiene limite cuando (x, y) tiende a (0, 0), ya que son diferentes los limites de
la restriccion de f'a cada parabola C,, de ecuaciony = \x%, N # 0

40y 2 2..4

N x*(N* + 2 cos A°x%) 2

= = + _

. v)hl;réo O)f(x y) hmf(x )\)C) } x4()\2x4 + )\2) 1 )\2
®)EGC

Las sucesiones convergentes hacia a constituyen un importante caso par-
ticular de subconjuntos de A. El teorema siguiente caracteriza el limite de fpor
medio de estas sucesiones.

2.3. Teorema de caracterizacion del limite por sucesiones

Sea a € A'y f: A = F. Una condicion necesaria y suficiente para que
lim f(x) = b es que para toda sucesion (X,) de puntos de A, X, # a, tal que

X—a
lim X, = a se tenga llm f(x,) =
n— o
Demostracion. La condicion es necesaria. Sea (x,) una sucesionde 4 — {a}
convergente hacia a, probemos que (f(x,)) converge hacia . Consideremos un
entorno arbitrario V" de b. Como por hipdtesis lim f(x) = b, existe un entorno
xX—a
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Udeatal quesix € UN (4 — {a}) se tiene f(x) € V. Por otro lado como
(x,) = a, dado U existe n, € N de modo que si n > n, se tiene x, € U. Enton-
ces f(x,) € Vparatodon > n,y lim f(x,) = b.

La condicion es suficiente. Demostrémoslo por reduccion al absurdo.
Supongamos que no existe lim f{x) o bien que existe pero es distinto de b.
x—>a,x€A

En cualquiera de los dos casos, existe un entorno ¥ de b de modo que todo
entorno U de @ posee un elementox € U N (4 — {a}) tal que f(x) € V. Sien
particular consideramos las bolas de centro a y radio 1/n, para cadan € N exis-
te x, € B(a, 1/n) N (4 — {a}) y f(x,) & V. Encontramos asi una sucesion (x,)
contenida en 4 — {a}, convergente hacia a, cuya sucesion imagen (f(x,)) no
converge hacia b. i

2.4. Ejemplo

La funcion f(¢) = sen% + cos %, t # 0 no posee limites en ¢t = 0, ya que
los limites de f{(¢,) y f(,), en donde

1 1
by = ;=
2nm 2nt + (w/4)

sonly \/5 respectivamente.

Si a es un punto del dominio 4 de f, esta definida su imagen f{a). En caso
de que exista lim f(x) y coincida con f(a), decimos que f es continua en a
X —a

(Figura 2.1.a)). Sin embargo, puede existir lim f(x) y no coincidir con f(a).

La aplicacion fno es continua en a (Figura 2.1.b)). También puede ocurrir que
la funcion no sea continua por no existir lim f(x) (Figura 2.1.c)). La continui-
XxX—a

dad es una propiedad local, es decir, una propiedad de f'en cada punto. La fun-
cion f(x) = 0six € Q, f(x) = x si x & Q (Figura 2.1.f)), es continua tnica-
mente en x = 0. Finalmente, en los puntos aislados del dominio de definicion,
de acuerdo con el convenio lim f(x) = f(a), suponemos que f'es continua (Fi-

gura 2.1.d)).

2.5. Definicion de aplicacién continua
Una aplicacion f de A en F es continua en a € A si existe lim f(x) y es
X—a
igual a f(a).

Los diferentes enunciados de limite se trasladan al caso a € 4y b = f(a),
obteniéndose las versiones correspondientes de continuidad. Una formulacion
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muy util es la siguiente: «f es continua en a si la imagen inversa f~'(V) de cual-
quier entorno V de f(a) es un entorno de a.

La restriccion de una funcion continua a un subconjunto de su dominio es
evidentemente continua. Sin embargo, puede no ser f continua y si serlo su res-
triccion a un subconjunto. Por ejemplo, la aplicacion de R* en R definida por
fx,y) =x*ysiy # 0, f(x, 0) = 0, no es continua en (0, 0) pero si lo es su res-
triccion a cualquier recta que pase por el punto.

Como consecuencia inmediata de las propiedades del limite se obtienen las
propiedades analogas de la continuidad. Asi, en el caso de que f tome valores
en un espacio producto F; X F, X ... X F,: «una condicion necesaria y sufi-
ciente para que f sea continua en un punto a de su dominio es que cada fun-
cion componente f. sea continua en a». El teorema de caracterizacion por su-
cesiones se enuncia de la siguiente manera: «una condicion necesaria y
suficiente para que f sea continua en a € A es que para toda sucesion (X,) de
A que converja hacia a, la sucesion (f(x,)) converja hacia f(a)».

2.6. Teorema de composicion de funciones continuas

Sean E, F y G espacios métricos, A C Ey B CF. Si f: A — B es continua
ena€ Ayg:B— Ges continua enb = f(a), entonces la aplicacion compuesta
h = go fes continua en a.

Demostracion. Sea V un entorno de /#(a) = g(f(a)) = g(b). Por ser g con-
tinua en b existe un entorno W de b tal que siy € W N B se tiene g(y) € V. Por
otro lado, como f'es continua en @, dado el entorno W de b existe un entorno U
de a tal que six € U N 4 se tiene f(x) € W. Como consecuencia, para todo
x € UN A4 secumple i(x) = g(f(x)) e V.1

Una aplicacion se dice que es continua en un conjunto si lo es en cada uno de
sus puntos. Por lo tanto, f'es continua en su dominio si su imagen inversa transfor-
ma los abiertos de la topologia del segundo espacio en abiertos del dominio de -

2.7. Teorema de continuidad global

Sea funa aplicacion de E en F. Una condicion necesaria y suficiente para
que f sea continua en E es que la imagen inversa de cualquier abierto (cerra-
do) de F sea un abierto (cerrado) de E.

Demostracion. La condicion es necesaria. Sea G un abierto de F. Podemos
suponer que /~(G) # ¢ ya que en caso contrario el resultado es obvio. Para cada
x € f7(G) el abierto G es un entorno de f(x), y por ser f continua en x existe V,
entorno abierto de x tal que f(¥,) C G. El conjunto V' = U {V.:x € f (G)} es
abierto por ser union de abiertos e igual a /~!(G), luego /~!(G) es abierto.
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La condicion es suficiente. Sea x un punto arbitrario de £. Dado un entor-
no cualquiera W de f(x), que podemos considerar abierto, por hipotesis, su
imagen inversa /~'(W) = ¥ es un conjunto abierto de E que contiene a x, y por
lo tanto un entorno de x. Evidentemente f(}) C W,y fes continua en x. ll

En general una funcion continua no transforma conjuntos abiertos en con-
juntos abiertos, ni conjuntos cerrados en conjuntos cerrados. Por ejemplo,
f(x) = x? transforma el intervalo abierto (—1, 1) en el intervalo [0, 1) que no
es abierto ni cerrado. La funcion g(x) = 1/x, definida en el intervalo [1, %),
transforma el cerrado [1, %) en el intervalo (0, 11 que no es abierto ni cerrado.
Otra caracterizacion de la continuidad global de una funcion es la siguiente:

2.8. Teorema de caracterizacion de la continuidad

Una aplicacion fde E en F es continua en E si'y solo si para cualquier sub-
conjunto M de E se tiene f(M) C f(M).

Demostracién. Supongamos que fes continua en E. Sea @ € M. Existe una
sucesion (x,) de M tal que lim x, = a. Por la continuidad de f; la sucesion
n—®

(f(x,)) converge a f(a) y como consecuencia f(a) € f(M).

Reciprocamente, supongamos que la imagen de la adherencia de un conjunto
esta contenida en la adherencia de la imagen y probemos que la imagen inversa
f~!(H) de un cerrado H de F es un cerrado de E. En efecto, aplicando la hipotesis

JUH) CAYTIH) CH
con lo que f~'(H) C f~'(H) y f~'(H) es cerrado por contener a su adherencia. l

2.9. Ejemplos

a) La funcion de R? en R definida por

3

S@y) = —— si(x,) # (0,0), /(0,0) = 0
x-+y

es continua en todo R?. En efecto, para cada (a, b) # (0, 0) la funcién es con-
tinua por ser cociente de dos funciones continuas y no anularse el denomina-
dor. Para (a, b) = (0, 0), se tiene

)C3
0=| =
x“+y
luego
3
0= lim |——|= lim |x]| =0
@N=>0.0] x2+ p2 | @»-00




CONTINUIDAD 45

por lo tanto
lim  f(x,y) = 0 = £(0, 0)

(,3) = (0,0)
Véanse los Ejercicios de autocomprobacion.

b) Aplicando el teorema de caracterizacion de la continuidad, comproba-
mos que la funcion de R en R definida por

0six&Q

f(x):{x sixe Q

no es continua en R. En efecto, sea M = R — @ el conjunto de los numeros
irracionales, se tiene

fM) = f(R) = Q
JM) = {0}

Noétese que f'solo es continua en x = 0.

= (M) = Q ¢ f(M) = {0}

2.10. Definicion de homeomorfismo

Una aplicacion f entre dos espacios métricos E y F se dice que es un ho-
meomorfismo si f es biyectiva y tanto f como ™! son continuas. Dos espacios
métricos se llaman homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

Los homeomorfismos también se denominan aplicaciones bicontinuas. Entre
las topologias de dos espacios homeomorfos existe una correspondencia biunivo-
ca: cada conjunto abierto del primer espacio se identifica con un tnico conjunto
abierto del segundo espacio. Como consecuencia las propiedades topologicas de
ambos espacios son las mismas. En la clase de espacios topologicos, y en parti-
cular en la de espacios métricos, la relacion «E es homeomorfo a F» es una rela-
cion de equivalencia y los espacios pertenecientes a cada elemento de la particion
que define se comportan topoldgicamente igual. Un ejemplo de homeomorfismo
es la identidad entre (E, d,) y (E, d,) si d, y d, son distancias equivalentes.

Una aplicacion fentre dos espacios métricos £y F se dice que es un ho-
meomorfismo local si para cada punto x de £ existe un entorno ¥ de modo que
la restriccion de f'a ¥ es un homeomorfismo entre V'y f(V). Mas adelante uti-
lizaremos este concepto en la definicion de curva general.

2.11. Ejemplos

a) Cualquier aplicacidon continua estrictamente creciente o estrictamente
decreciente es un homeomorfismo de R en R.

b) f(x) = tag x es un homeomorfismo del intervalo (—m/2, 7/2) en R.
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¢) La aplicacion continua f(¢) = (# — t, £ — t) de R en el subespacio de
R? determinado por su imagen

M={x)ERx=~L—t,y=7F—1ttE (—x, o)}

no es un homeomorfismo ya que no es inyectiva pues f(1) = f(0).

V=

Figura 2.3. Aplicacionx =~ —t,y = — 1.

Sin embargo f'es un homeomorfismo local. La imagen de un entorno V' de
t = 0, por ejemplo V' = (—1/4, 1/4) es un arco de curva que pasa una sola vez
por el punto (0, 0). Es claro que

[V =(—1/4,1/4) = f(V)

es un homeomorfismo. Andlogamente para t = 1, podemos considerar el en-
torno W = (1/2, 312) y f'es un homeomorfismo entre W'y f(W). Figura 2.4.

L 29

Figura 2.4. Imagenes de f'en un entorno de = 0 y en un entorno de ¢ = 1.
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