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CariTULO 1
Espacios métricos

1. Enunciados

1. Sea R [0,1] el espacio de las funciones reales integrables Riemann en el
intervalo [0,1]. Estidiese si

d(f,8)=[)|f(x) - glo)|dx

es una distancia.
2. Sea C [0,1] el espacio de las funciones reales continuas en el intervalo
[O0,1].

a) Pruébese que la aplicacion d definida en el ejercicio anterior es una dis-
tancia.

b) Determinese la distancia entre f(x) = X y g(x) = 2x-1.

¢) Determinese el diametro de M = {cos fix): fe C[0,1]}.

3. Consideremos en R la distancia del maximo
di(x, ¥ 2), (¢, ¥, @) = max (=], y-y', |==='|}
y el subconjunto

M={(xyz)e Ritz.:fq.y-’-’ (1—1)3+y15 )
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Interprétese geométricamente el conjunto M y razénese que es acotado,
pero que no estd contenido en la bola abierta B ((0, 0, 0), 4). ;Cuadl es su dii-
metro para la distancia 4,7, ;y para la distancia euclidea?

4. Sean los intervalos A = [0, /2] y B = [0, ] de K.
a) Estudiese si d(x, y) = Isenx -- senyl es una distancia en cada uno de ellos.

b) Estidiese si flx) = arcsen x s una isometria entre [0,1] con la distancia
euclidea d y A con la distancia d,,.

5. Pongase un ejemplo de isometria entre IR con la distancia euclidea y R
con una distancia apropiada, diferente de la euclidea.

6. En R" con la distancia euclidea, digase el interior, exterior, frontera,
adherencia y acumulacion de los siguientes conjuntos e indiquese si son abier-
tos, cerrados, acotados, compactos y completos.

a) ElcilindroA = {(x, y, 2) € R (y-1)*+ 2 =4}.
b) Elcono B= ((x, v ) e R:Z=x +y, z>0).

c) El conjunto C interseccién del paraboloide z = x* + y* y el plano
X+y+z=

d) El conjunto D unién de las 2sferas
M ={((x,y2e R:xX+y +Z=1/mne N)

7. Utilicese la sucesién f, (1) =0si I/ <1< 1, f,(N=n-n"tsi0<t< 1w’
para probar que en C [0,1]

d([.g)=sup{f(r)—g()|:t[0,1]}
d'(f.g)= L:If(f)— g(n)|dr

son distancias no equivalentes.

8. Sea f una aplicacion de R en R estrictamente monétona (por ejemplo
creciente).

a) Pruébese que d' (x, y) =] flx) - fiy)| es una distancia.

b) Pruébese que d' es equivalente a la distancia euclidea d s1 y solo si fes
continua.

¢) Razénese que d' (x, y) = |¢' — €’| es equivalente a d.
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9. Sea R’ con la distancia euclidea. Consideremos los subconjuntos
H = [a, b] x[c, d], en donde a, b, ¢, d son ndmeros irracionales, y

M = {(x, y) € H: x, y son racionales}

a) Determinese el interior, exterior, frontera, adherencia y acumulacién de

M.

b) Estidiese si M es abierto, cerrado, compacto y completo.
¢) Razonese que M es denso en H.
10. Sea ( el conjunto de los nimeros racionales. Consideremos el espa-

cio (J? con la distancia euclidea y el subconjunto M definido en el ejercicio
anterior.

a) Determinese el interior, exterior, frontera, adherencia y acumulacion de
M,

b) Estudiese si M es abierto, cerrado, compacto y completo,
11. Razénese mediante el teorema de caracterizacidn de la adherencia por
sucesiones que el subconjunto
M= {(x. y) e R: 4x" + y* <4)
no es cerrado.
12. En el espacio C [0,1] con la distancia del mdximo, razénese mediante

el teorema de caracterizacion por sucesiones que los siguientes conjuntos no
son cerrados.

a) La bola abierta de centro f{x) =0 y radio 2.
b) El espacio de los polinomios.

13. Sea C,, el espacio de todas las sucesiones de nimeros reales tales que
todos sus términos son cero salvo un nimero finito y consideremos la distancia
d(x, y) =sup {|x,—y,lin e N)

a) Si x=(-1,0,2,3,-1,0,0, ...,0, ...}
y=00,2,-3.1,.4,-2,6,0,0,...,0, ...)
digase si y € B(x, 2).
b) Si M es el subconjunto de las sucesiones tales que x, = () para todo n 2 4,

estidiese si M es abierto, cerrado, acotado, compacto y denso en C,.

14. Sean (D, d') y (F, d") espacios métricos.



14 AMPLIACION DE CALCULO

a) Pruébese que (x,, y,) es una sucesién de Cauchy en (E X F d) si y solo
si(x,)e(y,)losonenEyF

b) Pruébese que E x F es completo si y s6lo si loson Ey F

15. Sea M un subconjunto de R” con la distancia usual. Estidiese la vera-
cidad o falsedad de las siguientes propiedades.

a) Si M es cerrado, entonces es compacto.

b) Si M es cerrado, entonces es completo.

¢) Si M es completo, entonces es cerrado.

d) Si M es compacto, entonces es completo.

e) Si M es completo, entonces es compacto.

16. Estiidiese si son completos los siguientes subconjuntos M de R?. En

caso de no serlo, dese una sucesion de Cauchy contenida en el conjunto no con-
vergente a un punto del conjunto.

a) (0,1)x(0,1) d) RxQ

Hz

b1 ak 2
b) {(xy): x"+y <l} e) {(Hz+l’

Vm]:nel\}}u{(l,l)}
¢) {(x,¥): x*+2y* <1} H {(x,y):x+y=21}

17. Sea E un espacio discreto. Estiidiese la veracidad o falsedad de las
siguientes afirmaciones.

a) Todos los subconjuntos de E son abiertos y cerrados.
b) E es compacto si y sélo si posee un mimero finito de elementos.

c) La adherencia de una bola abierta de radio uno no es la bola cerrada de
radio uno.

18. En el espacio € [0,1] con la distancia del maximo, estudie la conver-
gencia de las siguientes sucesiones. (En otras palabras estidiese la convergen-
cia uniforme de las sucesiones en el intervalo [0,1]).

2n

X

3 -— U] b )= U J ¢ —
a) f,(x)=senx ) g,(x)=sen" x ¢) h,(x) sy

19. Sea B [0,1] el espacio de las funciones reales acotadas con la distancia
del supremo



