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CapiTULO 12
La integral multiple de Riemann

Introduccioén. La integral doble.

Integral multiple.

Medida y contenido cero.

Caracterizacion de las funciones integrables.
Propiedades de la integral.

Nk

PRERREQUISITOS

* Integral simple:
Particion de un intervalo.
Suma superior e inferior de Riemann.
Integral superior e integral inferior.
Definicion de integral. Interpretacion geométrica.
Célculo de integrales.
* Propiedades de los nimeros reales. Supremo e infimo de un conjunto.
» Conjuntos compactos. Propiedades.
* Funcion acotada.

» Continuidad de una funcion.
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ESQUEMA/RESUMEN

e Particion de un rectangulo A de R*: P = P, X P,.
* Suma superior de frespecto a una particion P:

S(f,P) = X M(f, Q)| Q] paraQ € P

* Suma inferior de frespecto a una particion P:

s(,P)=2m(f,0)|0| paraQ € P

* Integral superior:

|,/

inf{S(f, P): P € P(A4)}

* Integral inferior:

| f= sup{s(f; P): P € P(A)}

fes integrable & fAf= Lf.

* Rectangulo 4 n-dimensional: [a,, b] X [a,, b,] X ... X [a,, b,].
* Medida del rectangulo n-dimensional:

Al = by —a| - [b,=a) -...- |b,—a,l.
* Particion del rectangulo n-dimensional: P = P, X P, X ... X P,.

¢ Integral multiple: integral sobre un rectangulo de dimension n > 1. La defi-
nicion es analoga a la correspondiente a n = 2.

* Condicion de integrabilidad de Riemann: f'es integrable <
S Ve>0 existe P& P(A) talque S(f, P)— s(f,P)<e.

* M C R" es un subconjunto de medida n-dimensional cero < Ve > 0 existe
una sucesion de rectangulos {Q,,} de R” tal que recubre a M'y

> 0.l <e
m=1

* M C R" es un subconjunto de contenido n-dimensional cero < Ve > 0 exis-
te un nimero finito {Q;, O, ..., @,} de rectangulos que recubren a M tales que

P
> 0.l <e
m=1

* Si M tiene contenido cero, entonces tiene medida cero.
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* Si M es compacto y tiene medida cero, entonces tiene contenido cero.

Oscilacion de una funcién f'en un punto a:

O(f, a) = lim [M(a, /. 3) — m(a. /, ®)]

* Caracterizacion de las funciones integrables: f'es integrable en 4 si y solo si
su conjunto de puntos de discontinuidad tiene medida cero.

 Propiedades de las funciones integrables: f, g integrables; \, w € R.

1. El producto por un numero M\f, la suma f + g, el producto fg y el cociente
flg, g(x) # 0, f/g acotada, son funciones integrables y se cumple

[M+pg=\f+uf

2. |f(x)| es integrable y se cumple

|[ f@dx| = [ 1/G0)ldx

3. Si P es una particion de A4, se cumple

Lf(x)dx = ZfAf(x)dx paraQ € P



1. Introduccion. La integral doble

En el estudio de funciones reales de una variable real se establecid el con-
cepto de integral de Riemann para funciones definidas y acotadas en un inter-
valo [a, b]. Una primera generalizacion consistié en considerar funciones no
acotadas e intervalos no finitos (integrales impropias). Se extiende ahora el
concepto a funciones reales de varias variables, definidas y acotadas en inter-
valos n-dimensionales [a,, b,] X [a,, b,] X ... X [a,, b,], a los que de forma
genérica denominamos rectangulos. Posteriormente, se extendera la integra-
cion a conjuntos mas generales denominados recintos o regiones de integra-
cion. Para mayor claridad comenzamos con el caso n = 2, integral doble, aun-
que el proceso es el mismo cualquiera que sea la dimension 7.

Un rectangulo A de R? es el producto cartesiano de dos intervalos cerra-
dos y acotados [a, b] y [c, d] de R

A=[a,b] X[c,d] = {(x,y) ER*:x E [a, by € [c,d]}
Una particion P de 4 es una coleccion de puntos P, X P, en donde
Pl = {a = Xy Xps Xy vees Xy, Xy = b} P2 = {C Vo ViV coos V15V = d}

son particiones de los intervalos [a, b] y [¢, d]. La particiéon P determina una
coleccion de subrectangulos {Q;},i = 1,2, ...,n;j = 1,2, ..., m (Figura 12.1),
tal que

sz =[x, x] X [yj—layj]

Supongamos una funcion real f'definida y acotada en 4, y por lo tanto aco-
tada en cada subrectangulo Q; de una particion P de 4. Designemos por

My = supifx,y) : (x,») € Oy my = infif(x, y) : (x, ) € Oy}
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Y
A
i 0 A= [a,b] X [cd]
D !
- Qy =[xy, x] X [VH, J’/]
T
PR I
—t | — >
a x Xi-1 X X, b

Figura 12.1. Particién de un rectangulo.

y por |Q;| el area del subrectangulo Q;, es decir

|Qy| = (x; — xi—l)(yj - yj*l)

se llama suma superior de Riemann S(f, P) de frespecto a la particion P a la
suma

S(f, P) Z%MJ|QU|

y suma inferior de Riemann s(f, P) de f respecto a la particion P a la suma
s(f,P) = Zmzj|Qt]|
L]
Si |A| = (b —a)(c — d)esel dreade A, M es el supremo de fen Ay m es
su infimo, cualquiera que sea la particion P, es claro que se cumple
m|A| =s(f, P)=S(f, P) = M| 4|

por lo tanto, si %(4) representa la familia de particiones de 4, los conjuntos de
todas las sumas superiores y de todas las sumas inferiores de Riemann

{S(,P): PEPA)} {s(f,P): PE PA)
estan acotados por m |4 | y M|4|.
Se llama integral inferior de Riemann de fen 4, y se representa por _f ) f
al supremo de las sumas inferiores, y se llama integral superior de Riemann
de f'en 4, y se representa por L fal infimo de las sumas superiores.

Las integrales inferior y superior existen siempre, pues todo conjunto de
numeros reales acotado posee supremo e infimo.
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12.1. Definicion de la integral doble de Riemann en un rectangulo

Sea A un rectangulo de R’ y f una funcion real definida y acotada en A. Se
dice que f es integrable en A si

[f=1f
A este valor se le llama integral de f en Ay se le representa por
fAf o bien por f fAf(x, y)dxdy

Como en el caso de la integral simple, también la integral doble tiene una
interpretacion geométrica sencilla. Supongamos que f'es una funcioén continua
y positiva definida en el rectangulo 4. Cada suma superior de Riemann es una
aproximacion superior del volumen V que limitan los planos x = a, x = b,
y =c¢,y = d,ylasuperficie z = f(x, y). Andlogamente cada suma inferior de
Riemann es una aproximacion inferior. En otras palabras, cualquiera que sea
la particion P de 4, se cumple

s(f,P) = V= S(f, P).

Como consecuencia el volumen V es la integral de f'sobre A.

z

Qi/

b L/ A
X

Figura 12.2. Aproximacion superior e inferior del volumen en un subrectangulo.



2. Integral multiple

El proceso para establecer el concepto de integral de una funcion real de-
finida y acotada en un rectangulo de R” es una repeticion del proceso utiliza-
do en la integral doble.

Sea f'una funcion real definida y acotada en el rectangulo
A =ay, b)] X [a,, b,] X ... X [a,, b,]
Una particion P de A4 es una coleccion de puntos
P=P XP,X..XP,

en donde P; es una particion del intervalo [a;, b,]. Cada particion P determina
una coleccion de subrectangulos {Q} en los que f'esta acotada. Si designamos
por M(f. Q) el supremo de f'en Q'y por | Q| el area de O, entonces la suma de
| Q| M(f, Q) para todos los subrectangulos de la particién se llama suma su-
perior de Riemann S(/, P) de frespecto de P. Es decir

S(f, P) = 2|0 M(f; 0)

en donde > significa la suma cuando Q recorre todos los subrectangulos de P.
Andlogamente, si m(f, Q) representa el infimo de fen O, la suma de | Q| m(f, O)
para todos los rectangulos de la particion se llama suma inferior de Riemann
de frespecto de P. Es decir

s(f,P) = 2|0|m(f, Q)

Si |A]| es el drea del rectangulo A, M es el supremo de f'en Ay m es su in-
fimo, cualquiera que sea la particion P de 4 se cumple

|[A|m=s(f,P)=S(f,P)= |4|M
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Es decir, el conjunto de todas las sumas superiores y el conjunto de todas las
sumas inferiores de Riemann estan acotados. Al supremo de las sumas infe-
riores se le llama integral inferior de Riemann y al infimo de las sumas su-
periores se le llama integral superior de Riemann y se representan por

[ 1y [r

respectivamente. La integral inferior y la integral superior existen siempre, ya
que todo conjunto de numeros reales acotado posee supremo e infimo.

12.2. Definicion de integral de Riemann de una funcién en un rectangulo

Sea t una funcion real definida y acotada en un rectangulo A de R". Se dice
que f es integrable en A si

[F=Lf
A este valor se le llama integral de f en A'y se representa por
fAf o bien por ”---Lf(xl, Xy, ... X, )dXdX,. . .dX,

En el caso n = 2 se tiene la integral doble, en el caso n = 3 se tiene la in-
tegral triple, etc... La integral triple se suele representar por

[1] fex,v, 2)dxdz

12.3. Ejemplos

1. Una funcion constante f(x,, x,, ..., X,) = k es integrable en cualquier
rectangulo A de R, ya que cualquiera que sea la particion P de A las sumas su-
perior e inferior de Riemann de frespecto de P valen k|4 |.

2. f(x, y, z) = 1 si al menos una de las tres coordenadas es racional y
f(x, v, z) = 2 si las tres coordenadas son irracionales, no es integrable en nin-
gln rectangulo 4 de R, ya que cualquiera que sea la particion P de 4

s(hP) =20l = 4] S(£P)=22]0| =2]4]

por lo tanto

[ =14l [f=214] = [ r#]f
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Una condicion necesaria y suficiente para que exista la integral de f'en el
rectangulo 4 es la siguiente:

12.4. Condicién de integrabilidad de Riemann

f es integrable en A siy solo si para cada € > 0 existe una particion P de
A tal que S(f, P) — s(f, P) = .

Demostracion. Si se cumple la condicion, es evidente que el infimo de las
sumas superiores y el supremo de las sumas inferiores coinciden. Por lo tanto,
si P(A) representa el conjunto de las particiones de 4, se tiene

[ = inf{S(L P): P € D)} = supls(£P): PEP =] f

y la funcion es integrable.

Reciprocamente. Sea € > 0 tan pequefio como queramos. Por las defini-
ciones de infimo y supremo, existen respectivamente dos particiones P’ y P”
de A tales que

SUPY = [ f= s [ S sy =

Si P es la particion formada por la unioén de P’ y P”, teniendo en cuenta que

SUP)=S(LP) 5 s(fP)=s(fP)

resulta
SR = [ =2 o | f-s(hP) ==
2 =4 2
Como por hipdtesis fes integrable, se tiene
/=17
y sumando las desigualdades

S(fP)—s(f,P)<ec W
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