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1.  INTRODUCCIÓN

Cuando el orden de los circuitos aumenta, la dificultad para su estudio en régimen
transitorio por métodos analíticos es mayor. Por ello se han desarrollado métodos
numéricos de análisis que están basados, a su vez, en métodos numéricos de integración de
ecuaciones diferenciales, y que son adecuados para su programación en un ordenador.

La respuesta buscada se obtiene en forma de tabla de valores, correspondientes a
instantes sucesivos, con lo que se pierde la expresión analítica de la misma. No obstante, es
posible, de forma cómoda, disponer de su representación gráfica, con lo que se tiene una
información clara de su evolución en el tiempo.

Es importante tener en cuenta que los métodos numéricos introducen errores, que
pueden acumularse, dando lugar a resultados diferentes de la realidad. Es conveniente tener
alguna idea de la respuesta esperada, para orientar el proceso de cálculo, y, además, se
debe realizar un análisis cuidadoso de los resultados antes de aceptarlos como buenos.

En este capítulo, el estudio se limita a los circuitos lineales e invariables con el tiempo.

2. MÉTODOS NUMÉRICOS DE INTEGRACIÓN

Inicialmente, el problema de la integración numérica puede plantearse como el
determinar la función x(t) a partir de un cierto instante, t0, conocida la función derivada

)(f)('
d

d
ttx

t

x  [18.1]

para todo instante t, así como el valor de la función en t0.

Si se integra respecto del tiempo, en un intervalo comprendido entre (t – t) y t, en
ambos lados de la ecuación [18.1], se tiene
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Los métodos más sencillos de integración numérica, conocidos como métodos de
Euler, se basan en sustituir la función f( ), en todo el intervalo (t – t, t) por su valor en
uno de los extremos del mismo.

Así, si se sustituye f( ) por f(t – t) en la ecuación [18.2], se tiene el método de Euler
explícito, con el resultado

tttxttxtx )(')()(  [18.3]

que permite determinar, de forma aproximada, la función x(t) en un instante t a partir del
valor de dicha función y de su derivada en un instante anterior. De la ecuación [18.3] se
deduce la expresión útil

t

ttxtx
ttx

)()(
)('  [18.4]

Figura 18.1

En la figura 18.1a se muestra gráficamente la aproximación realizada, de forma que el
área encerrada por la función x'( ), el eje de abscisas y las rectas paralelas al eje de

b)

x'( )

A
B
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ordenadas trazadas en los extremos del intervalo de integración, ha sido sustituida por la de
un rectángulo cuya base es dicho intervalo y la altura el valor x'(t – t).

 Otra interpretación se tiene en la figura 18.2a, en la que se muestra, en el intervalo
genérico, (t – t, t), la función buscada x( ). De acuerdo con la ecuación [18.3], en el
método de Euler explícito se sustituye la función por un tramo recto de pendiente igual a la
derivada de dicha función en el instante (t – t). De esta forma, al final del intervalo se
alcanza el punto C', como aproximación del verdadero valor de la función en el instante t,
definido por la ordenada correspondiente al punto B. El error cometido viene dado por el
segmento BC'.

Figura 18.2

En el método de Euler implícito, se sustituye f( ) por su valor al final del intervalo de
integración, f(t), en la ecuación [18.2], con lo que se tiene

ttxttxtx )(')()(  [18.5]

y, de aquí, se obtiene
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t

ttxtx
tx

)()(
)('  [18.6]

En este caso, como se representa en la figura 18.1b, la aproximación realizada, hace
que el área encerrada por la función x'( ), el eje de abscisas y las rectas paralelas al eje de
ordenadas trazadas en los extremos del intervalo de integración, sea sustituida por la de un
rectángulo cuya base es dicho intervalo y la altura el valor x'(t).

Asimismo, en la figura 18.2b, se aprecia que en el método de Euler implícito, de
acuerdo con la ecuación [18.5], se sustituye la función por un tramo recto de pendiente
igual a la derivada de dicha función en el instante t, con lo que, al final del intervalo, se
alcanza el punto C", en lugar del verdadero valor de la función en el instante t. El error
cometido, ahora, viene dado por el segmento BC".

Otra posibilidad consiste en sustituir la función f( ) en la ecuación [18.2], por la recta
que une los puntos A y B de dicha función en los dos extremos del intervalo, como muestra
la figura 18.1c. La integral de f( ) es el área del trapecio formado por la recta AB, el eje de
abscisas y las rectas paralelas al eje de ordenadas trazadas en los extremos del intervalo de
integración. En este método, conocido, como regla trapezoidal de integración se tiene, por
tanto

t
ttxtx

ttxtx
2

)(')('
)()(  [18.7]

y, también,

)(')()()(' ttxttx
t

tx
t

tx
22  [18.8]

En la figura 18.2c se aprecia que, de acuerdo con la expresión [18.7], en la regla
trapezoidal se sustituye la función x(t) por un tramo recto de pendiente igual al valor medio
de las derivadas de dicha función en los extremos del intervalo, con lo que, en el instante t,
se alcanza el punto C''', en lugar del verdadero valor de la función. El error cometido, en
este caso, viene dado por el segmento BC'''.

En ocasiones, la ecuación [18.1] adopta la forma

)),((f)('
d

d
ttxtx

t

x  [18.9]

por lo que, en el método de Euler implícito, la ecuación [18.5] se convierte en

tttxttxtx )),((f)()(  [18.10]

con lo que x(t) está contenida, también, en el segundo miembro de la ecuación [18.10].
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Análogamente, en la regla trapezoidal, la ecuación [18.7] se convierte en

t
ttttxttx

ttxtx
2

)),((f)),((f
)()(  [18.11]

y, de nuevo, x(t) está contenida en el segundo miembro de la ecuación [18.11].

Se dice, que ambos métodos son de tipo implícito porque, si la función f(x(t), t) no es
lineal, hay que recurrir a un proceso iterativo para determinar el valor de x(t).

Por el contrario, en el método de Euler explícito, la ecuación [18.3] da lugar a la
expresión

tttttxttxtx )),((f)()(  [18.12]

donde el segundo miembro es conocido en el instante t y, por tanto, la ecuación [18.12]
permite calcular directamente el valor de x(t).

Si la función f(x(t), t) es lineal, la ecuación [18.9] adopta la forma

)()(a)('
d

d
tytxtx

t

x  [18.13]

donde y(t) se supone conocida en todo instante t.

En este caso, la ecuación [18.10], del método de Euler implícito, se convierte en

ttytxttxtx )()(a)()(  [18.14]

y la ecuación [18.11], correspondiente a la regla trapezoidal, en

t
ttyttxtytx

ttxtx
2

)()(a)()(a
)()(  [18.15]

con lo que, en ambos casos, es fácil despejar x(t), en función de valores conocidos en el
instante t.

En los métodos citados no solo es importante que el error cometido en cada paso de la
integración numérica sea pequeño, sino, también, que este error no se acumule en los
pasos sucesivos. Cuando el error se acumula, la desviación entre el valor calculado y el
valor verdadero de x(t) va creciendo progresivamente. Se dice, entonces, que el método no
es estable.

Para las ecuaciones diferenciales de un circuito eléctrico de frecuencias naturales
simples, sk, se demuestra que, cuando el circuito es estable, es decir, Re{sk} < 0, para todo
k,  en los métodos de Euler implícito y de la regla trapezoidal, está asegurada la estabilidad
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para cualquier valor de t. Por el contrario, para el método de Euler explícito, solo está
asegurada la estabilidad si, para todo k, se verifica la condición

1 + t sk < 1 [18.16]

lo que implica la necesidad de limitar el valor de t.

Todo lo anterior explica la tendencia a preferir los métodos implícitos de integración.
El método de Euler explícito se utiliza a veces para obtener una estimación inicial en el
método iterativo que lleva a la resolución de las ecuaciones [18.10] y [18.11]. Se dice que
el método de Euler explícito predice la solución buscada y el método de Euler implícito, o
la regla trapezoidal, corrigen este valor, en el proceso iterativo, hasta llegar a dicha
solución.

3. ANÁLISIS DE CIRCUITOS LINEALES EN RÉGIMEN
TRANSITORIO POR MÉTODOS NUMÉRICOS

En lo que sigue se va a suponer que las ecuaciones del circuito se escriben mediante
un método general de análisis, como el nodal modificado. Además, los elementos que
introducen el operador D en dichas ecuaciones, bobinas, condensadores y bobinas
acopladas magnéticamente, se van a tratar como elementos de tipo 2 (que no admiten
formulación de admitancia). Así, se consigue que el operador D aparezca siempre como
factor y no como divisor, con lo que las ecuaciones de las ramas de estos elementos son
ecuaciones diferenciales de la forma

Dxj + Dxk + ... = aj1x1 + aj2x2 + ... [18.17]

Por consiguiente, el método nodal modificado aporta un conjunto de ecuaciones
algebraicas y un conjunto de ecuaciones diferenciales como la [18.17]. Si se aplica a estas
ecuaciones diferenciales alguno de los métodos numéricos de integración estudiados, se
convierten, también, en ecuaciones algebraicas, con lo que, al final, en los circuitos lineales
se tiene un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que, una vez resuelto, permite
conocer cualquier variable del circuito en un instante t.

Figura 18.3
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Por su interés en el desarrollo posterior del capítulo se va a estudiar, a continuación, de
forma individualizada, la conversión de las ecuaciones diferenciales de las bobinas,
condensadores y bobinas acopladas magnéticamente, en las ecuaciones algebraicas
correspondientes. Se van a deducir las ecuaciones con el método de Euler implícito y con
la regla trapezoidal.

En la figura 18.3a se representa una bobina, que constituye la rama genérica j de un
circuito, situada entre los nudos P y Q del mismo. La ecuación de esta rama es

0)(D)()( jjQP tiLtutu  [18.18]

y, si se aplica la ecuación [18.6] del método de Euler implícito, se obtiene

0
t

ttiti
Ltutu

)()(
)()(

jj
jQP  [18.19]

esto es,

)()()()( j
j

j
j

QP tti
t

L
ti

t

L
tutu  [18.20]

La ecuación [18.20] es una ecuación algebraica lineal cuyo primer miembro tiene la
misma forma que el de la ecuación diferencial [18.18], sin más que sustituir el operador D
por 1/ t. Además, hay un término nuevo en el segundo miembro de la ecuación [18.20],
que es conocido, ya que depende de un instante (t – t), anterior al considerado, t.

Si se aplica a la ecuación diferencial [18.18], la ecuación [18.8] de la regla
trapezoidal, se obtiene

022
tt

itti
t

Lti
t

Ltutu jjjjjQP D)()()()( [18.21]

y como,

)()(D QPjj ttuttuiL
tt

[18.22]

resulta finalmente

)()()()()()( QPjjjjQP ttuttutti
t

Lti
t

Ltutu
22 [18.23]

De nuevo, se obtiene una ecuación algebraica lineal cuyo primer miembro tiene la
misma forma que el de la ecuación diferencial [18.18], con 2/ t en lugar del operador D.
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Asimismo, aparece un segundo miembro, que es conocido, ya que está formado por
términos que dependen del instante (t – t), anterior al considerado, t.

En el caso de que la rama j esté formada por un condensador, como se muestra en la
figura 18.3b, la ecuación de rama es

0)(D)( PQjj tuCti  [18.24]

y, en función de tensiones de nudo,

0)(D)(D)( QjPjj tuCtuCti  [18.25]

Si se aplica la ecuación [18.6] del método de Euler implícito a la ecuación diferencial
[18.24] se obtiene

0
)()(

)(
PQPQ

jj t

ttutu
Cti  [18.26]

es decir,

)()()( PQjPQjj ttu
t

Ctu
t

Cti
11  [18.27]

o bien, en función de tensiones de nudo,

)()()()()( QjPjQjPjj ttu
t

Cttu
t

Ctu
t

Ctu
t

Cti
1111  [18.28]

Como ocurría con la bobina, el primer miembro de las ecuaciones algebraicas [18.27]
y [18.28], tiene la misma forma que el primer miembro de las ecuaciones diferenciales
[18.24] y [18.25], respectivamente, sin más que sustituir el operador D por 1/ t. En las
ecuaciones algebraicas aparece un segundo miembro que es conocido, ya que está formado
por términos que dependen del instante (t – t), anterior al considerado, t.

Si se aplica a la ecuación diferencial [18.24] la ecuación [18.8] de la regla trapezoidal,
se obtiene

0D)(
2

)(
2

)( PQPQjPQjj tt
uttu

t
Ctu

t
Cti  [18.29]

que se convierte en

)()()()( jPQjPQjj ttittu
t

Ctu
t

Cti
22  [18.30]
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o bien, en función de tensiones de nudo,

)()()( QjPjj tu
t

Ctu
t

Cti
22

)()()( jQjPj ttittu
t

Cttu
t

C
22  [18.31]

De nuevo, el primer miembro de las ecuaciones algebraicas [18.30] y [18.31] tiene la
misma forma que el primer miembro de la ecuación diferencial [18.24] y [18.25],
respectivamente, sin más que sustituir el operador D por 2/ t. En las ecuaciones
algebraicas se tiene un segundo miembro que es conocido, ya que está formado por
términos que dependen del instante (t – t), anterior al considerado, t.

De lo anterior se desprende un procedimiento, para los circuitos que tienen bobinas y/o
condensadores, que permite realizar el análisis de los mismos en régimen transitorio por
métodos numéricos. Se puede estructurar en los siguientes pasos:

1. Se establecen las ecuaciones del circuito en el dominio del tiempo por el método de
análisis nodal modificado, considerando las bobinas y condensadores como elementos de
tipo 2, de tal forma que el operador D aparezca como factor en las ecuaciones de estos
elementos.

2. Se fija un valor para el intervalo de tiempo, t, entre los instantes consecutivos para
los que se van a determinar las variables del circuito. El valor de t dependerá de la
rapidez en la evolución de las variables del circuito, que queda definida por las frecuencias
naturales de dichas variables.

Por ejemplo, se puede tomar como la décima parte del menor valor de las constantes
de tiempo y de los semiperiodos de las oscilaciones presentes en las variables del circuito.
Si sk son las frecuencias naturales de la respuesta buscada, esto equivale a

t < 0,1 Min{1/real(sk), /imag(sk)}

Con esto queda asegurado que se captarán los pasajes con la evolución más rápida,
aunque tiene el inconveniente de hacer lento el proceso si el intervalo de tiempo a estudiar
es grande comparado con t.

Otra alternativa consiste en tomar un valor variable de t que se adapte a la evolución
de las variables, de forma que sea más pequeño cuando esta evolución sea rápida y más
grande cuando se haga lenta.

3. Se convierten las ecuaciones obtenidas en el paso 1 a ecuaciones algebraicas,
mediante los métodos de Euler implícito o de la regla trapezoidal, a base de sustituir en el
primer miembro el operador D por 1/ t o 2/ t, respectivamente, y tomando como segundo
miembro de las ecuaciones los obtenidos en las ecuaciones [18.20] y [18.28] para el
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método de Euler y en las ecuaciones [18.23] y [18.31] para el método de la regla
trapezoidal.

Es importante observar que si se emplea un t variable la matriz de coeficientes del
sistema de ecuaciones algebraicas cambia al cambiar t. Por el contrario, si se mantiene t
constante, la matriz de coeficientes no cambia y esto hace más rápida la resolución del
sistema de ecuaciones en instantes sucesivos.

4. Se determinan las intensidades en las bobinas y las tensiones en los condensadores
en el instante t = 0+, para el método de Euler implícito y, además, las tensiones en las
bobinas y las intensidades en los condensadores, para la regla trapezoidal. Con estos
valores se calculan los segundos miembros de las ecuaciones de las bobinas y
condensadores.

5. Se pasa al instante t = 0+ + t.

6. Se resuelve el sistema de ecuaciones, con el segundo miembro de las ecuaciones de
bobinas y condensadores calculado con valores del instante anterior. Se determinan las
variables en estudio y las intensidades en las bobinas y las tensiones en los condensadores
en el instante t = 0+ + t, para el método de Euler implícito y, además, las tensiones en las
bobinas y las intensidades en los condensadores para la regla trapezoidal.

7. Se calculan los segundos miembros de las ecuaciones de las bobinas y
condensadores.

8. Se pasa al instante t + t. Se vuelve al paso 6 y se repite el proceso de cálculo hasta
alcanzar el final del intervalo de tiempo en el que se desea realizar el estudio.

Ejemplo 18.1

Determinar la intensidad i(t), en el circuito de la figura 18.4, a estado inicial cero, a
partir de t = 0, mediante la integración numérica de las ecuaciones diferenciales por el
método de Euler implícito.

Figura 18.4

i

L1 = 2 H

C = 1 Fus = 10 V

A B C

0

L2 = 1 H

R1 = 1

R2 = 2iL1

iCiu

iL2
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Las ecuaciones del circuito de la figura 18.4, correspondientes al método de análisis
nodal modificado, son las siguientes

Ecuaciones nodales:
Nudo A: iL1 + iL2 + iu = 0 [18.32]

Nudo B: (G1 + G2 )uB – G2uC – iL1 = 0 [18.33]

Nudo C: –G2uB + G2uC – iL2 + iC = 0 [18.34]

Ecuaciones de rama:
–uA + uB + L1DiL1 = 0 [18.35]

–uA + uC + L2DiL2 = 0 [18.36]

–iC  + CDuC = 0 [18.37]

uA = us [18.38]

Si se escribe de forma matricial el sistema de ecuaciones [18.32] a [18.38], resulta
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0
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2

1

22

221

[18.39]

Si se particularizan las ecuaciones [18.20] y [18.28], consecuencia de aplicar el
método de Euler implícito a las ecuaciones de la bobina y del condensador,
respectivamente, a las ecuaciones [18.35] a [18.37], resultan las ecuaciones algebraicas

)()()()( 11BA tti
t

Lti
t

Ltutu LL
11

11 [18.40]

)()()()( 22CA tti
t

Lti
t

Ltutu LL
11

22 [18.41]

)()()( CC ttu
t

Ctu
t

CtiC
11  [18.42]
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con lo que el sistema de ecuaciones algebraico–diferenciales [18.39] se convierte en el
sistema de ecuaciones algebraicas siguiente
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[18.43]

Las matrices de coeficientes de los sistemas de ecuaciones [18.39] y [18.43] son
formalmente análogas, sin más que sustituir el operador D por (1/ t).

Para analizar el circuito se va a tomar t = 0,1 s. Para el segundo miembro del sistema
de ecuaciones se tiene iL1(0

+
) = iL2(0

+
) = 0 y uC(0

+
) = uC(0

+
) = 0, ya que el circuito se

supone a estado inicial cero. Por otra parte, us(0
+
) = 10 V e i(0+

) = 0. Si se sustituyen estos
valores, junto con los parámetros del circuito, en la ecuación [18.43], resulta el sistema
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que tiene como solución:

uA(0,1) = 10 V; uB(0,1) = 0,3585 V; uC(0,1) = 0,1112 V;
iL1(0,1) = 0,4821 A; iL2(0,1) = 0,9889 A; iC(0,1) = 1,1125 A; iu(0,1) = –1,4710 A

La intensidad buscada, i, es, para este instante

i(0,1) = 0,3585 A

A continuación, se determinan los términos del segundo miembro del sistema, que van
a ser necesarios en el instante posterior t = 0,1 + t,

(L1/ t).iL1(0,1) = 9,6415 V
(L2/ t).iL2(0,1) = 9,8888 V
(C/ t).uC(0,1) = 1,1125 A
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Con los resultados anteriores se pasa al instante t = 0,1 + t = 0,2 s. Se actualiza el
segundo miembro del sistema de ecuaciones [18.43], que queda
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y que tiene como solución

uA(0,2) = 10 V; uB(0,2) = 0,7392 V; uC(0,2) = 0,3275 V;
iL1(0,2) = 0,9451 A; iL2(0,2) = 1,9561 A; iC(0,2) = 2,1620 A; iu(0,2) = –2,9012 A

La intensidad buscada, i, es, para este instante

i(0,2) = 0,7392 A

El mismo proceso de cálculo se repite para instantes sucesivos: 0,3 s, 0,4 s, etc, con los
resultados siguientes: i(0,3) = 1,1393 A, i(0,4) = 1,5555 A, i(0,5) = 1,9847 A, etc.

Ejemplo 18.2

Repetir el ejemplo 18.1 con el método de integración de la regla trapezoidal.

Al particularizar las ecuaciones [18.23] y [18.31], consecuencia de aplicar el método
de la regla trapezoidal a las ecuaciones de la bobina y del condensador, respectivamente, a
las ecuaciones [18.35] a [18.37], resultan las ecuaciones algebraicas

)()()()()()( BA11BA ttu-ttutti
t

Lti
t

Ltutu LL
22

11  [18.44]

)()()()()()( CA22CA ttu-ttutti
t

Lti
t

Ltutu LL
22

22  [18.45]

)()()()( CC ttittu
t

Ctu
t

Cti CC
22  [18.46]

que, sustituidas en el sistema de ecuaciones [18.39], dan lugar a la expresión matricial
siguiente
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Para iniciar el proceso de cálculo hay que determinar las tensiones e intensidades en
las bobinas y en el condensador para t = 0+. Las intensidades en las bobinas, iL1 e iL2, y la
tensión en el condensador, uC, son nulas para t = 0+, al estar el circuito en estado inicial
cero. Con este método de integración es necesario, además, determinar las tensiones en las
bobinas, (uA(0+) – uB(0+)) y (uA(0+) – uC(0+)), y la intensidad en el condensador, iC(0+), en
ese instante. Para ello, se sustituyen en el circuito de la figura 18.4 las bobinas por fuentes
de intensidad nulas (circuitos abiertos) y el condensador por una fuente de tensión nula
(cortocircuito), con lo que resulta el circuito de la figura 18.5, en el que se obtiene

Figura 18.5

uA(0+) = us(0+) = 10 V

uB(0+) = uC(0+) = 0 V

i

us = 10 V

A B C

0

R1 = 1

R2 = 2

uC(0+) = 0 V

iL2(0+) = 0

iL1(0+) = 0 A
uL2

uL1
iC
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uL1(0+) = uA(0+) – uB(0+) = 10 V

uL2(0+) = uA(0+) – uC(0+) = 10 V

00000 2
2

)()(
)()( CB uu

ii LC

000
1

)(
)( Bu

i

Si se sustituyen estos valores, junto con iL1(0+) = iL2(0+) = uC(0+) = 0, en los segundos
miembros de las ecuaciones [18.44] a [18.46], resulta

V)()()()/( BA 100002 11 uuitL L

V)()()()/( CA 100002 22 uuitL L

A)()()/( C 0002 CiutC

Se pasa al instante t = 0+ + t. Si en la ecuación matricial [18.47] se sustituyen valores
numéricos en los términos de la matriz de coeficientes y en el vector de términos
independientes, se tiene
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La solución de este sistema de ecuaciones es

uA(0,1) = 10 V; uB(0,1) = 0,3466 V; uC(0,1) = 0,0571 V;
iL1(0,1) = 0,4913 A; iL2(0,1) = 0,9971 A; iC(0,1) = 1,1419 A; iu(0,1) = –1,4885 A

de donde resulta

i(0,1) = 0,3466 A

A continuación, se actualizan los segundos miembros de las ecuaciones [18.44] a
[18.46],

V,),(),(),()/( BA 3068291010102 11 uuitL L
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V,),(),(),()/( CA 8858291010102 22 uuitL L

A,),(),()/( C 2838210102 CiutC

y se pasa al nuevo instante t = 0,1 + t, para el que se tiene el sistema de ecuaciones
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cuya solución es

uA(0,2) = 10 V; uB(0,2) = 0,7184 V; uC(0,2) = 0,2257 V;
iL1(0,2) = 0,9647 A; iL2(0,2) = 1,9830 A; iC(0,2) = 2,2294 A; iu(0,2) = –2,9477 A

con lo que se obtiene

i(0,2) = 0,7184 A

El mismo proceso de cálculo se repite para instantes sucesivos 0,3 s, 0,4 s, etc, con los
resultados siguientes: i(0,3) = 1,1126 A, i(0,4) = 1,5262 A, i(0,5) = 1,9562 A, etc.

Figura 18.6
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En la figura 18.6a se representa gráficamente la función i(t) obtenida por este método.
Con línea de trazo discontinuo más fino se dibuja la solución exacta obtenida
analíticamente, con línea de trazo continuo la que corresponde a la aplicación de la regla
trapezoidal y, con línea de trazo y punto, la obtenida por el método de Euler en el ejemplo
18.1. En la figura 18.6b se ha dibujado un detalle de las gráficas anteriores, en el que se
pone de manifiesto la mejor aproximación obtenida con la regla trapezoidal frente al
método de Euler.

Para una pareja bobinas acopladas magnéticamente, como las representadas en las
figuras 18.7a y 18.7b, con referencias de tensión e intensidad coincidentes en cada una de
ellas, se tienen las ecuaciones

0)(D)(D)()( kjkjjQP tiMtiLtutu  [18.48]

0)(D)(D)()( kkjjkSR tiLtiMtutu  [18.49]

donde el signo (+) corresponde al caso representado en la figura 18.7a y el signo (–) al de
la figura 18.7b.

Figura 18.7

Si se aplica la ecuación [18.6] del método de Euler implícito a las ecuaciones [18.48] y
[18.49] de las bobinas acopladas, se obtiene
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Si se aplica la ecuación [18.8] del método de la regla trapezoidal a las ecuaciones
[18.48] y [18.49] de las bobinas acopladas, se obtiene
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que quedan en la forma
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y, si se tienen en cuenta las ecuaciones [18.48] y [18.49] de las bobinas acopladas, resulta
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De nuevo, en las ecuaciones [18.52] y [18.53], del método de Euler, y las [18.58] y
[18.59], de la regla trapezoidal, se mantiene la forma del primer miembro de las ecuaciones
diferenciales de las bobinas acopladas, con la sustitución del operador D por 1/ t o 2/ t,
respectivamente. En el segundo miembro, como en la bobina y el condensador, todos los
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términos son conocidos ya que dependen del instante (t – t), anterior al considerado, t. El
proceso de cálculo indicado para un circuito con bobinas y condensadores se extiende a los
circuitos con bobinas acopladas.

3.1 Equivalentes Thévenin y Norton de bobinas y condensadores

Las ecuaciones [18.20] y [18.27], que resultan al aplicar el método de Euler implícito
a las ecuaciones de las ramas constituidas por la bobina y el condensador de un circuito, se
pueden poner, con la notación indicada en las figuras 18.8a y 18.8b, en la forma
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Figura 18.8

y si se hace
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las ecuaciones [18.60] y [18.61] se convierten en

)()()( ttUtiRtu LLLL  [18.66]

)()()( ttItuGti CCCC [18.67]

La ecuación [18.66] es la del dipolo representado en la figura 18.8c, por lo que éste es
equivalente a la bobina de la figura 18.8a, en el instante t. Se dice que el dipolo es el
equivalente Thévenin de la bobina, en el instante t, para el análisis del circuito en régimen
transitorio por el método de Euler implícito, con un paso de integración t.

Análogamente, la ecuación [18.67] es la del dipolo representado en la figura 18.8d,
por lo que éste es equivalente al condensador de la figura 18.8b, en el instante t. Se dice
que el dipolo es el equivalente Norton del condensador, en el instante t, para el análisis
del circuito en régimen transitorio por el método de Euler implícito, con un paso de
integración t.

Si, en la ecuación [18.60], se despeja la intensidad en función de la tensión, se tiene

)()()()()( ttItuGttitu
L

t
ti LLLLLL  [18.68]

y si, en la ecuación [18.61], se despeja la tensión en función de la intensidad, resulta

)()()()()( ttUtiRttuti
C

t
tu CCCCCC  [18.69]

donde se ha hecho

L

t

R
G

L
L

1  [18.70]

)()( ttittI LL  [18.71]
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C

t

G
R

C
C

1  [18.72]

)()( ttuttU CC  [18.73]

La ecuación [18.68] es la del dipolo mostrado en la figura 18.8e que se conoce como
equivalente Norton de la bobina. La ecuación [18.69] es la del dipolo mostrado en la
figura 18.8f, que se conoce como equivalente Thévenin del condensador. Se puede
comprobar fácilmente que, a su vez, los dipolos de las figuras 18.8c y e son equivalentes
entre sí, y que lo mismo sucede entre los dipolos de las figuras 18.8d y f.

Asimismo, las ecuaciones [18.23] y [18.30], que resultan al aplicar el método de la
regla trapezoidal a las ecuaciones de las ramas constituidas por la bobina y el condensador
de un circuito, se pueden poner, con la notación indicada en las figuras 18.8a y 18.8b, en la
forma

)()()()( ttutti
t

L
ti

t

L
tu LLLL

22  [18.74]

)()()()( ttittu
t

C
tu

t

C
ti CCCC

22  [18.75]

con lo que se llega a las mismas ecuaciones [18.66] y [18.67] y a los mismos dipolos de las
figuras 18.8c y 18.8d, para el equivalente Thévenin de la bobina y el equivalente Norton
del condensador, respectivamente, aunque ahora se tiene

t

L
RL

2  [18.76]

)()()( ttuttiRttU LLLL  [18.77]

t

C
GC

2  [18.78]

)()()( ttittuGttI CCCC  [18.79]

Asimismo, con la regla trapezoidal se obtienen las mismas ecuaciones [18.68] y
[18.69] y los mismos dipolos de las figuras 18.8e y 18.8f, para el equivalente Norton de la
bobina y el equivalente Thévenin del condensador, respectivamente, aunque ahora se tiene

L

t
GL 2

 [18.80]

)()()( ttittuGttI LLLL [18.81]
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C

t
RC 2

[18.82]

)()()( ttuttiRttU CCCC  [18.83]

Ejemplo 18.3

Representar el circuito de la figura 18.4, en el instante t, mediante los equivalentes
Thévenin de las bobinas y el equivalente Norton del condensador.

Figura 18.9

En la figura 18.9 se representa el circuito para el instante t. Las fuentes IC, UL1 y UL2,
contienen la historia pasada de los elementos almacenadores de energía.

Dado que lo que se ha hecho es aplicar la regla de sustitución, las ecuaciones del
circuito con los equivalentes Thévenin o Norton de bobinas y condensadores, son las
mismas que las obtenidas al aplicar directamente el método de integración numérica a
las ecuaciones diferenciales de estas ramas.

Por otra parte, la sustitución de las bobinas y condensadores por sus equivalentes
Thévenin y Norton permite, para cualquier método de análisis, un planteamiento cómodo
de las ecuaciones del circuito, sin escribir previamente las ecuaciones diferenciales de las
ramas correspondientes a las bobinas y condensadores. No obstante, por la facilidad de
planteamiento de las ecuaciones nodales, se emplean habitualmente los equivalentes
Norton de las bobinas y condensadores para el análisis numérico de circuitos en régimen
transitorio. Además, se han desarrollado modelos tipo Norton para otros componentes de
los circuitos y de los sistemas de energía eléctrica: bobinas acopladas magnéticamente,
líneas eléctricas, etc.
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A B C
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uL1
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Ejemplo 18.4

Analizar el circuito de la figura 18.4, directamente, mediante la sustitución de las
bobinas y del condensador por sus equivalentes Norton, correspondientes a la regla
trapezoidal.

Figura 18.10

En la figura 18.10 se muestra, en el instante t, el circuito en estudio, en el que se han
sustituido las bobinas y el condensador por sus equivalentes Norton.

Si se aplica el método de análisis nodal modificado al circuito de la figura 18.10, se
obtiene el sistema de ecuaciones siguiente
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que, en su forma, es independiente del método de integración utilizado. Si se emplea la
regla trapezoidal, con un paso de integración t = 0,1 s, se tiene
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El circuito se encuentra a estado inicial cero por lo que iL1(0+) = iL2(0+) = 0 A,
uC(0+) = 0 V y, de acuerdo con los resultados obtenidos en el ejemplo 18.2, uL1(0+) = 10 V,
uL2(0+) = 10 V, iC (0+) = 0 A. Con estos valores se determinan las fuentes de intensidad de
los equivalentes Norton para t = 0+

A,,)()()( 250100250000 1111 LLLL iuGI

A,,)()()( 5010050000 2222 LLLL iuGI

A)()()( 0000 CCCC iuGI

A continuación, se pasa al instante t = 0+ + t = 0,1 s y se plantea, para este instante, el
sistema de ecuaciones [18.84] que, con valores numéricos, es el siguiente
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La solución de este sistema de ecuaciones es

uA(0,1) = 10 V, uB(0,1) = 0,3466 V, uC(0,1) = 0,0571 V, iu(0,1) = –1,4885 A.

y la intensidad buscada, en el instante actual, tiene como valor

i(0,1) = G1uB(0,1) = 0,3466 A

Con estos resultados se calcula la tensión y la intensidad en las bobinas y en el
condensador en t = 0,1 s

V9,6534),(),(),( BA 1010101 uuuL

V9,9429),(),(),( CA 1010102 uuuL

V,0571),(),( C 01010 uuC

A,)(),(,1)( 491300100 1111 LLLL IuGi

A,)(),(,1)( 997100100 2222 LLLL IuGi

A,)(),(,1)( 141910100 CCCC IuGi

y, con ellos, se determinan las fuentes de intensidad de los equivalentes Norton

A,,,,),(),(),( 7327049130653490250101010 1111 LLLL iuGI

A,0,9971,,),(),(),( 4943194299050101010 2222 LLLL iuGI

A,,,),(),(),( 28382141910571020101010 CCCC iuGI
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Se pasa al instante t = 0,1 + t = 0,2 s y se plantea, para este instante, el sistema de
ecuaciones siguiente
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que tiene como solución

uA(0,2) = 10 V, uB(0,2) = 0,7184 V, uC(0,2) = 0,2257 V, iu(0,2) = –2,9477 A.

La intensidad buscada es, para t = 0,2 s,

i(0,2) = G1uB(0,2) = 0,7184 A

Se repite este proceso de cálculo para sucesivos instantes separados por t = 0,1 s y se
encuentran los siguientes valores para i(t): i(0,3) = 1,1126 A;  i(0,4) = 1,5262 A;
i(0,5) = 1,9562 A, etc. Estos resultados coinciden con los obtenidos en el ejemplo 18.2.

3.2 Equivalentes Thévenin y Norton de bobinas acopladas

Con la notación empleada en la figura 18.11, las ecuaciones [18.52] y [18.53], que
resultan de aplicar el método de Euler implícito a las ecuaciones de una pareja de bobinas
acopladas, quedan en la forma

Figura 18.11
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Si los términos que dependen de (t – t) en las ecuaciones [18.85] y [18.86], se
designan como UM1(t – t) y UM2(t – t), respectivamente, ya que tienen dimensiones de
tensión,

)()()( tti
t

M
tti

t

L
ttUM 21

1
1  [18.87]

)()()( tti
t

M
tti

t

L
ttUM 12

2
2  [18.88]

y, además, se hace,

t

L
RL

1
1  [18.89]

t

M
rM  [18.90]

t

L
RL

2
2  [18.91]

las ecuaciones [18.85] y [18.86] quedan en la forma

)()()()( ttUtirtiRtu MML 12111  [18.92]

)()()()( ttUtirtiRtu MML 21222  [18.93]

Las ecuaciones algebraicas [18.92] y [18.93] corresponden al cuadripolo resistivo de
la figura 18.12, que, por extensión con lo indicado en el caso de la bobina y del
condensador, se puede designar como el equivalente Thévenin de la pareja de bobinas
acopladas magnéticamente.

Figura 18.12

Si se parte de las ecuaciones [18.58] y [18.59], que corresponden a la aplicación de la
regla trapezoidal a la ecuaciones de las bobinas acopladas, se llega de nuevo a las
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ecuaciones [18.92] y [18.93] y, por consiguiente, al mismo circuito de la figura 18.12, con
los parámetros siguientes,

)()()()( tti
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L
ttuttUM 21

1
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22  [18.94]
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2  [18.98]

Para determinar el equivalente Norton de las bobinas acopladas, se pueden despejar
las intensidades de las bobinas de las ecuaciones [18.92] y [18.93] o bien se pueden
obtener directamente de las ecuaciones diferenciales de las bobinas. En este último caso, se
escriben las ecuaciones [18.48] y [18.49], con la notación empleada en la figura 18.11, en
la forma
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y, al despejar las derivadas de las intensidades, se obtiene
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esto es,

)()()(D tMutuL
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ti 2122
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1
1  [18.101]

)()()(D tuLtMu
MLL

ti 2112
21

2
1  [18.102]

A continuación, se aplica a las ecuaciones [18.101] y [18.102] la regla de integración
elegida, por ejemplo el método de Euler implícito, y se obtiene
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o bien
)()()()( ttItugtuGti MML 12111  [18.105]

)()()()( ttItugtuGti MML 21222  [18.106]

donde
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)()( ttittI M 11  [18.110]

)()( ttittI M 22  [18.111]

Si se aplica la regla trapezoidal a las ecuaciones [18.101] y [18.102], se obtienen de
nuevo las ecuaciones [18.105] y [18.106], con

22
21

2
1

t

MLL

L
GL  [18.112]

22
21

1
2

t

MLL

L
GL [18.113]

22
21

t

MLL

M
gM  [18.114]

)()()()( 21111 ttugttuGttittI MLM [18.115]

)()()()( 12222 ttugttuGttittI MLM [18.116]
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Las ecuaciones [18.105] y [18.106] corresponden al cuadripolo de la figura 18.13 que
puede considerarse el equivalente Norton de la pareja de bobinas acopladas
magnéticamente.

Figura 18.13
Ejemplo 18.5

En el circuito de la figura 18.14a, que se encuentra en régimen permanente, se cierra el
interruptor S en el instante t = 0.

Hallar las intensidades en las bobinas, para t > 0, a incrementos de tiempo t = 0,05 s,
mediante la sustitución de las bobinas acopladas por sus equivalentes Norton
correspondientes a la regla trapezoidal de integración.

Figura 18.14

Para t = 0– el circuito se encuentra en régimen permanente, por lo que
iL1(0–) = iL2(0–) = 0. Para t > 0 se sustituyen la bobinas por fuentes de intensidad, con lo
que se obtiene el circuito de la figura 18.14b, en el que se tiene

iL1(0+) = iL2(0+) = 0 A

u2(0+) = R2[iL1(0+) – iL2(0+)] = 0 V

u1(0+) = Us – RsiL1(0+) – u2(0+) = 10 V

En la figura 18.15 se representa el circuito con las bobinas acopladas sustituidas por
sus equivalentes Norton, donde, para t = 0,05 s, se tiene
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Figura 18.15

Si se aplica el método de análisis por nudos al circuito de la figura 18.15, se obtiene

(Gs + GL1)uA(t ) – GL1uB(t ) = GsUs – gMuB(t) – IM1(t – t)

– GL1uA(t ) + (GL1 + GL2 + G2)uB(t ) =
= IM1(t – t) + gMuB(t) – gM[uA(t) – uB(t)] – IM2(t – t)

donde se ha tenido en cuenta que: u1 = uA – uB y u2 = uB. Si se pasan al primer miembro
los sumandos que dependen de tensiones de nudo, se llega a la ecuación matricial siguiente
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A continuación se pasa a t = 0,05 s. Al sustituir valores en la ecuación matricial
[18.117] se obtiene
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cuya solución es uA(0,05) = 9,7227 V, uB(0,05) = 4,1089 10–1 V y, por tanto,
u1(0,05) = 9,3118 V, u2(0,05) = 4,1089 10–1 V.

Las intensidades en las bobinas se obtienen del circuito de la figura 18.15

iL1(0,05) = IM1(0+) + GL1u1(0,05) + gMu2(0,05) =
    = 1,4286 10–1

 + 1,4286 10–2 9,3118 + 3,5714 10–3 4,1089 10–1
= 2,7735 10–1 A

iL2(0,05) = IM2(0+) + GL2u2(0,05) + gMu1(0,05) =
    = 3,5714 10–2

 + 7,1419 10–3 4,1089 10–1
+ 3,5714 10–3 9,3118 = 7,1905 10–2 A

y con los resultados anteriores se actualizan las fuentes de intensidad IM1 e IM2

IM1(0,05) = iL1(0,05) + GL1u1(0,05) + gMu2(0,05) = 4,1184 10–1 A

IM2(0,05) = iL2(0,05) + GL2u2(0,05) + gMu1(0,05) = 1,0810 10–1 A

A continuación, se pasa a t = 0,10 s. La ecuación matricial [18.117] se convierte en
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cuya solución es uA(0,10) = 9,4614 V, uB(0,10) = 7,8773 10–1 V y, por tanto,
u1(0,10) = 8,6737 V, u2(0,10) = 7,8773 10–1 V.

Las intensidades en las bobinas resultan iL1(0,10) = 5,3857 10–1 A,
iL2(0,10) = 1,4470 10–1 A,

El proceso se repite para instantes sucesivos, con los resultados siguientes

u1(0,15) = 8,0821 V, u1(0,20) = 7,5337 V, u1(0,25) = 7,0251 V, ...;

u2(0,15) = 1,1331 V, u2(0,20) = 1,4492 V, u2(0,25) = 1,7384 V, ...;

iL1(0,15) = 7,8479 10–1 A, iL1(0,20) = 1,0171 A, iL1(0,25) = 1,2365 A, ...

iL2(0,15) = 2,1826 10–1 A, iL2(0,20) = 2,9248 10–1 A, iL2(0,25) = 3,6724 10–1 A, ...
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3.3 Circuitos con lazos capacitivos y/o conjuntos de corte inductivos

Como ya se ha indicado anteriormente, la presencia de lazos capacitivos o de
conjuntos de corte inductivos en un circuito, puede dar lugar a discontinuidades en las
tensiones de los condensadores o en las intensidades de las bobinas, al pasar de t = 0– a
t = 0+. Dado que los métodos numéricos de integración, para los cálculos en el instante t,
utilizan valores de tensiones e intensidades correspondientes a (t – t), hay que emplear, en
principio, las condiciones iniciales en t = 0+ para determinar las variables del circuito en
t = 0+ + t.

Para calcular las intensidades en las bobinas y las tensiones en los condensadores para
t = 0+, a partir de los valores correspondientes a t = 0–

, se sigue el procedimiento indicado
en el capítulo 14, apartado 5.1, del volumen I. Esto es suficiente para aplicar el método de
Euler implícito, pero la regla trapezoidal exige conocer, además, las tensiones en las
bobinas y las intensidades en los condensadores para t = 0+.

Figura 18.16

Para calcular las tensiones en las bobinas que forman parte de un conjunto de corte
inductivo, en un instante dado, conocidas las intensidades en las bobinas para ese instante,
se puede aplicar la segunda ley de Kirchhoff a los lazos básicos del circuito en los que se
encuentren dichas bobinas. Si el conjunto de corte inductivo tiene l ramas y se elige una de
ellas como rama de un árbol del circuito, las demás serán eslabones, por lo que habrá
(l – 1) ecuaciones circulares, correspondientes a los lazos básicos definidos por estos
eslabones, con l incógnitas (tensiones en las bobinas o en las fuentes de intensidad del
conjunto de corte inductivo). Para completar el sistema de ecuaciones, se puede emplear,
como ecuación complementaria, la que corresponde a la derivada respecto del tiempo de la
ecuación del conjunto de corte inductivo. Por ejemplo, para el circuito de la figura 18.16a,
se tiene

021 LL iiis  [18.118]

y al derivar la ecuación [18.118] respecto del tiempo, se obtiene
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La ecuación [18.119] es válida para cualquier instante. Particularizada para t = 0+

aporta la ecuación necesaria para tener l ecuaciones con l incógnitas en el conjunto de corte
inductivo y, así, poder calcular las tensiones en las bobinas en t = 0+.

Para calcular las intensidades en los condensadores que forman parte de un lazo
capacitivo, en un instante dado, conocidas las tensiones en los condensadores para ese
mismo instante, se puede aplicar la primera ley de Kirchhoff a los conjuntos de corte
básicos del circuito en los que se encuentren dichos condensadores. Si el lazo capacitivo
tiene c ramas y se elige una de ellas como eslabón del circuito, las demás serán ramas de
un árbol del circuito, por lo que habrá (c – 1) ecuaciones nodales, correspondientes a los
conjuntos de corte básicos definidos por estas ramas del árbol, con c incógnitas
(intensidades en los condensadores o en las fuentes de tensión del lazo capacitivo). Para
completar el sistema de ecuaciones se puede emplear la derivada respecto del tiempo de la
ecuación del lazo capacitivo. Por ejemplo, para el circuito de la figura 18.16b, se tiene

021 CC uuu s  [18.120]

y, al derivar la ecuación [18.120] respecto del tiempo, resulta
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La ecuación [18.121] es válida para cualquier instante. Particularizada para t = 0+,
aporta la ecuación necesaria para tener c ecuaciones con c incógnitas en el lazo capacitivo
y, así, poder calcular las intensidades en los condensadores en t = 0+.

Ejemplo 18.6

En el circuito de la figura 18.17a, iL1(0–) = 0,7869 A, iL2(0–) = 0 A, uC(0–) = 0 V. Hallar
las tensiones y las intensidades en las bobinas y en el condensador para t = 0+.

Figura 18.17

L1 = 10 H

C = 2 Fis = 10U(t) A

L2 = 5 H

R1 = 1

iL2iL1

iC

uL2uL1

uC

A B C

a)
0

L2

iL1

uL2uL1 L1 u

iL2

B

b)

A C



266                                                                                                      CIRCUITOS ELÉCTRICOS (II)

Para t > 0 se cumple en las bobinas

)()( titi LL 21  [18.122]

y, de manera particular, para t = 0+,

)()( 00 21 LL ii  [18.123]

Por otra parte, las dos bobinas forman un conjunto de corte inductivo, que se
representa destacado en la figura 18.17b, en el que se cumple

)()()()()()( 0000 11
0

0
11

0

0
11111 iLdttuiLdttuiLiL L  [18.124]

)()()()()()( 0000 22
0

0
22

0

0
22222 iLdttuiLdttuiLiL L  [18.125]

ya que entre t = 0– y t = 0+ se tiene en el conjunto de corte inductivo

)()()()( ttututu LL 21

de acuerdo con la figura 18.17b.

Las ecuaciones [18.123] a [18.125] forman un sistema de 3 ecuaciones con 3
incógnitas: iL1(0+), iL2(0+) y . Una vez resuelto, se obtiene como solución:
iL1(0+) = iL2(0+) = 0,5246 A,  = 2,623 Wb.

Para determinar las tensiones en las bobinas se aplica la segunda ley de Kirchhoff al
circuito

V,),()()()()()( s 4754905246010100000 1121 CLLL uiiRuu   [18.126]

Esta ecuación se completa con la que resulta al derivar respecto del tiempo en la
ecuación [18.122] del conjunto de corte inductivo
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y, para t = 0+,

2

2

1

1 00
L

u

L

u LL )()(  [18.127]

De las ecuaciones [18.126] y [18.127] se obtiene inmediatamente: uL1(0+) = 6,3169 V,
uL2(0+) = 3,1585 V.

En lo que se refiere al condensador, se tiene uC(0+) = uC(0–) = 0 V, iC(0+) = iL2(0
+) =

0,5246 A.

Con el método de Euler implícito, el resultado obtenido en t = 0 + t, para todas las
variables del circuito, excepto las tensiones en las bobinas y las intensidades en los
condensadores, es independiente de que se tomen las condiciones iniciales en t = 0– o en
t = 0+. En t = 2 t, el resultado obtenido para todas las variables del circuito es
independiente de que se tomen las condiciones iniciales en t = 0– o en t = 0+.

Para justificar lo anterior se va a suponer, por ejemplo, el circuito de la figura 18.16a
en el instante t = 0+ + t, y se va a sustituir cada bobina por su equivalente Thévenin, con
lo que se obtiene el circuito mostrado en la figura 18.18.

Figura 18.18

A continuación, se tiene en cuenta que en el conjunto de corte inductivo se verifica en
el intervalo (0–, 0+)
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1111 LLL iLdtuiLiL  [18.128]
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)()()( 000 22
0

0
2222 LLL iLdtuiLiL  [18.129]

donde, u(t) = uL1(t) = –uL2(t) es el impulso de tensión en el conjunto de corte inductivo,
originado por el cambio brusco de las intensidades de las bobinas en dicho intervalo.

Las ecuaciones [18.128] y [18.129] permiten sustituir la fuente de tensión del
equivalente Thévenin de cada bobina por dos fuentes en serie, como se muestra en la figura
18.19a. Una de las fuentes, de valor – / t, aparece en las ramas de las dos bobinas y,
además, se ha añadido una fuente de ese mismo valor en serie con la fuente de intensidad,
lo cual no afecta al resto del circuito.

Quedan, así, fuentes de tensión del mismo valor (y con la misma referencia de
polaridad) en todas las ramas del conjunto de corte inductivo, que se pueden eliminar, tal
como se muestra en la figura 18.19b, sin que el resto del circuito se vea afectado por su
eliminación.

Para comprobarlo, basta imaginar que se realiza el análisis por lazos básicos del
circuito, habiendo tomado una de las ramas del conjunto de corte inductivo como rama de
un árbol de dicho circuito. Las demás ramas del conjunto de corte inductivo son eslabones
y, en cada lazo básico definido por cada uno de dichos eslabones, estarán presentes el
eslabón correspondiente y la rama del conjunto de corte inductivo que pertenece al árbol.
En la ecuación circular del lazo básico definido por cada eslabón del conjunto de corte
inductivo, se compensan las dos fuentes de valor – / t, que pertenecen al mismo lazo
básico, con lo que se puede prescindir de ellas sin que cambie el valor de las intensidades
de circulación de lazo (sin que, por tanto, cambie el comportamiento del resto del circuito).
Quienes notan la presencia o no de estas fuentes de tensión son las tensiones en las bobinas
y en las fuentes de intensidad del conjunto de corte inductivo.

Figura 18.19
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Prescindir de las fuentes de tensión de valor – / t conduce a utilizar los equivalentes
Thévenin de las bobinas con los valores correspondientes a t = 0–, como muestra la figura
18.19b. La equivalencia de los circuitos de las figuras 18.18 y 18.19b, confirma que,
excepto para las tensiones en las bobinas, los resultados obtenidos en t = 0+ + t para las
demás variables del circuito, son independientes de que se tomen las condiciones iniciales
en t = 0– o en t = 0+.

De manera dual, si se considera el circuito de la figura 18.16b en el instante
t = 0+ + t, y se sustituye cada condensador por su equivalente Norton, se obtiene el
circuito de la figura 18.20.

Figura 18.20

A continuación, se tiene en cuenta que en el lazo capacitivo, en el intervalo (0–, 0+), se
verifica

quCdtiuCuC CCC )()()( 000 11
0

0
1111   [18.130]

quCdtiuCuC CCC )()()( 000 22
0

0
2222   [18.131]

donde, i(t) = iC1(t) = –iC2(t) es el impulso de intensidad del lazo capacitivo, originado por el
cambio brusco de las tensiones en los condensadores en dicho intervalo.

Las ecuaciones [18.130] y [18.131] permiten sustituir la fuente de intensidad del
equivalente Norton de cada condensador por dos fuentes en paralelo, como se muestra en
la figura 18.21a. Una de las fuentes, de valor –q/ t, aparece en las ramas de los dos
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condensadores y, además, se ha añadido una fuente de ese mismo valor en paralelo con la
fuente de tensión, lo cual no afecta al resto del circuito.

Quedan, así, fuentes de intensidad del mismo valor (y con la misma referencia de
polaridad respecto de un determinado sentido de circulación) en todas las ramas del lazo
capacitivo, que se pueden eliminar, ya que, como se muestra en la figura 18.21b, dichas
fuentes quedan aisladas del resto del circuito (por las conexiones no circula corriente), sin
que éste se vea afectado por su eliminación.

Quienes notan la presencia o no de estas fuentes de intensidad son las intensidades en
los condensadores y en las fuentes de tensión del lazo capacitivo.

Prescindir de las fuentes de intensidad de valor –q/ t conduce a utilizar los
equivalentes Norton de los condensadores con los valores correspondientes a t = 0–, como
muestra la figura 18.21b. La equivalencia de los circuitos de las figuras 18.20 y 18.21b,
confirma que, excepto para las intensidades en los condensadores, los resultados obtenidos
en t = 0+ + t para las demás variables del circuito, son independientes de que se tomen las
condiciones iniciales en t = 0– o en t = 0+.

Figura 18.21

De lo anterior se desprende que, si se emplea el método de Euler implícito, para
t = 2 t, los valores de las fuentes de los equivalentes Thévenin de las bobinas de un
conjunto de corte inductivo y los valores de las fuentes de los equivalentes Norton de los
condensadores de un lazo capacitivo, son independientes de que se hayan tomado las
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condiciones iniciales en t = 0– o en t = 0+, ya que dependen de las intensidades en las
bobinas y las tensiones en los condensadores para t = t y, por consiguiente, también lo es
su contribución a las ecuaciones del circuito, así como los resultados obtenidos para
cualquier variable de éste.

Asimismo, se deduce que para obtener, aproximadamente, las condiciones iniciales en
t = 0+, a partir de las correspondientes a t = 0–, se pueden seguir los siguientes pasos:

1. Con las condiciones iniciales correspondientes a t = 0–
 y, con un valor arbitrario de

t, se determinan las variables del circuito en t = 0 + t, por ejemplo, las tensiones e
intensidades en bobinas y condensadores.

2. Con un incremento opuesto al del paso anterior, – t, se calculan, de forma
aproximada, debido a los errores del método de integración, las variables del circuito en
t = 0+.

A continuación, con las tensiones en los condensadores y las intensidades en las
bobinas determinados en el paso anterior, se calculan las variables en t = 0 + t', con un
valor de t' adecuado a las características del circuito.

Este procedimiento puede servir para utilizar el método de la regla trapezoidal,
conocidas las condiciones iniciales en t = 0–

, utilizando previamente el método de Euler

implícito para determinar las condiciones iniciales en t = 0+.

Ejemplo 18.7

En el circuito de la figura 18.17, hallar la tensión y la intensidad en las bobinas y en el
condensador mediante la integración numérica de las ecuaciones del circuito con el método
de Euler implícito:

a) Para t = t y para t = 2 t, con t = 0,01 s, tomando valores iniciales en t = 0+

b) Para t = t y para t = 2 t, con t = 0,01 s, tomando valores iniciales en t = 0–

c) Para t = t con t = 0,001 s, tomando valores iniciales en t = 0–
. A continuación,

con los valores calculados en t = t con t = –0,001 s, con lo que se vuelve a t = 0.
Finalmente, con los valores calculados en t = 0, con t = 0,01 s.

a) Si se aplica el método nodal modificado, se obtienen las ecuaciones siguientes

Ecuaciones nodales:
Nudo A: G1uA + iL1 = is
Nudo B: –iL1 + iL2 = 0
Nudo C: –iL2 + iC = 0
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Ecuaciones de rama:
–uA + uB + L1D iL1 = 0
–uB + uC + L2D iL2 = 0
CDuC – iC = 0

y, de forma matricial,
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Al aplicar el método de Euler implícito la ecuación [18.132] se convierte en
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 [18.133]

Si se toman condiciones iniciales en t = 0+, y se sustituyen los valores obtenidos en el
ejemplo 18.6 en la ecuación [18.133], con t = 0,01 s,  resulta
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cuya solución es: uA(0,01) = 9,4691 V, uB(0,01) = 3,1581 V,  uC(0,01) = 2,6546 mV,
iL1(0,01) = iL2(0,01) = iC(0,01) = 0,5309 A. Las tensiones en las bobinas son
uL1(0,01) = 6,311 V, uL2(0,01) = 3,1555 V.

Para t = 2 t, el sistema de ecuaciones es
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cuya solución es: uA(0,02) = 9,4628 V, uB(0,02) = 3,1578 V,  uC(0,02) = 5,3406 mV,
iL1(0,02) = iL2(0,02) = iC(0,02) = 0,5372 A. Las tensiones en las bobinas son
uL1(0,02) = 6,3050 V, uL2(0,02) = 3,1525 V.

b) Si se toman condiciones iniciales en t = 0 –, y se sustituyen los valores indicados
como datos en el ejemplo 18.6 en la ecuación [18.133], con t = 0,01 s,  resulta
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cuya solución es: uA(0,01) = 9,4691 V, uB(0,01) = 265,46 V,  uC(0,02) = 2,6546 mV,
iL1(0,01) = iL2(0,01) = iC(0,01) = 0,5309 A. Las tensiones en las bobinas son
uL1(0,01) = –255,99 V, uL2(0,01) = 265,46 V.

Se observa que las intensidades en las bobinas y la tensión en el condensador tienen el
mismo valor que en el apartado a), donde se han calculado a partir de condiciones iniciales
en t = 0+. Sin embargo, las tensiones en las bobinas son diferentes, con resultados
inaceptables cuando las condiciones iniciales se han tomado en t = 0–.

Para t = 2 t, la solución es: uA(0,02) = 9,4628 V, uB(0,02) = 3,1578 V,
uC(0,02) = 5,3406 mV, iL1(0,02) = iL2(0,02) = iC(0,02) = 0,5372 A. Las tensiones en las
bobinas son uL1(0,02) = 6,3050 V, uL2(0,02) = 3,1525 V.

Como puede comprobarse, los resultados en t = 2 t, para cualquier variable, son
independientes de tomar las condiciones iniciales en t = 0– o 0+.

c) A partir de las condiciones iniciales en t = 0–
, con t = 0,001 s,  se obtiene, como

resultado del sistema de ecuaciones [18.133], iL1(0,001) = iL2(0,001) =
iC(0,001) = 0,52523 A, uC(0,001) = 0,26262 mV. Las tensiones en las bobinas son
uL1(0,001) = –2616,7 V, uL2(0,001) = 2626,2 V.
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A continuación, se toma t = –0,001 s y, con el sistema de ecuaciones [18.133] se

obtiene iL1(0) = iL2(0) = iC(0) = 0,5246 A, uC(0) = 3,1585.10–7 V. Las tensiones en las
bobinas son uL1(0) = 6,3169 V, uL2(0) = 3,1585 V.

Todos estos valores son, aproximadamente, los obtenidos en el ejemplo 18.6 para
t = 0+. Si, a continuación, se toman como valores iniciales y se repiten los cálculos con un

t = 0,01 s, se obtienen de nuevo, aproximadamente, los resultados del apartado a).

4. INTEGRACIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE ESTADO
DE CIRCUITOS LINEALES

Las ecuaciones de estado de un circuito lineal e invariable con el tiempo, tienen la
forma

s' wBxAx  [18.134]

Para una variable de estado genérica, xj,  se tiene

Dxj(t) = aj1x1(t) + aj2x2(t) +...+ ajjxj(t) + ...+ bj1ws1(t) +... [18.135]

que coincide con la forma indicada en la ecuación [18.17], donde, ahora, x1, x2, x3, etc., son
las variables de estado del circuito y wsk los valores de las fuentes independientes.

Si se aplica el método de Euler implícito a la ecuación [18.135], se tiene

t
ttxtwbtxatxatxatx

t

11
)(...)(...)(...)()()( js1j1jjj2j21j1j  [18.136]

con lo que la ecuación [18.134] se convierte en
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 [18.137]

donde [1] es la matriz diagonal unidad.

La ecuación [18.137] permite determinar, de forma aproximada, las variables de
estado de un circuito en un instante t, conocidas las fuentes independientes en ese instante
y las variables de estado en un instante anterior, (t – t).

Asimismo, si se aplica la regla trapezoidal a la ecuación [18.135], resulta

)(...)(...)(...)()()( js1j1jjj2j21j1j ttx
t

twbtxatxatxatx
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22

...)(...)(...)()( s1j1jjj2j21j1 ttwbttxattxattxa [18.138]
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y la ecuación [18.134] se convierte en

)()()(1
2

)(1
2

ss ttwtwBttxA
t

txA
t

[18.139]

que permite, también, determinar las variables de estado en un instante t, conocidas las
fuentes independientes en ese instante y las variables de estado en un instante anterior.

Ejemplo 18.8

Escribir las ecuaciones de estado del circuito representado en la figura 18.4 (ejemplo
18.1),  que se encuentra a estado inicial cero, y determinar la intensidad i(t), a intervalos de
0,1 s, mediante integración numérica de las mismas, con la regla trapezoidal.

Figura 18.22

En la figura 18.22 se representa el circuito del ejemplo 18.1, en el que se ha
seleccionado un posible árbol propio, marcado con trazo más grueso. Se obtienen las
ecuaciones siguientes

Lazo básico a: uuiLuL sD 111  [18.140]

Lazo básico b: CL uuiLu sD 222 [18.141]

Conj. corte A: 'D iiuCi LCC 2  [18.142]

Por otra parte, las ecuaciones de las ramas resistivas son

'iiuGi L11 [18.143]

CuuiRu '' 2  [18.144]
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de donde

11 LiiuG '  [18.145]

CuiRu '2  [18.146]

Despejadas las variables u e i' de las ecuaciones [18.145] y [18.146]

21
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1 RG

uiR
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y sustituidas en las [18.140] a [18.142], resultan las ecuaciones de estado
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Si se aplica a la ecuación [18.149] la expresión general dada por la ecuación [18.139],
correspondiente al método de integración de la regla trapezoidal, resulta el sistema de
ecuaciones
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donde, al sustituir valores y tener en cuenta que el estado inicial es cero, resulta
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 [18.151]

Si se resuelve el sistema de ecuaciones [18.151], se obtiene como solución

iL1(0,1) = 0,4913 A; iL2(0,1) = 0,9971 A; uC(0,1) = 0,0571 V

y al sustituir valores en la ecuación [18.147] y, posteriormente, en la [18.143], se tiene
i(0,1) = 0,3466 A. Si se repite el proceso de cálculo para instantes sucesivos, se obtienen
para i los mismos resultados que en el ejemplo 18.2.



278                                                                                                      CIRCUITOS ELÉCTRICOS (II)


