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1. INTRODUCCION

Cuando el orden de los circuitos aumenta, la dificultad para su estudio en régimen
transitorio por métodos analiticos es mayor. Por ello se han desarrollado métodos
numéricos de analisis que estan basados, a su vez, en métodos numéricos de integracion de
ecuaciones diferenciales, y que son adecuados para su programacion en un ordenador.

La respuesta buscada se obtiene en forma de tabla de valores, correspondientes a
instantes sucesivos, con lo que se pierde la expresion analitica de la misma. No obstante, es
posible, de forma comoda, disponer de su representacion grafica, con lo que se tiene una
informacion clara de su evolucion en el tiempo.

Es importante tener en cuenta que los métodos numéricos introducen errores, que
pueden acumularse, dando lugar a resultados diferentes de la realidad. Es conveniente tener
alguna idea de la respuesta esperada, para orientar el proceso de calculo, y, ademas, se
debe realizar un analisis cuidadoso de los resultados antes de aceptarlos como buenos.

En este capitulo, el estudio se limita a los circuitos lineales e invariables con el tiempo.

2. METODOS NUMERICOS DE INTEGRACION

Inicialmente, el problema de la integraciéon numérica puede plantearse como el
determinar la funcion x(#) a partir de un cierto instante, fy, conocida la funcion derivada

dx ' —
5 = 0=10 [18.1]

para todo instante ¢, asi como el valor de la funcion en .

Si se integra respecto del tiempo, en un intervalo comprendido entre (f — Af) y ¢, en
ambos lados de la ecuacion [18.1], se tiene
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t x(1) t
Jx'(z')dr: & = [fo)dr [18.2]
1—At x(1—A1) 1—At

Los métodos mas sencillos de integracion numérica, conocidos como métodos de
Euler, se basan en sustituir la funcion f(7), en todo el intervalo (t — At, t) por su valor en
uno de los extremos del mismo.

Asi, si se sustituye f(7) por f( — Af) en la ecuacion [18.2], se tiene el método de Euler
explicito, con el resultado

x(£) = x(t — Aty + X' (t — At) - At [18.3]

que permite determinar, de forma aproximada, la funcion x(¢) en un instante ¢ a partir del
valor de dicha funcion y de su derivada en un instante anterior. De la ecuacion [18.3] se
deduce la expresion ttil

x(t) — x(t - Ar)

v [18.4]

X (t— A0~

A
xX'(7)

x'(2)
X(t - Af)+ éo/

t- At t
b)
xX'(7)
0 5
x'(t - Af)
T
t- At t
¢)
Figura 18.1

En la figura 18.1a se muestra graficamente la aproximacion realizada, de forma que el
area encerrada por la funcioén x'(7), el eje de abscisas y las rectas paralelas al eje de
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ordenadas trazadas en los extremos del intervalo de integracion, ha sido sustituida por la de
un rectangulo cuya base es dicho intervalo y la altura el valor x'(# — At).

Otra interpretacion se tiene en la figura 18.2a, en la que se muestra, en el intervalo
genérico, (f — At, t), la funcion buscada x(7). De acuerdo con la ecuacion [18.3], en el
método de Euler explicito se sustituye la funcion por un tramo recto de pendiente igual a la
derivada de dicha funcion en el instante (¢ — Af). De esta forma, al final del intervalo se
alcanza el punto C', como aproximacion del verdadero valor de la funcion en el instante ¢,
definido por la ordenada correspondiente al punto B. El error cometido viene dado por el
segmento BC'.

(2)h Mt-A)+x-Ay A — o (A

-

x(0) | R L
X(t - A A’ x(1 - Af) A L

Figura 18.2

En el método de Euler implicito, se sustituye f(7) por su valor al final del intervalo de
integracion, f(¢), en la ecuacion [18.2], con lo que se tiene

x(f) = x(t - M)+ X' (0) - At [18.5]

y, de aqui, se obtiene
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x(1)— x(t— At)

x'() ~
() A

[18.6]

En este caso, como se representa en la figura 18.1b, la aproximacion realizada, hace
que el area encerrada por la funcion x'(7), el eje de abscisas y las rectas paralelas al eje de
ordenadas trazadas en los extremos del intervalo de integracion, sea sustituida por la de un
rectangulo cuya base es dicho intervalo y la altura el valor x'(¢).

Asimismo, en la figura 18.2b, se aprecia que en el método de Euler implicito, de
acuerdo con la ecuacion [18.5], se sustituye la funcion por un tramo recto de pendiente
igual a la derivada de dicha funcién en el instante ¢, con lo que, al final del intervalo, se
alcanza el punto C", en lugar del verdadero valor de la funcion en el instante ¢. El error
cometido, ahora, viene dado por el segmento BC".

Otra posibilidad consiste en sustituir la funcion f(z) en la ecuacion [18.2], por la recta
que une los puntos A y B de dicha funcién en los dos extremos del intervalo, como muestra
la figura 18.1c. La integral de f(7) es el area del trapecio formado por la recta AB, el eje de
abscisas y las rectas paralelas al eje de ordenadas trazadas en los extremos del intervalo de
integracion. En este método, conocido, como regla trapezoidal de integracion se tiene, por
tanto

X' (1) + x'(t—Ar)

x(f) = x(t - At) + At [18.7]

y, también,
x'(t) =~ 2 x(t)— [2 x(t—At)+x'(t— AZ)} [18.8]
At At )

En la figura 18.2c se aprecia que, de acuerdo con la expresion [18.7], en la regla
trapezoidal se sustituye la funcidn x(¢) por un tramo recto de pendiente igual al valor medio
de las derivadas de dicha funcién en los extremos del intervalo, con lo que, en el instante ¢,
se alcanza el punto C", en lugar del verdadero valor de la funcion. El error cometido, en
este caso, viene dado por el segmento BC"'.

En ocasiones, la ecuacion [18.1] adopta la forma

S ) [18.9]
dt

por lo que, en el método de Euler implicito, la ecuacion [18.5] se convierte en
x(2) = x(t — At) + £(x(2),8) - At [18.10]

con lo que x(f) esta contenida, también, en el segundo miembro de la ecuacion [18.10].
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Analogamente, en la regla trapezoidal, la ecuacion [18.7] se convierte en

B0, +f(x(E = AD, 1= AD)
2

x(f) = x(t - At) + [18.11]

y, de nuevo, x(f) esta contenida en el segundo miembro de la ecuacion [18.11].

Se dice, que ambos métodos son de tipo implicito porque, si la funcién f(x(¢), £) no es
lineal, hay que recurrir a un proceso iterativo para determinar el valor de x(z).

Por el contrario, en el método de Euler explicito, la ecuacion [18.3] da lugar a la
expresion

x(t) = x(t — Aty + F(x(t = Af),t — Af) - At [18.12]

donde el segundo miembro es conocido en el instante ¢ y, por tanto, la ecuacion [18.12]
permite calcular directamente el valor de x(f).

Si la funcion f(x(¢), ) es lineal, la ecuacion [18.9] adopta la forma

% = x'(t) =ax(t) + (1) [18.13]

donde y(#) se supone conocida en todo instante ¢.
En este caso, la ecuacion [18.10], del método de Euler implicito, se convierte en
x(1) = x(t — At) + [ax(r) + y(1)]- At [18.14]

y la ecuacion [18.11], correspondiente a la regla trapezoidal, en

X() % x(t - Af) + [a'x(t)+ym]*[a);(’_m)*y(’_m)].m [18.15]
con lo que, en ambos casos, es facil despejar x(f), en funcion de valores conocidos en el
instante ¢.

En los métodos citados no solo es importante que el error cometido en cada paso de la
integracion numérica sea pequeno, sino, también, que este error no se acumule en los
pasos sucesivos. Cuando el error se acumula, la desviacidon entre el valor calculado y el
valor verdadero de x(¢) va creciendo progresivamente. Se dice, entonces, que el método no
es estable.

Para las ecuaciones diferenciales de un circuito eléctrico de frecuencias naturales

simples, si, se demuestra que, cuando el circuito es estable, es decir, Re{si} < 0, para todo
k, en los métodos de Euler implicito y de la regla trapezoidal, esta asegurada la estabilidad
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para cualquier valor de At. Por el contrario, para el método de Euler explicito, solo esta
asegurada la estabilidad si, para todo k, se verifica la condicion

|1+ Aes ] < 1 [18.16]
lo que implica la necesidad de limitar el valor de At.

Todo lo anterior explica la tendencia a preferir los métodos implicitos de integracion.
El método de Euler explicito se utiliza a veces para obtener una estimacion inicial en el
método iterativo que lleva a la resolucion de las ecuaciones [18.10] y [18.11]. Se dice que
el método de Euler explicito predice la solucion buscada y el método de Euler implicito, o
la regla trapezoidal, corrigen este valor, en el proceso iterativo, hasta llegar a dicha
solucion.

3. ANALISIS DE CIRCUITOS LINEALES EN REGIMEN
TRANSITORIO POR METODOS NUMERICOS

En lo que sigue se va a suponer que las ecuaciones del circuito se escriben mediante
un método general de analisis, como el nodal modificado. Ademas, los elementos que
introducen el operador D en dichas ecuaciones, bobinas, condensadores y bobinas
acopladas magnéticamente, se van a tratar como elementos de tipo 2 (que no admiten
formulacion de admitancia). Asi, se consigue que el operador D aparezca siempre como
factor y no como divisor, con lo que las ecuaciones de las ramas de estos elementos son
ecuaciones diferenciales de la forma

Dxj + Dxg + ... = ajixy + ajpxp + .. [18.17]

Por consiguiente, el método nodal modificado aporta un conjunto de ecuaciones
algebraicas y un conjunto de ecuaciones diferenciales como la [18.17]. Si se aplica a estas
ecuaciones diferenciales alguno de los métodos numéricos de integracion estudiados, se
convierten, también, en ecuaciones algebraicas, con lo que, al final, en los circuitos lineales
se tiene un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que, una vez resuelto, permite
conocer cualquier variable del circuito en un instante ¢.

s P
il 9L Ui T G
Q
Q

a) b)
Figura 18.3
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Por su interés en el desarrollo posterior del capitulo se va a estudiar, a continuacion, de
forma individualizada, la conversion de las ecuaciones diferenciales de las bobinas,
condensadores y bobinas acopladas magnéticamente, en las ecuaciones algebraicas
correspondientes. Se van a deducir las ecuaciones con el método de Euler implicito y con
la regla trapezoidal.

En la figura 18.3a se representa una bobina, que constituye la rama genérica j de un
circuito, situada entre los nudos P y Q del mismo. La ecuacion de esta rama es

—up(1) +uq(?)+ L;Di;j(1) =0 [18.18]
y, si se aplica la ecuacion [18.6] del método de Euler implicito, se obtiene

SO AGT O

[18.19]

esto es,

L L
—up(t) +ug () + (0 = ~Lij(e- a0 [18.20]

La ecuacion [18.20] es una ecuacion algebraica lineal cuyo primer miembro tiene la
misma forma que el de la ecuacion diferencial [18.18], sin mas que sustituir el operador D
por 1/At. Ademas, hay un término nuevo en el segundo miembro de la ecuacion [18.20],
que es conocido, ya que depende de un instante (¢ — Af), anterior al considerado, ¢.

Si se aplica a la ecuacion diferencial [18.18], la ecuacion [18.8] de la regla
trapezoidal, se obtiene

2. 2. .

y como,

LJDiJ‘t,

N uP(t—At)—uQ(t—At) [18.22]
resulta finalmente

—up(0) +ug (1) + L éij(t) =L, éij(t—At) tup(t—An)—ug(t—Ar)  [18.23]

De nuevo, se obtiene una ecuacion algebraica lineal cuyo primer miembro tiene la
misma forma que el de la ecuacion diferencial [18.18], con 2/Af en lugar del operador D.
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Asimismo, aparece un segundo miembro, que es conocido, ya que esta formado por
términos que dependen del instante (¢ — Af), anterior al considerado, .

En el caso de que la rama j esté formada por un condensador, como se muestra en la
figura 18.3b, la ecuacion de rama es

y, en funcion de tensiones de nudo,
—ij(1) + C;Dup(#) - C;Duy(1)=0 [18.25]

Si se aplica la ecuacion [18.6] del método de Euler implicito a la ecuacion diferencial
[18.24] se obtiene

“PQ(t) — uPQ(t - At) _

—lJ(f)+CJ Af

[18.26]

es decir,
—i;(0+C; uPQ (H=C; —uPQ (t—Ar) [18.27]
o bien, en funcion de tensiones de nudo,
—i;(0)+C; uP (1) -C; uQ (1)=C; uP (t=An)-C; uQ (r—Ar) [18.28]

Como ocurria con la bobina, el primer miembro de las ecuaciones algebraicas [18.27]
y [18.28], tiene la misma forma que el primer miembro de las ecuaciones diferenciales
[18.24] y [18.25], respectivamente, sin mas que sustituir el operador D por 1/At. En las
ecuaciones algebraicas aparece un segundo miembro que es conocido, ya que esta formado
por términos que dependen del instante (# — A¢), anterior al considerado, ¢.

Si se aplica a la ecuacion diferencial [18.24] la ecuacion [18.8] de la regla trapezoidal,
se obtiene

—ij( +C; 2 VL t-C, {zuPQ (t— Af) + DuPQ\ } 0 [18.29]
que se convierte en

—i(0)+C zuPQ(t) C, uPQ(t Af)+ii(1 — A1) [18.30]
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o bien, en funcién de tensiones de nudo,

—i(0)+C up(t) G uQ(t)—

2
ZCjE”P(t An) - C; uq(t Af) +i;(t = Ar) [18.31]

De nuevo, el primer miembro de las ecuaciones algebraicas [18.30] y [18.31] tiene la
misma forma que el primer miembro de la ecuacion diferencial [18.24] y [18.25],
respectivamente, sin mas que sustituir el operador D por 2/Az. En las ecuaciones
algebraicas se tiene un segundo miembro que es conocido, ya que esta formado por
términos que dependen del instante (¢ — Af), anterior al considerado, ¢.

De lo anterior se desprende un procedimiento, para los circuitos que tienen bobinas y/o
condensadores, que permite realizar el analisis de los mismos en régimen transitorio por
métodos numéricos. Se puede estructurar en los siguientes pasos:

1. Se establecen las ecuaciones del circuito en el dominio del tiempo por el método de
analisis nodal modificado, considerando las bobinas y condensadores como elementos de
tipo 2, de tal forma que el operador D aparezca como factor en las ecuaciones de estos
elementos.

2. Se fija un valor para el intervalo de tiempo, At, entre los instantes consecutivos para
los que se van a determinar las variables del circuito. El valor de Az dependera de la
rapidez en la evolucion de las variables del circuito, que queda definida por las frecuencias
naturales de dichas variables.

Por ejemplo, se puede tomar como la décima parte del menor valor de las constantes
de tiempo y de los semiperiodos de las oscilaciones presentes en las variables del circuito.

Si si son las frecuencias naturales de la respuesta buscada, esto equivale a
At <0,1-Min{1/real(sy), m/imag(sy)}

Con esto queda asegurado que se captaran los pasajes con la evolucion mas rapida,
aunque tiene el inconveniente de hacer lento el proceso si el intervalo de tiempo a estudiar
es grande comparado con Az.

Otra alternativa consiste en tomar un valor variable de Az que se adapte a la evolucion
de las variables, de forma que sea mas pequefio cuando esta evolucion sea rapida y mas
grande cuando se haga lenta.

3. Se convierten las ecuaciones obtenidas en el paso 1 a ecuaciones algebraicas,
mediante los métodos de Euler implicito o de la regla trapezoidal, a base de sustituir en el
primer miembro el operador D por 1/At o 2/At, respectivamente, y tomando como segundo
miembro de las ecuaciones los obtenidos en las ecuaciones [18.20] y [18.28] para el
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método de Euler y en las ecuaciones [18.23] y [18.31] para el método de la regla
trapezoidal.

Es importante observar que si se emplea un Af variable la matriz de coeficientes del
sistema de ecuaciones algebraicas cambia al cambiar Az. Por el contrario, si se mantiene Az
constante, la matriz de coeficientes no cambia y esto hace mas rapida la resoluciéon del
sistema de ecuaciones en instantes sucesivos.

4. Se determinan las intensidades en las bobinas y las tensiones en los condensadores
en el instante z = 0, para el método de Euler implicito y, ademas, las tensiones en las
bobinas y las intensidades en los condensadores, para la regla trapezoidal. Con estos
valores se calculan los segundos miembros de las ecuaciones de las bobinas y
condensadores.

5. Se pasa al instante ¢ = 0" + At

6. Se resuelve el sistema de ecuaciones, con el segundo miembro de las ecuaciones de
bobinas y condensadores calculado con valores del instante anterior. Se determinan las
variables en estudio y las intensidades en las bobinas y las tensiones en los condensadores
en el instante 1 = 0" + A¢, para el método de Euler implicito y, ademas, las tensiones en las
bobinas y las intensidades en los condensadores para la regla trapezoidal.

7. Se calculan los segundos miembros de las ecuaciones de las bobinas y
condensadores.

8. Se pasa al instante ¢ + At. Se vuelve al paso 6 y se repite el proceso de calculo hasta
alcanzar el final del intervalo de tiempo en el que se desea realizar el estudio.

Ejemplo 18.1

Determinar la intensidad i(¢), en el circuito de la figura 18.4, a estado inicial cero, a
partir de ¢ = 0, mediante la integracion numérica de las ecuaciones diferenciales por el
método de Euler implicito.

i L2:1H
e R A A A A W

Figura 18.4
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Las ecuaciones del circuito de la figura 18.4, correspondientes al método de analisis
nodal modificado, son las siguientes

Ecuaciones nodales:

Nudo A:ipy +ipp+i,=0 [18.32]
Nudo B: (G| + G2 )ug — Gouc — i1 =0 [18.33]
Nudo C: —Goug + Gouc —igp +ic=0 [18.34]
Ecuaciones de rama:
—up+ug+LiDi;; =0 [18.35]
—up +uc+ LyDin =0 [18.36]
—ic + CDuc=0 [18.37]
Up = Us [18.38]

Si se escribe de forma matricial el sistema de ecuaciones [18.32] a [18.38], resulta

[0 0 0 1 1 0 17[uad] [ 0]

0 G+G, -G, -1 0 0 0| ug@) 0

0 -G, G, 0 -1 1 0||uc@) 0

-1 1 0 LD 0 0 O0f|iy@®]|=| 0 [18.39]
-1 0 1 0 LD 0 0|in® 0

0 0 CD 0 0 -1 0||ic( 0

|1 0 0o 0 0 0 0fl|i®] |u®]

Si se particularizan las ecuaciones [18.20] y [18.28], consecuencia de aplicar el
método de Euler implicito a las ecuaciones de la bobina y del condensador,
respectivamente, a las ecuaciones [18.35] a [18.37], resultan las ecuaciones algebraicas

1. 1.
_UA(I)+MB(t)+L1XZZLI(I):LIElLl(t—At) [1840]

1. 1.
_uA(t)+”C(t)+LZEZL2(t)=LZEZLZ(I_At) [1841]

1 1
—ic()+C—uc(t)=C—uc(t— At 18.42
ic(t)+ C—uc(t) = Cuc(t = Af) [18.42]
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con lo que el sistema de ecuaciones algebraico—diferenciales [18.39] se convierte en el
sistema de ecuaciones algebraicas siguiente

[0 0 0 1 0 17 [upr(®] 0

0 G+G, -G, -1 0 0 0f|ug(n 0

0 -G, G, 0 11 0| uc@) 0

-1 1 0 L/At 0 0 O||ig()|=| L /A0 ip(t—Ar) |[18.43]
-1 0 1 0  Ly/At 0 O |i0)]| |(Ly/A0)-ip,(t—AF)

0 0 C/At 0 0 =1 0||ic()| | (CIAD)-uc(t-Ar)

|1 0 0 0 o 0 o0 | ug (1)

Las matrices de coeficientes de los sistemas de ecuaciones [18.39] y [18.43] son
formalmente andlogas, sin mas que sustituir el operador D por (1/A¢).

Para analizar el circuito se va a tomar A7 = 0,1 s. Para el segundo miembro del sistema
de ecuaciones se tiene i71(07) = iz2(0") = 0y uc(0") = uc(0") = 0, ya que el circuito se
supone a estado inicial cero. Por otra parte, us(0") = 10 V e i(0") = 0. Si se sustituyen estos
valores, junto con los parametros del circuito, en la ecuacion [18.43], resulta el sistema

0 0 0 1 1 0 17 [us0)] 0]
0 15 -05 -1 0 0 0l lug(O.)| |0
0 -0,5 05 0 -1 1 0l |uco)| |0
-1 1 0 20 0 0 0 (0) =0
-1 0 1 0 10 0 0l li0D] |0
0 0 10 0 0 -1 0l |ic0n| |0
1 0 0 0 0 0 0| i, D] |10]

que tiene como solucion:

u(0,1) =10 V; up(0,1) = 0,3585 V; uc(0,1) = 0,1112 V;
i21(0,1) = 0,4821 A; i1»(0,1) = 0,9889 A; ic(0,1) = 1,1125 A; i,(0,1) =—1,4710 A

La intensidad buscada, i, es, para este instante
i(0,1)=0,3585 A

A continuacion, se determinan los términos del segundo miembro del sistema, que van
a ser necesarios en el instante posterior £ = 0,1 + Az,

(L1/AD).i11(0,1) = 9,6415 V
(Lo/At).ip2(0,1) = 9,8888 V
(C/AD.uc(0,1) = 1,1125 A
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Con los resultados anteriores se pasa al instante ¢ = 0,1 + Az = 0,2 s. Se actualiza el
segundo miembro del sistema de ecuaciones [18.43], que queda

0o 0 0 1 1 0 17 [ux(0,2)] 0
0 15 -05 -1 0 0 0 | ug(0,2) 0
0 -05 05 0 -1 1 0 | uc(0,2) 0
-1 1 0 20 0 0 0-i,,(0.2)|=1]9,6415
-1 0 1 0 10 0 0] i,(02)| |9,8888
0 0 10 0o 0 -1 0] |ic(02)| |11125
1 0 0 0 0 0 0] | i,(0,2) | 10

y que tiene como solucion

u(0,2) = 10 V; up(0,2) = 0,7392 V; uc(0,2) = 0,3275 V;
i11(0,2) = 0,9451 A; i15(0,2) = 1,9561 A; ic(0,2) = 2,1620 A; i,(0,2) = —2,9012 A

La intensidad buscada, i, es, para este instante
i(0,2)=0,7392 A

El mismo proceso de calculo se repite para instantes sucesivos: 0,3 s, 0,4 s, etc, con los
resultados siguientes: i(0,3) = 1,1393 A, i(0,4) = 1,5555 A, i(0,5) = 1,9847 A, etc.

Ejemplo 18.2

Repetir el ejemplo 18.1 con el método de integracion de la regla trapezoidal.

Al particularizar las ecuaciones [18.23] y [18.31], consecuencia de aplicar el método
de la regla trapezoidal a las ecuaciones de la bobina y del condensador, respectivamente, a
las ecuaciones [18.35] a [18.37], resultan las ecuaciones algebraicas

2, 2.

—ic(t)—i-CAltuc(I):Céuc(t—At)—i-iC(t—At) [18.46]

que, sustituidas en el sistema de ecuaciones [18.39], dan lugar a la expresion matricial
siguiente
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0 0 0 1 0 17 [us(®)]
0 G+G, -G, -1 0 0 0 |ug(d
0 -G, G, 0 -1 1 0] |uc@)
-1 1 0 2L /At 0 0 0| |i(0]|=
-1 0 1 0 2L, /At 0 0] i)
0 0 2C/At 0 0 -1 0|/|ic(
|1 0 0 0 0 0 0] i |
=| QL /At i (1= A) +up (t — Af) — ug (t — Af) [18.47]

(2C | At)-ue(t — Af) + i (1 — Ar)
ug(7)

Para iniciar el proceso de calculo hay que determinar las tensiones e intensidades en
las bobinas y en el condensador para ¢ = 0°. Las intensidades en las bobinas, iz € iz, y la
tension en el condensador, uc, son nulas para r = 07, al estar el circuito en estado inicial
cero. Con este método de integracion es necesario, ademas, determinar las tensiones en las
bobinas, (ua(07) — us(0%)) y (ua(0") — uc(0"), y la intensidad en el condensador, ic(0%), en
ese instante. Para ello, se sustituyen en el circuito de la figura 18.4 las bobinas por fuentes
de intensidad nulas (circuitos abiertos) y el condensador por una fuente de tension nula
(cortocircuito), con lo que resulta el circuito de la figura 18.5, en el que se obtiene

i2(07) =
®
_ M
lLl(O) OA B R2—2Q
A C
u icy
o
w=10v() (Hucr=0v
Flgura 18.5

ua(0H=uy(0H =10V

up(0") = uc(0) =0V
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ML1(0+) = uA(0+) — MB(O+) =10V

ur2(0") = un(0") — uc(0) = 10 V

ug(0™) —uc(07) _ 0

ic(0")=i,(07)+ 5

i(o+):%0+):0

Si se sustituyen estos valores, junto con iz;(07) = iz(0") = uc(0") = 0, en los segundos
miembros de las ecuaciones [18.44] a [18.46], resulta

2Ly /A i (0T ) +upa (07 ) —ug(0T) =10V
2Ly /A1) i, (07) +up (07) —uc(07) =10V
Q2C/At) - uc(0")+i(07)=0A

Se pasa al instante ¢ = 0" + At. Si en la ecuacion matricial [18.47] se sustituyen valores

numéricos en los términos de la matriz de coeficientes y en el vector de términos
independientes, se tiene

[0 0 0 1 1 0 1][usOD] [0
0 15 -05 -1 0 0 0f]ug(0,)) 0
0 -0,5 05 0 -1 1 0f]uc(0,0) 0
-1 1 0 40 0 0 Of]i (0D |=]10
-1 0 1 0 20 0 0} ]|inO0] [10
0 0 20 0 0 —1 0f/[ic(0,0 0
|1 0 0 0 0 0 0|01 [10]

La solucidn de este sistema de ecuaciones es

ua(0,1) = 10 V; up(0,1) = 0,3466 V; uc(0,1) = 0,0571 V;
i1(0,1) = 0,4913 A; i;5(0,1) = 0,9971 A; ic(0,1) = 1,1419 A; i,(0,1) = —1,4885 A

de donde resulta
i(0,1)=10,3466 A

A continuacion, se actualizan los segundos miembros de las ecuaciones [18.44] a
[18.46],

(2L, / At -i1(0,1) + 1, (0,1) — ug (0,1) = 29,3068 V
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(2L, / At)-i;5(0,1) + 1, (0,1) — u(0,1) = 29,8858 V
(2C /A -uc(0,1) +i-(0,1) = 2,2838 A

y se pasa al nuevo instante £ = 0,1 + Az, para el que se tiene el sistema de ecuaciones

[0 0 0 1 1 0 1][ug02)] 0
0 15 -05 -1 0 0 0||ug(0.2) 0
0 -05 05 0 —1 1 0]|uc(02) 0
-1 1 0 40 0 0 0| i;(02)|=]293068
-1 0 1 0 20 0 0]i,02)] [298858
0 0 20 0 0 —1 0|]ic(02) 2,2838
1 0O 0 0 0 0 0]|i02)] 10

cuya solucién es

ua(0,2) = 10 V; up(0,2) = 0,7184 V; uc(0,2) = 0,2257 V;
i21(0,2) = 0,9647 A; i12(0,2) = 1,9830 A; ic(0,2) = 2,2294 A; i,(0,2) = —2,9477 A

con lo que se obtiene
i(0,2)=0,7184 A

El mismo proceso de calculo se repite para instantes sucesivos 0,3 s, 0,4 s, etc, con los
resultados siguientes: i(0,3) =1,1126 A, i(0,4) = 1,5262 A, i(0,5) = 1,9562 A, etc.

12 9,9
i[A] i [A]

Y — . 9,8

10 ) e =" =
g i R S
8 o 9,7
/ 9,5

0 5 10 15 ¢t[s] 20 29 3 3,1 321[s] 33

Figura 18.6
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En la figura 18.6a se representa graficamente la funcion i(¢) obtenida por este método.
Con lineca de trazo discontinuo mas fino se dibuja la solucién exacta obtenida
analiticamente, con linea de trazo continuo la que corresponde a la aplicacion de la regla
trapezoidal y, con linea de trazo y punto, la obtenida por el método de Euler en el ejemplo
18.1. En la figura 18.6b se ha dibujado un detalle de las graficas anteriores, en el que se
pone de manifiesto la mejor aproximacion obtenida con la regla trapezoidal frente al
método de Euler.

Para una pareja bobinas acopladas magnéticamente, como las representadas en las
figuras 18.7a y 18.7b, con referencias de tension e intensidad coincidentes en cada una de
ellas, se tienen las ecuaciones

—up (1) +ug (£) + L;Di;(1) £ M Di (1) = 0 [18.48]
—ug (6) + ug (1) £ MyDi;(1) + L Di (1) = 0 [18.49]

donde el signo (+) corresponde al caso representado en la figura 18.7a y el signo (-) al de

la figura 18.7b.
i i i i
pPol KR PoJ YR
[ ] [ ] [ ]
upQ URs upQ URs
[ ]
Q S Q S
a) b)

Figura 18.7

Si se aplica la ecuacion [18.6] del método de Euler implicito a las ecuaciones [18.48] y
[18.49] de las bobinas acopladas, se obtiene

i(1) —i;( — A1) M i (=i (=A) _

18.50
At ! At [ ]

—up(t)+ug(f)+L;

i(1) = i;(1 — A) I i (=i (=2 _

—up () +ug(t) £ M,
R () +ug () My A7 As

[18.51]
esto es,

1. 1. 1. 1.
_uP(t)+uQ(t)+L_]Elj(t)iMjkElk(t):L]Elj(t_At)iMjkElk(t_At) [1852]
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Si se aplica la ecuacion [18.8] del método de la regla trapezoidal a las ecuaciones
[18.48] y [18.49] de las bobinas acopladas, se obtiene

—up (1) +ug () + L i[i.(t)-i-(t-Az)]—L.. Di| %

t—At
+ M, [lk(t)—lk(t AD]F My -Diy|,_, = [18.54]
o) 50 My 050 A7 o -Dij\t_u
2
+LkZ[lk(t)_lk(t—Al)] Lk le‘t At [1855]
que quedan en la forma
—up()+u (t)+L-3i.(z)+M- 2, (1) =
’ Q VR Ve
2. 2 _ ,
:Lj thj(t—At)i Mjk ztlk(t—At)+Lj 'Dlj‘t—At + Mjk 'le‘t—At [18.56]
—ug (1) +ug ()£ M, 3i»(t)+L 2, (t) =
R S - jk At j k At k
2 . 2 . , ,
=M (0= A0+ L i (1= A £ My -Dlj‘t_m + L -Di,_,, [18.57]

y, si se tienen en cuenta las ecuaciones [18.48] y [18.49] de las bobinas acopladas, resulta

—up(t)+uQ(t)+L l (D E My lk(t) =

2 .
= Lyt = A £ My Ezk(t—At)+uP(t—At) ~ugy(t — Ar) [18.58]

2. 2,
_uR(t)‘H"S(t)iMjkElj(t)"'LkElk(t):

2 2.
= M 10 A0 + L= A+ (1= A —u (1= A1) [18.59]

De nuevo, en las ecuaciones [18.52] y [18.53], del método de Euler, y las [18.58] y
[18.59], de la regla trapezoidal, se mantiene la forma del primer miembro de las ecuaciones
diferenciales de las bobinas acopladas, con la sustitucion del operador D por 1/Az o 2/At,
respectivamente. En el segundo miembro, como en la bobina y el condensador, todos los
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términos son conocidos ya que dependen del instante (¢ — Af), anterior al considerado, ¢. El
proceso de calculo indicado para un circuito con bobinas y condensadores se extiende a los
circuitos con bobinas acopladas.

3.1 Equivalentes Thévenin y Norton de bobinas y condensadores

Las ecuaciones [18.20] y [18.27], que resultan al aplicar el método de Euler implicito
a las ecuaciones de las ramas constituidas por la bobina y el condensador de un circuito, se
pueden poner, con la notacion indicada en las figuras 18.8a y 18.8b, en la forma

L L
ty=—1iz(t) ——i;(t— At 18.60
u (1) AtlL() AtlL( ) [ ]
C C
ic(t)=—uc(t) ——u-(t— At 18.61
c(®) Ar c(®) Ar c( ) [ ]
1 1
1 i ic
) 1
175 .
lc Uy(t - Af)
ur L uc C ur uc GcG Ic(t - AY)
Ry
IY
1'
' I
a) b) c) d)
1 1
i ic
Uc(t - AY)
ur GLG Ii(t - AY) uc
Rc
11 1'
e) f)
Figura 18.8
y si se hace

UL(t—At):—iiL(t—At) [18.62]
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Ic(t—At):—iuc(t—At) [18.63]
y
L
R, =— 18.64
L= [ ]
C
G =— 18.65
C = [ ]

las ecuaciones [18.60] y [18.61] se convierten en
ic(t):GCuc(l)+Ic(t—At) [1867]

La ecuacion [18.66] es la del dipolo representado en la figura 18.8c, por lo que éste es
equivalente a la bobina de la figura 18.8a, en el instante . Se dice que el dipolo es el
equivalente Thévenin de la bobina, en el instante ¢, para el analisis del circuito en régimen
transitorio por el método de Euler implicito, con un paso de integracion At.

Anélogamente, la ecuacion [18.67] es la del dipolo representado en la figura 18.8d,
por lo que éste es equivalente al condensador de la figura 18.8b, en el instante z. Se dice
que el dipolo es el equivalente Norton del condensador, en el instante ¢, para el andlisis
del circuito en régimen transitorio por el método de Euler implicito, con un paso de

integracion At.

Si, en la ecuacion [18.60], se despeja la intensidad en funcion de la tension, se tiene
. At .
lL(t):TUL(t) +ZL(1_At):GLUL(t) +1L(t_At) [1868]
y si, en la ecuacion [18.61], se despeja la tension en funcion de la intensidad, resulta
At . .
donde se ha hecho

G, =— ="t [18.70]

I,(t— At =i; (t— A [18.71]
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Re=— =Bt [18.72]
Ge. C
Ut - At) = ug (1 — Ar) [18.73]

La ecuacion [18.68] es la del dipolo mostrado en la figura 18.8e que se conoce como
equivalente Norton de la bobina. La ecuacion [18.69] es la del dipolo mostrado en la
figura 18.8f, que se conoce como equivalente Thévenin del condensador. Se puede
comprobar facilmente que, a su vez, los dipolos de las figuras 18.8c y e son equivalentes
entre si, y que lo mismo sucede entre los dipolos de las figuras 18.8d y f.

Asimismo, las ecuaciones [18.23] y [18.30], que resultan al aplicar el método de la
regla trapezoidal a las ecuaciones de las ramas constituidas por la bobina y el condensador
de un circuito, se pueden poner, con la notacion indicada en las figuras 18.8ay 18.8b, en la
forma

uL(t):%iL(t) —ZA—LtiL(t—At)—uL(t—At) [18.74]
ic(t) = %uc(t) —%uc(t — A —ip(t— At [18.75]

con lo que se llega a las mismas ecuaciones [18.66] y [18.67] y a los mismos dipolos de las
figuras 18.8c y 18.8d, para el equivalente Thévenin de la bobina y el equivalente Norton
del condensador, respectivamente, aunque ahora se tiene

2L
R - 18.76
L= [ ]
2C
=== 18.78
=N [ ]
Tt = Aty = ~Gouup(t — At —ig(t — Ar) [18.79]

Asimismo, con la regla trapezoidal se obtienen las mismas ecuaciones [18.68] y
[18.69] y los mismos dipolos de las figuras 18.8¢ y 18.8f, para el equivalente Norton de la
bobina y el equivalente Thévenin del condensador, respectivamente, aunque ahora se tiene

_Ar

G, =
L= or

[18.80]

I, (t=At)=Gruy (t— At) +iy (1 — Af) [18.81]
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At
=— 18.82
c=5¢0 [ ]
U (t—Af) = Rpig(t — At) +ug(t - Af) [18.83]

Ejemplo 18.3

Representar el circuito de la figura 18.4, en el instante ¢, mediante los equivalentes
Thévenin de las bobinas y el equivalente Norton del condensador.

Uz
—_—

i ULQ(Z‘ - Al‘) R
+ —_ 1

B Ry R=20
A ’ —4 C

icy

Uri
_—

(Hu=10v Ri=10 uc| | Ge(¥)fett- 40

i

0
Figura 18.9

En la figura 18.9 se representa el circuito para el instante . Las fuentes I, Uy y Uy,
contienen la historia pasada de los elementos almacenadores de energia.

Dado que lo que se ha hecho es aplicar la regla de sustitucion, las ecuaciones del
circuito con los equivalentes Thévenin o Norton de bobinas y condensadores, son las
mismas que las obtenidas al aplicar directamente el método de integracion numérica a
las ecuaciones diferenciales de estas ramas.

Por otra parte, la sustitucion de las bobinas y condensadores por sus equivalentes
Thévenin y Norton permite, para cualquier método de andlisis, un planteamiento comodo
de las ecuaciones del circuito, sin escribir previamente las ecuaciones diferenciales de las
ramas correspondientes a las bobinas y condensadores. No obstante, por la facilidad de
planteamiento de las ecuaciones nodales, se emplean habitualmente los equivalentes
Norton de las bobinas y condensadores para el andlisis numérico de circuitos en régimen
transitorio. Ademas, se han desarrollado modelos tipo Norton para otros componentes de
los circuitos y de los sistemas de energia eléctrica: bobinas acopladas magnéticamente,
lineas eléctricas, etc.



CIRCUITOS LINEALES EN REGIMEN TRANSITORIO. METODOS NUMERICOS 255

Ejemplo 18.4

Analizar el circuito de la figura 18.4, directamente, mediante la sustitucion de las
bobinas y del condensador por sus equivalentes Norton, correspondientes a la regla
trapezoidal.

i
M a1 - At

Figura 18.10

En la figura 18.10 se muestra, en el instante ¢, el circuito en estudio, en el que se han
sustituido las bobinas y el condensador por sus equivalentes Norton.

Si se aplica el método de analisis nodal modificado al circuito de la figura 18.10, se
obtiene el sistema de ecuaciones siguiente

G +Gpy -Gy -Gy Vi fup(@) | | =1 (t=AD) =I5 (1= Ar)
-G G +Gy+Gyy -Gy 0 |ug(?) Iy (2= Ar)
~Gy, -G, Gpy+Gy+Ge 0| | uc()| ™| Ip5(t—At)—Io(t—Ar)
1 0 0 ol |, u, (1)
[18.84]

que, en su forma, es independiente del método de integracion utilizado. Si se emplea la
regla trapezoidal, con un paso de integracion Az = 0,1 s, se tiene

G =20l g5
20, 4

1

G=2L -0 _g0ss
2L, 2
Ge=2¢_-2_2s

At 01
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El circuito se encuentra a estado inicial cero por lo que ir1(07) = ifp(07) = 0 A,
uc(0") =0 V'y, de acuerdo con los resultados obtenidos en el ejemplo 18.2, u;1(0") =10V,
ur(0N =10V, ic(0") = 0 A. Con estos valores se determinan las fuentes de intensidad de
los equivalentes Norton para t= 0"

[L1(0+) = GLIMLI(OJr) +iLl(0+) = 0,025 . 10 = O,ZSA
1,5(0%)=Gpup5(07) +i;,(07)=0,05-10=0,5A
1c(07) ==Geuc(07) —ic(07)=0A

A continuacion, se pasa al instante = 0"+ Az = 0,1 s y se plantea, para este instante, el
sistema de ecuaciones [18.84] que, con valores numéricos, es el siguiente

0,025+0,05  —0,025 ~0,05 17 [up(0,)] [-0,25-0,5
~0,025  1+0,5+0,025 ~0,5 0 [ug(0,) 0,25
~0,05 -0,5 0,05+0,5+20 0| | uc(0.) | 0,5
1 0 0 0l |i,(00) 10

La solucién de este sistema de ecuaciones es
ua(0,1)=10V, up(0,1)=0,3466 V, uc(0,1)=0,0571V, i,(0,1)=-1,4885 A.
y la intensidad buscada, en el instante actual, tiene como valor
i(0,1) = Gyup(0,1) = 0,3466 A

Con estos resultados se calcula la tension y la intensidad en las bobinas y en el
condensadorent=0,1 s

1 (0,) =, (0,1) — ug(0,1) = 9,6534 V
up2(0,1) =1, (0,1)— uc(0,1)=9,9429 V
uc(0,1) =uc(0,1)=0,0571V

iLl(O’l) = GLluLl(O,l) + [LI(O) = 0,4913 A
i12(0,1) = Gou;5(0,1) +1,,(0)=0,9971 A
ic(0,1) = Geue(0,1) +1-(0) =1,1419 A

y, con ellos, se determinan las fuentes de intensidad de los equivalentes Norton

1,1(0,1) = Gy, (0,1) +ip,(0,1) = 0,025-9,6534 + 0,4913 = 0,7327 A
1,,(0,1) = G115 (0,1) +i75(0,1) = 0,05-9,9429 +0,9971 = 1,4943 A
10(0,1) = =Goue(0,1) —ip(0,1) =—20-0,0571—1,1419= —2,2838 A
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Se pasa al instante # = 0,1 + Az = 0,2 s y se plantea, para este instante, el sistema de
ecuaciones siguiente

0,025+0,05  —0,025 ~0,05 17 [us(0,2)] [-0,7327-1,4943
~0,025  1+0,5+0,025 -0.,5 0/ |ug(0,2) 0,7327
-0,05 -0,5 0,05+0,5+20 0] |uc(0.2)| | 1,4943+2,2838
1 0 0 0]|i,02) 10

que tiene como solucion
ua(0,2) =10V, up(0,2) =0,7184 V, uc(0,2) =0,2257V, ,(0,2) =-2,9477 A.
La intensidad buscada es, para t=0,2 s,
i(0,2) = G1up(0,2) = 0,7184 A
Se repite este proceso de calculo para sucesivos instantes separados por At = 0,1 sy se

encuentran los siguientes valores para i(f): i(0,3) = 1,1126 A; i(0,4) = 1,5262 A;
i(0,5) =1,9562 A, etc. Estos resultados coinciden con los obtenidos en el ejemplo 18.2.

3.2 Equivalentes Thévenin y Norton de bobinas acopladas

Con la notacién empleada en la figura 18.11, las ecuaciones [18.52] y [18.53], que
resultan de aplicar el método de Euler implicito a las ecuaciones de una pareja de bobinas
acopladas, quedan en la forma

i 153 i i2
] o 2 ] o 2
[ ] [ ] [ J
Ui up 231 up
[ ]
it 2 I 2
a) b)

Figura 18.11

L M L M
uy () = A—ltil(z) + Eiz(t) - (Altil (t— A+ Eiz(t - At)j [18.85]

L M L M
uy (t) = A—Ztiz(t) + A—til(t) - Eif i (t—Af) + Eil(z - At)j [18.86]
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Si los términos que dependen de (¢ — A7) en las ecuaciones [18.85] y [18.86], se

designan como Uy (t — Af) y Uan(t — At), respectivamente, ya que tienen dimensiones de
tension,

UMl(z—At):—(iltil(z—At)iZiz(z—At)J [18.87]

UMz(t—At):—(iztiz(t—At)iZil(t—At)j [18.88]
y, ademas, se hace,

Ry = % [18.89]

oy = % [18.90]

Ry = % [18.91]

las ecuaciones [18.85] y [18.86] quedan en la forma
Hz(l):RLzlz(Z)ierl(l)"rUMz(t—AZ) [1893]

Las ecuaciones algebraicas [18.92] y [18.93] corresponden al cuadripolo resistivo de
la figura 18.12, que, por extension con lo indicado en el caso de la bobina y del
condensador, se puede designar como el equivalente Thévenin de la pareja de bobinas
acopladas magnéticamente.

T rariat) + rari(f) R
L2

it Ru
1 [ ]

iz(l)
o2

ul(t)l Upn(t - AY) G e Un(t - AY) luz(t)

I'e

o D!
Figura 18.12

Si se parte de las ecuaciones [18.58] y [18.59], que corresponden a la aplicacion de la
regla trapezoidal a la ecuaciones de las bobinas acopladas, se llega de nuevo a las
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ecuaciones [18.92] y [18.93] y, por consiguiente, al mismo circuito de la figura 18.12, con
los parametros siguientes,

Uyt (1= At) = —(ul(t —an+ 2 a2 M- Az)) [18.94]
At At
Uyya (1= Af) = —(uz(t —an+ e man+ M - At)j [18.95]
At At
2L
R, == 18.96
n=— [ ]
2M
= 18.97
'y Al [ ]
2L,
== 18.98
2= [ ]

Para determinar el equivalente Norton de las bobinas acopladas, se pueden despejar
las intensidades de las bobinas de las ecuaciones [18.92] y [18.93] o bien se pueden
obtener directamente de las ecuaciones diferenciales de las bobinas. En este Gltimo caso, se
escriben las ecuaciones [18.48] y [18.49], con la notacion empleada en la figura 18.11, en

la forma
L M| |Dif( t
1 ) fl() _ uy (1) [18.99]
+M L2 D12 (t) Uy (t)
y, al despejar las derivadas de las intensidades, se obtiene
Di (¢ L, ¥M t
{ fl()}zl 2{_ 2 H”l()} [18.100]
Diy()| LiL,—M*|FM L | |uy(?)
esto es,
1
Dij(t) = ——— (Lyuy () F Mu, (1) [18.101]
1 LL, —MZ( 2U) 2(1)
1
Di,y (1) = ———(F Mu () + Liu, (1) [18.102]
2 L, YE ( 1 2 (1))

A continuacion, se aplica a las ecuaciones [18.101] y [18.102] la regla de integracion
elegida, por ejemplo el método de Euler implicito, y se obtiene
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1 -
ij(t) =i, (t— Af) + ﬁ(@ul () F Muy(1))- At [18.103]

1L2 -

1 _
iy (1) =ip(t — Af) + W(Lluz(t) T Muy(1))- At [18.104]

1L2 -
o bien
iy(t) = Gpyuy () ¥ g ppup () + Iy (£ = A1) [18.105]
ip (1) = Grauy (1) F g pguy (1) + 1 2 (1 — At) [18.106]
donde
L,
Gy, = A [18.107]
LiL,—M
G, = L At [18.108]
LiL,—M
M
gy =——-—=NAt [18.109]
ML, - M?
Iy (= At) =iy (1 — Ar) [18.110]

Si se aplica la regla trapezoidal a las ecuaciones [18.101] y [18.102], se obtienen de
nuevo las ecuaciones [18.105] y [18.106], con

Gy, =%-ﬂ [18.112]
LL, -M? 2
12
L At
G ,=— —.— [18.113]
2L, M2
M At
gy=———">— [18.114]
ML, M2

Lypa (=AY = iy (1 = At + G yuy (£ — A T g puy (1 — Ar) [18.116]
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Las ecuaciones [18.105] y [18.106] corresponden al cuadripolo de la figura 18.13 que
puede considerarse el equivalente Norton de la pareja de bobinas acopladas
magnéticamente.
i1(f) ir(t)

-4—0

O

ul(z)lGu + grua(h) 4>1M1(1-Az) D Q Lot - A A+ gurun(?) | |Gz | ual®)

I'o WA
Figura 18.13

Ejemplo 18.5

En el circuito de la figura 18.14a, que se encuentra en régimen permanente, se cierra el
interruptor S en el instante 7 = 0.

Hallar las intensidades en las bobinas, para ¢ > 0, a incrementos de tiempo Az = 0,05 s,
mediante la sustitucion de las bobinas acopladas por sus equivalentes Norton
correspondientes a la regla trapezoidal de integracion.

U, _’@l [

:|R2=2Q

[

a) b)
Figura 18.14

Para + = 0 el circuito se encuentra en régimen permanente, por lo que

ir1(0) = iz»(07) = 0. Para ¢ > 0 se sustituyen la bobinas por fuentes de intensidad, con lo
que se obtiene el circuito de la figura 18.14b, en el que se tiene

ir1(0) =i(0)=0A
ur(0") = Ro[iz1(07) — (0] =0V
u1(0") = Us — Riz1(0") —up(0) = 10 V

En la figura 18.15 se representa el circuito con las bobinas acopladas sustituidas por
sus equivalentes Norton, donde, para Az = 0,05 s, se tiene

Gy=—» A4 09 ps6102s
LiL,—M* 2 2.4-1* 2
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G-t A2 00149007
LiL,—M* 2 2.4-1* 2

gy-—2 AL 00 5514007
LiL,-M~ 2 2.4-1° 2

L (07) =i (07) + Gy (07) + g pyur (07) = 0+ 1,4286-1072 - 10+ 0 = 1,4286 - 10 A

Ly (0%) =i (0%) + Gpyus (0%) + g2 (07) = 0+ 0+ 3,5714-107 .10 = 3,5714 - 102 A

(- A)

GSUSCD HGS a2 gyl HGLZG>IM2(t-At) w| |G

iny
0

Figura 18.15

Si se aplica el método de analisis por nudos al circuito de la figura 18.15, se obtiene
(Gs + Grua(t) — Griup(t) = GsUs — gaup(?) — Iy (t — Af)

— Griua(t) + (Gr1 + Gro + Goug(t ) =
= I (t — A1) + guup(?) — gulua(t) — up(H)] — in(t — At

donde se ha tenido en cuenta que: u; = upy — ug y up = ug. Si se pasan al primer miembro
los sumandos que dependen de tensiones de nudo, se llega a la ecuacién matricial siguiente

|:GS+GL1 (G —8um) ]{HA(Q}:{ GUs =1y (t—Ar) }
—(Gp1—gm) (G + Gy +Gy =2gy) | Lug(?) Ly (2 = A1) = 1y (2 — A2)

[18.117]

A continuacion se pasa a t = 0,05 s. Al sustituir valores en la ecuacion matricial
[18.117] se obtiene



CIRCUITOS LINEALES EN REGIMEN TRANSITORIO. METODOS NUMERICOS 263

1,0143 —1,0714'10’2.uA(0,05) [ 98571
107141072 51429-107" | |up(0,05)| |1,0714-107"

cuya solucion es ua(0,05) = 9,7227 V, ug(0,05) = 4,1089-10’1 V y, por tanto,
11(0,05)=9,3118 V, u»(0,05) = 4,1089'10_1 V.

Las intensidades en las bobinas se obtienen del circuito de la figura 18.15

i£1(0,05) = I1n(07) + G 1u1(0,05) + gam2(0,05) =
=1.4286-10 ' + 1,4286-10 2-9,3118 + 3,5714-10 >-4,1089-10 ' =2,7735-10 " A

i12(0,05) = I1n(07) + Goux(0,05) + gam1(0,05) =
=3,5714-10 2+ 7,1419-10-4,1089-10"" +3,5714-10°-9.3118 = 7,1905-10 > A

y con los resultados anteriores se actualizan las fuentes de intensidad /3 e I3
13n1(0,05) = i11(0,05) + Gr1u1(0,05) + gane2(0,05) = 4,1 184-10" A
11p(0,05) = i72(0,05) + Grouz(0,05) + gpme1(0,05) = 1,0810-107l A
A continuacion, se pasa a = 0,10 s. La ecuacion matricial [18.117] se convierte en

1,0143 ~1,0714- 10—2HuA(0,10)} _{ 9,5882 }

~1,0714-1072  51429-107" | |ug(0,10) | |3,0375-107"

cuya solucion es ua(0,10) = 94614 V, ug(0,10) = 7,8773-1071 V y, por tanto,
u1(0,10) =8,6737 V, u»(0,10) = 7,8773'10_1 V.

Las intensidades en las bobinas resultan i7;(0,10) = 5,3857'107] A,
i15(0,10) = 1,4470-10"" A,

El proceso se repite para instantes sucesivos, con los resultados siguientes
11(0,15) = 8,0821 V, 11(0,20) = 7,5337 V, u1(0,25) = 7,0251 V, ...;
u(0,15)=1,1331 V, u5(0,20) = 1,4492 V, u5(0,25) = 1,7384 V, ...;
ir1(0,15) = 7,8479-10 " A, ir1(0,20) = 1,0171 A, i1,(0,25) = 1,2365 A, ...

i12(0,15)=2,1826-10"" A, i15(0,20) = 2,9248-10 " A, i15(0,25) = 3,6724-10 " A, ...
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3.3 Circuitos con lazos capacitivos y/o conjuntos de corte inductivos

Como ya se ha indicado anteriormente, la presencia de lazos capacitivos o de
conjuntos de corte inductivos en un circuito, puede dar lugar a discontinuidades en las
tensiones de los condensadores o en las intensidades de las bobinas, al pasar de t = 0 a
t=0". Dado que los métodos numéricos de integracion, para los calculos en el instante ¢,
utilizan valores de tensiones e intensidades correspondientes a (¢ — Af), hay que emplear, en
principio, las condiciones iniciales en ¢ = 0" para determinar las variables del circuito en
t=0"+AtL

Para calcular las intensidades en las bobinas y las tensiones en los condensadores para
t = 0", a partir de los valores correspondientes a # = 0, se sigue el procedimiento indicado
en el capitulo 14, apartado 5.1, del volumen I. Esto es suficiente para aplicar el método de
Euler implicito, pero la regla trapezoidal exige conocer, ademds, las tensiones en las
bobinas y las intensidades en los condensadores para ¢ =0".

6}

i1 ir2

isG) Lisun| L2 % upn

Figura 18.16

Para calcular las tensiones en las bobinas que forman parte de un conjunto de corte
inductivo, en un instante dado, conocidas las intensidades en las bobinas para ese instante,
se puede aplicar la segunda ley de Kirchhoff a los lazos basicos del circuito en los que se
encuentren dichas bobinas. Si el conjunto de corte inductivo tiene / ramas y se elige una de
ellas como rama de un arbol del circuito, las demas seran eslabones, por lo que habra
(I — 1) ecuaciones circulares, correspondientes a los lazos basicos definidos por estos
eslabones, con / incognitas (tensiones en las bobinas o en las fuentes de intensidad del
conjunto de corte inductivo). Para completar el sistema de ecuaciones, se puede emplear,
como ecuacion complementaria, la que corresponde a la derivada respecto del tiempo de la
ecuacion del conjunto de corte inductivo. Por ejemplo, para el circuito de la figura 18.16a,
se tiene

ig+i —igy =0 [18.118]

y al derivar la ecuacion [18.118] respecto del tiempo, se obtiene
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dig  dipy dipy iy wupyupy

=0 [18.119]
dd dr  dt A&t L L,

La ecuacion [18.119] es vélida para cualquier instante. Particularizada para ¢ = 0"

aporta la ecuacion necesaria para tener / ecuaciones con / incognitas en el conjunto de corte
inductivo y, asi, poder calcular las tensiones en las bobinas en ¢ = 0"

Para calcular las intensidades en los condensadores que forman parte de un lazo
capacitivo, en un instante dado, conocidas las tensiones en los condensadores para ese
mismo instante, se puede aplicar la primera ley de Kirchhoff a los conjuntos de corte
basicos del circuito en los que se encuentren dichos condensadores. Si el lazo capacitivo
tiene ¢ ramas y se elige una de ellas como eslabon del circuito, las demas seran ramas de
un arbol del circuito, por lo que habra (¢ — 1) ecuaciones nodales, correspondientes a los
conjuntos de corte basicos definidos por estas ramas del arbol, con ¢ incégnitas
(intensidades en los condensadores o en las fuentes de tension del lazo capacitivo). Para
completar el sistema de ecuaciones se puede emplear la derivada respecto del tiempo de la
ecuacion del lazo capacitivo. Por ejemplo, para el circuito de la figura 18.16b, se tiene

uCl +us —ucz =0 [18120]
y, al derivar la ecuacion [18.120] respecto del tiempo, resulta

ducy  duy ducy _icy  dug _icy _
& &t At ¢ At G,

0 [18.121]

La ecuacion [18.121] es valida para cualquier instante. Particularizada para ¢t = 0",
aporta la ecuacion necesaria para tener ¢ ecuaciones con ¢ incognitas en el lazo capacitivo
y, asi, poder calcular las intensidades en los condensadores en ¢ =0".

Ejemplo 18.6

En el circuito de la figura 18.17a, i11(07) = 0,7869 A, i12(0) =0 A, uc(0") =0 V. Hallar
las tensiones y las intensidades en las bobinas y en el condensador para r=0".

B
Ai“: MC in i
Uuri U ic
! url| Ly u QLo |un
is=10U(?) A D HR1=IQ C=2F == |uc
A C

a)
Figura 18.17 b)
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Para ¢ > 0 se cumple en las bobinas
i (1) =iy (1) [18.122]

y, de manera particular, parat= 0",
i (07) =i, (07) [18.123]

Por otra parte, las dos bobinas forman un conjunto de corte inductivo, que se
representa destacado en la figura 18.17b, en el que se cumple

ot ot
Llil(O*) =L (07)+ J.O’ up (t)dt = Liip (07) - J-(r u(t)dt = Liij(07) -4 [18.124]

Lyin(0%) = Lyi,(07) + '[00 g (1)dt = Lyin (07) + JOO u(f)dt = Lyiy(07)+ A [18.125]

yaqueentre t=0 y¢=0"se tiene en el conjunto de corte inductivo
—up(t) =up () =u(t)=4-6(t)
de acuerdo con la figura 18.17b.

Las ecuaciones [18.123] a [18.125] forman un sistema de 3 ecuaciones con 3
incognitas: i;1(07), i2(0) y A. Una vez resuelto, se obtiene como solucion:
i21(0M) = i5(0M) = 0,5246 A, 1 =2,623 Wh.

Para determinar las tensiones en las bobinas se aplica la segunda ley de Kirchhoff al
circuito

up (0) +u;,(0%) = R, [is(o+)—iL1 (o+)] —up(0%)=1-(10-0,5246) — 0 = 9,4754 V [18.126]

Esta ecuacion se completa con la que resulta al derivar respecto del tiempo en la
ecuacion [18.122] del conjunto de corte inductivo

diLl _ diLZ

dr dr

esto es,

upy (1) _upr (0
L L,
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y,parat=0",

up, (07) _ U (0")
L Ly

[18.127]

De las ecuaciones [18.126] y [18.127] se obtiene inmediatamente: u;;(0") = 6,3169 V,
ur(07)=3,1585 V.

En lo que se refiere al condensador, se tiene uc(0%) = uc(07) = 0V, ic(0) = i2(0") =
0,5246 A.

Con el método de Euler implicito, el resultado obtenido en t = 0 + At, para todas las
variables del circuito, excepto las tensiones en las bobinas y las intensidades en los

condensadores, es independiente de que se tomen las condiciones iniciales en t = 0 o en
t = 0. Ent = 24t el resultado obtenido para todas las variables del circuito es
independiente de que se tomen las condiciones inicialesent=0 oent= 0"

Para justificar lo anterior se va a suponer, por ejemplo, el circuito de la figura 18.16a
en el instante £ = 0" + Af, y se va a sustituir cada bobina por su equivalente Thévenin, con
lo que se obtiene el circuito mostrado en la figura 18.18.

ir1(A?) ira(AY)
R Ri>
iS(At)G>
L . L. .
-5 i) ~ i (07)

Figura 18.18

A continuacion, se tiene en cuenta que en el conjunto de corte inductivo se verifica en
el intervalo (07, 07)

0+
LliLl(O+) = LliLl(O_) + Ju . dt = LliLl(O_) + 2, [18128]
0"
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0+
inLz(OJr) = Lzl’Lz(Oi) - J.u dt = Lzl’Lz(Oi) - /1 [18129]
0"

donde, u(f) = ur1(t) = —ur2(¢) es el impulso de tensidon en el conjunto de corte inductivo,
originado por el cambio brusco de las intensidades de las bobinas en dicho intervalo.

Las ecuaciones [18.128] y [18.129] permiten sustituir la fuente de tension del
equivalente Thévenin de cada bobina por dos fuentes en serie, como se muestra en la figura
18.19a. Una de las fuentes, de valor —A/A¢, aparece en las ramas de las dos bobinas vy,
ademas, se ha anadido una fuente de ese mismo valor en serie con la fuente de intensidad,
lo cual no afecta al resto del circuito.

Quedan, asi, fuentes de tension del mismo valor (y con la misma referencia de
polaridad) en todas las ramas del conjunto de corte inductivo, que se pueden eliminar, tal
como se muestra en la figura 18.19b, sin que el resto del circuito se vea afectado por su
eliminacion.

Para comprobarlo, basta imaginar que se realiza el andlisis por lazos basicos del
circuito, habiendo tomado una de las ramas del conjunto de corte inductivo como rama de
un arbol de dicho circuito. Las demds ramas del conjunto de corte inductivo son eslabones
y, en cada lazo basico definido por cada uno de dichos eslabones, estaran presentes el
eslabon correspondiente y la rama del conjunto de corte inductivo que pertenece al arbol.
En la ecuacion circular del lazo basico definido por cada eslabon del conjunto de corte
inductivo, se compensan las dos fuentes de valor —A/Az, que pertenecen al mismo lazo
basico, con lo que se puede prescindir de ellas sin que cambie el valor de las intensidades
de circulacion de lazo (sin que, por tanto, cambie el comportamiento del resto del circuito).
Quienes notan la presencia o no de estas fuentes de tension son las tensiones en las bobinas
y en las fuentes de intensidad del conjunto de corte inductivo.

ir1(AY) ira(AY) ir1(Af) iro(Af)

RLI RL2 RLI RLZ

4m<D

ian (Y
D D200 @ -0 .

_ L, . _
—Aflziu(o ) —Afztsz(O )
_A(+ A A
At N At At
a) b)

Figura 18.19
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Prescindir de las fuentes de tension de valor —4/At¢ conduce a utilizar los equivalentes
Thévenin de las bobinas con los valores correspondientes a £ = 0, como muestra la figura
18.19b. La equivalencia de los circuitos de las figuras 18.18 y 18.19b, confirma que,
excepto para las tensiones en las bobinas, los resultados obtenidos en ¢ = 0" + Af para las
demas variables del circuito, son independientes de que se tomen las condiciones iniciales
ent=0 oent=0".

De manera dual, si se considera el circuito de la figura 18.16b en el instante
t = 0"+ At, y se sustituye cada condensador por su equivalente Norton, se obtiene el
circuito de la figura 18.20.

C, .
——=ur~(0
Ar c2(07)

Figura 18.20

A continuacion, se tiene en cuenta que en el lazo capacitivo, en el intervalo (0, 0%), se
verifica

0+
CluC](0+)=CluC](0_)+ ldt:CII/lCl(O_)"rq [18130]
0"

0+
Cauen(07) = Coue, (07) - (l)';df =Cucy(07)—¢g [18.131]

donde, i(¢) = ic1(f) = —ic2(f) es el impulso de intensidad del lazo capacitivo, originado por el
cambio brusco de las tensiones en los condensadores en dicho intervalo.

Las ecuaciones [18.130] y [18.131] permiten sustituir la fuente de intensidad del
equivalente Norton de cada condensador por dos fuentes en paralelo, como se muestra en
la figura 18.21a. Una de las fuentes, de valor —g/A¢, aparece en las ramas de los dos
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condensadores y, ademas, se ha anadido una fuente de ese mismo valor en paralelo con la
fuente de tension, lo cual no afecta al resto del circuito.

Quedan, asi, fuentes de intensidad del mismo valor (y con la misma referencia de
polaridad respecto de un determinado sentido de circulacion) en todas las ramas del lazo
capacitivo, que se pueden eliminar, ya que, como se muestra en la figura 18.21b, dichas
fuentes quedan aisladas del resto del circuito (por las conexiones no circula corriente), sin
que éste se vea afectado por su eliminacion.

Quienes notan la presencia o no de estas fuentes de intensidad son las intensidades en
los condensadores y en las fuentes de tension del lazo capacitivo.

Prescindir de las fuentes de intensidad de valor —g/At conduce a utilizar los
equivalentes Norton de los condensadores con los valores correspondientes a £ = 0, como
muestra la figura 18.21b. La equivalencia de los circuitos de las figuras 18.20 y 18.21b,
confirma que, excepto para las intensidades en los condensadores, los resultados obtenidos
ent= 0"+ Af para las demas variables del circuito, son independientes de que se tomen las

.. e . _ +
condiciones inicialesent=0"oent=0".

c,
~£24,(0
Ar uc»(07)

()
© /

Figura 18.21

De lo anterior se desprende que, si se emplea el método de Euler implicito, para
t = 2At, los valores de las fuentes de los equivalentes Thévenin de las bobinas de un
conjunto de corte inductivo y los valores de las fuentes de los equivalentes Norton de los
condensadores de un lazo capacitivo, son independientes de que se hayan tomado las
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condiciones iniciales en £ =0 o en ¢ = 0", ya que dependen de las intensidades en las
bobinas y las tensiones en los condensadores para ¢ = Af y, por consiguiente, también lo es
su contribucion a las ecuaciones del circuito, asi como los resultados obtenidos para
cualquier variable de éste.

Asimismo, se deduce que para obtener, aproximadamente, las condiciones iniciales en
t= 0", a partir de las correspondientes a t = 0, se pueden seguir los siguientes pasos:

1. Con las condiciones iniciales correspondientes a t = 0 y, con un valor arbitrario de
At, se determinan las variables del circuito en ¢ = 0 + Az, por ejemplo, las tensiones ¢
intensidades en bobinas y condensadores.

2. Con un incremento opuesto al del paso anterior, —At, se calculan, de forma
aproximada, debido a los errores del método de integracion, las variables del circuito en
t=0"

A continuacion, con las tensiones en los condensadores y las intensidades en las
bobinas determinados en el paso anterior, se calculan las variables en t = 0 + Af, con un
valor de Ar' adecuado a las caracteristicas del circuito.

Este procedimiento puede servir para utilizar el método de la regla trapezoidal,

conocidas las condiciones iniciales en ¢t = 0 , utilizando previamente el método de Euler
implicito para determinar las condiciones iniciales en ¢ = 0"

Ejemplo 18.7

En el circuito de la figura 18.17, hallar la tension y la intensidad en las bobinas y en el
condensador mediante la integracion numérica de las ecuaciones del circuito con el método
de Euler implicito:

a) Parat= Aty parat=2At, con At = 0,01 s, tomando valores iniciales en z = 0
b) Para¢= Aty parat=2A¢ con At = 0,01 s, tomando valores iniciales en ¢ = 0~
¢) Para t= At con At = 0,001 s, tomando valores iniciales en = 0. A continuacion,

con los valores calculados en ¢ = Af con At =-0,001 s, con lo que se vuelve a = 0.
Finalmente, con los valores calculados en £ =0, con At = 0,01 s.

a) Si se aplica el método nodal modificado, se obtienen las ecuaciones siguientes

Ecuaciones nodales:
Nudo A: G]HA + iLl = is
Nudo B: =iz + i,=0
Nudo C: —ijp +ic=0
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Ecuaciones de rama:
—UA + up +L1D iLl =0
—ug+uc+LyDipp=0

CDMC — ic =0
y, de forma matricial,
(G, 0 0 1 0 0] [upa®] [is®]
0o 0 0 -1 1 0| |ug(®) 0
0 0 0 0o -1 1 t 0
@ _ [18.132]
0 -1 1 0 L,D 0| |in@® 0
L0 0 CD 0 0 1) lic®] | 0 |
Al aplicar el método de Euler implicito la ecuacion [18.132] se convierte en
(G, 0 0 1 0 0] ~ i (?)
0o 0 0 -1 1 o0]|u® 0
o 0o o 0o -1 1] 0
U0 L~ 0 o[ @)L - an [18.133]
At ir (1) At )
1 b 1
0 0 ct o o —i|LlcOl e, voan
L At ] L At J

Si se toman condiciones iniciales en t = ()", y se sustituyen los valores obtenidos en el
ejemplo 18.6 en la ecuacion [18.133], con Az = 0,01 s, resulta

0 0 10 0][u00n] [ 10
0 0 0 -1 1 0f]ug(001) 0

0 0 0 -1 1f|uc0on| | 0
-1 1 0 1000 0 0] iy 001 |5246
0 -1 1 0 500 O0]]|i,001)] [2623
L0 0200 0 0 —1]|ic00D] [ 0 |

cuya solucion es: ua(0,01) = 9,4691 V, ug(0,01) = 3,1581 V, uc(0,01) = 2,6546 mV,
ir1(0,01) = i2(0,01) = i«(0,01) = 0,5309 A. Las tensiones en las bobinas son
u71(0,01) =6,311 V, 1;5(0,01) = 3,1555 V.

Para ¢t = 2At, el sistema de ecuaciones es
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1 0 0 1 0 0][us(002] [ 10
0 0 0 -1 1 0]|ug(0,02) 0

0 0 0 0 -1 1]|uc(0,02) 0
1 1 0 1000 0 0||i,(0,02)]| |53091
0 -1 1 0 500 0]]|i(002)] |26546
0 0 200 0 0 —1][ic(0,02)] |0,5309)

cuya solucion es: ua(0,02) = 9,4628 V, up(0,02) = 3,1578 V, uc(0,02) = 5,3406 mV,
ir1(0,02) = i5(0,02) = i(0,02) = 0,5372 A. Las tensiones en las bobinas son
u71(0,02) = 6,3050 V, u;2(0,02) = 3,1525 V.

b) Si se toman condiciones iniciales en t = () , y se sustituyen los valores indicados
como datos en el ejemplo 18.6 en la ecuacion [18.133], con Az = 0,01 s, resulta

0 0 10 0] [us00n] [ 10
0 0 -1 1 0||ug(0,01)
0 0 0 -1 1| uc(0,00)

-1 1 01000 0 0fi©0n]| |7869
“1 1 0 500 0] |i;(0,01)

L0 020 0 0 —1][ic00D] | 0 |

cuya solucion es: ua(0,01) = 9,4691 V, up(0,01) = 265,46 V, uc(0,02) = 2,6546 mV,
ir1(0,01) = i5(0,01) = i(0,01) = 0,5309 A. Las tensiones en las bobinas son
ur1(0,01) =-255,99 V, u;5(0,01) =265,46 V.

Se observa que las intensidades en las bobinas y la tension en el condensador tienen el
mismo valor que en el apartado a), donde se han calculado a partir de condiciones iniciales
en ¢t = 0. Sin embargo, las tensiones en las bobinas son diferentes, con resultados
inaceptables cuando las condiciones iniciales se han tomado en ¢ =0".

Para ¢t = 2At, la solucion es: ua(0,02) = 9,4628 V, up(0,02) = 3,1578 V,
uc(0,02) = 5,3406 mV, i,(0,02) = i;»(0,02) = i(0,02) = 0,5372 A. Las tensiones en las
bobinas son u;,(0,02) = 6,3050 V, u;»(0,02) = 3,1525 V.

Como puede comprobarse, los resultados en ¢ = 2A¢, para cualquier variable, son
independientes de tomar las condiciones iniciales en =0 0 0",

¢) A partir de las condiciones iniciales en # = 0, con At = 0,001 s, se obtiene, como
resultado del sistema de ecuaciones [18.133], ,,(0,001) = ,(0,001) =
ic(0,001) = 0,52523 A, uc(0,001) = 0,26262 mV. Las tensiones en las bobinas son
u1(0,001) =-2616,7 V, u;5(0,001) = 2626,2 V.
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A continuacion, se toma At = —0,001 s y, con el sistema de ecuaciones [18.133] se
obtiene i.;(0) = i12(0) = ic(0) = 0,5246 A, uc(0) = 3,1585.1077 V. Las tensiones en las
bobinas son u;,(0) = 6,3169 V, u;,(0) = 3,1585 V.

Todos estos valores son, aproximadamente, los obtenidos en el ejemplo 18.6 para

t=0". Si, a continuacion, se toman como valores iniciales y se repiten los calculos con un
At=0,01 s, se obtienen de nuevo, aproximadamente, los resultados del apartado a).

4. INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE ESTADO
DE CIRCUITOS LINEALES

Las ecuaciones de estado de un circuito lineal e invariable con el tiempo, tienen la
forma

[x]=[4]-[x]+[B]- P ] [18.134]
Para una variable de estado genérica, x;j, se tiene
Dxj(?) = ajix1(£) + ajpxo(t) +..+ ajxi(t) + ..+ bjywsi (9 +... [18.135]

que coincide con la forma indicada en la ecuacion [18.17], donde, ahora, x, x3, x3, etc., son
las variables de estado del circuito y wg los valores de las fuentes independientes.

Si se aplica el método de Euler implicito a la ecuacion [18.135], se tiene

1
—xj(1) = ajx (D) +apxy (1) +... + ajx;

1
" JOF ot by (0o xj(1 = Af) - [18.136]

con lo que la ecuacion [18.134] se convierte en

(Alt[l]— [A]j [x(n]= i [1]- [x(t - A0)]+ [B]- [w, ()] [18.137]

donde [1] es la matriz diagonal unidad.
La ecuacion [18.137] permite determinar, de forma aproximada, las variables de
estado de un circuito en un instante ¢, conocidas las fuentes independientes en ese instante

y las variables de estado en un instante anterior, (¢ — Af).

Asimismo, si se aplica la regla trapezoidal a la ecuacion [18.135], resulta

2 2
thj(t) =ajx (D) +apxy(O)+...+ a;xi() + ...+ bjywg () + ... +A—txj(t—At)+

+ (a2, (1 = AD) + apxy (6 = At + oo+ ayx(t = Af) + .o+ byywg (= Af) +...) [18.138]
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y la ecuacion [18.134] se convierte en
(20 L] o= 200+ ] - Tt s+ B (b 0]+ bstr-a0]) - 18139

que permite, también, determinar las variables de estado en un instante ¢, conocidas las
fuentes independientes en ese instante y las variables de estado en un instante anterior.

Ejemplo 18.8
Escribir las ecuaciones de estado del circuito representado en la figura 18.4 (ejemplo

18.1), que se encuentra a estado inicial cero, y determinar la intensidad i(¢), a intervalos de
0,1 s, mediante integracion numérica de las mismas, con la regla trapezoidal.

L2=1H

Figura 18.22

En la figura 18.22 se representa el circuito del ejemplo 18.1, en el que se ha
seleccionado un posible arbol propio, marcado con trazo mas grueso. Se obtienen las
ecuaciones siguientes

Lazo basicoa:  u; = LiDij =u, —u [18.140]
Lazo basicob:  wuy, = LyDiy =u, —uc [18.141]
Conj. corte A:  ic =CDup =ij, +1' [18.142]

Por otra parte, las ecuaciones de las ramas resistivas son
i=G1u=iL1—i' [18143]

u'=Ryi'=u—uc [18.144]
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de donde
Gll/l + l": iLl

H—Rzi': Uc

Despejadas las variables u e i' de las ecuaciones [18.145] y [18.146]

u =Rl tuc
1+GiR,

o i —Gue
1+ GR,

y sustituidas en las [18.140] a [18.142], resultan las ecuaciones de estado

__RiRy 1
Di,, Ri+R, I
DiLZ = 0 0
Duc R.1 1
| /i+R, C C

R 1]
Ry +1f2 L i
-— iy |+
L L2
1 1 | L¥c
R +R, C

[18.145]

[18.146]

[18.147]

[18.148]

[18.149]

Si se aplica a la ecuacion [18.149] la expresion general dada por la ecuacion [18.139],
correspondiente al método de integracion de la regla trapezoidal, resulta el sistema de

[ ug (£) + ug(t— A?) |

ug(2) +ug(t — A1)

ecuaciones
2, RR T, /L
0 = — Lip, () | =
At L L2
R 112 1 1|l
R +R, C C A R+R, C]
2 RR 1 R L
At Ry +Ry L 5 Ry + 1132 L i (t— AP L
= 0 — -— i (=AY |+
At L L,
S N I B B B 0
R +R, C C At R+R, C]

donde, al sustituir valores y tener en cuenta que el estado inicial es cero, resulta

[18.150]
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20,3333 0 01667 [i,(0,])
0 20,0000 1,000 |-|i;,(0,1)|=
~0,3333 —1,0000 20,3333 |uc-(0,1)
19,6667 0 -0,667] i, (0")| 107 [10
= 0 20,0000 —1,0000 |-|i;,(0%)|+]20|=[20] [18.151]

0,3333  1,0000 19,6667 | | u-(07) 0 0

Si se resuelve el sistema de ecuaciones [18.151], se obtiene como solucién
ir1(0,1)=0,4913 A; i1(0,1)=0,9971 A; uc(0,1)=0,0571V

y al sustituir valores en la ecuacion [18.147] y, posteriormente, en la [18.143], se tiene

i(0,1) = 0,3466 A. Si se repite el proceso de calculo para instantes sucesivos, se obtienen
para i los mismos resultados que en el ejemplo 18.2.
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