INDICE

CONCEPTOS BASICOS......couevrerererrressessenssssasssesssnssssssesssessssssassssssssssasssessens
1.1.-  GENERALIDADES.........coooomvimeeeeeeeeeseeseesseeeseesssssesssssseessessenns 2
1.1.1.- CONCEPTO DE ESTRUCTURA ......oooteeeeeseestese et eesivenivesieeie e sae e 2
1.1.2.- EL CALCULO EN EL PROCESO GENERAL DE DISENO .......ccccccovvvvrrrrarrene. 3
1.2.- PRINCIPIOS BASICOS .......oooovereeereeeeeeeeerneeeseeessseeessess s, 8
1.2.1.- PEQUENQOS DESPLAZAMIENTOS .......cccooveviiseeeeeeeeseeeeeeeereseeeeeevrsiena 8
1.2.2.- COMPORTAMIENTO LINEAL ...occvvetveeeese sttt 9
1.2.3.= SUPERPOSICION ..ottt 10
1.3.-  RELACIONES FUNDAMENTALES..........ccocosmvmmrimrenernrrnsesnnns 12
1.3.1.- EQULIBRIO ....uiooiisis ettt sttt et sttt estaentasnsasnaesnaenseenseenns 12
1.3.2- RELACION ENTRE MOVIMIENTOS Y DEFORMACIONES.
COMPATIBILIDAD ..ttt ettt ettt stte s vaesta st sta e st e ssa e svaasavea e 15
1.3.3.- LEY DE COMPORTAMIENTO .....occuiieiiieeiieeieeeieeeieeere e eeveeeveeeve e sveeeanen 16
1.4.- CONDICIONES DE CONTORNO ........cooomrerrerrreinrenresseenreennnes 24
1.5.- DETERMINACION E INDETERMINACION ESTATICA ........ 25

1.6.- INDETERMINACION CINEMATICA. GRADOS DE

LIBERTAD ..ottt 28
1.7.- METODOS DE CALCULO DE ESTRUCTURAS..........ccccceevnnee. 31
1.7.1-  METODO DE COMPATIBILIDAD ......ooovvovivesriisriiseiieriesssesssissiesssessssssssssnnns 32

1.7.2.- METODO DE EQUILIBRIO ......cooovvovveesriesriisreisrssssississssesssesssisssssssssssssssnnns 35



II.-

1.8.- COMPARACION ENTRE LOS METODOS DE CALCULO DE
ESTRUCTURAS ..o e e ese e r e senenas 39

EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES Y TEOREMAS
DE LA ENERGIA......oiinininininncnninninsinsinissinisisessississssssssssssssssssssssses

2.1.-  INTRODUCCION......cooomrrerrrrreriesiesesssssessses s sssessens 42

22.- PROBLEMA DE VALORES EN EL CONTORNO.
PLANTEAMIENTO DIFERENCIAL .....ccccoviiiiriiniiienicneeieaee. 43

23.- TRABAJO, ENERGIA DE DEFORMACION Y SUS
COMPLEMENTARIOS......c.cootiiniiriiieeiceneeeseeeeteeeeeeenne 54

24- FORMULACION INTEGRAL DEL PROBLEMA DE
VALORES EN EL CONTORNO .....ccootiririiniiiiniinecenicneceeeneen 61

2.4.1.- PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES ......ccocecvvvimeirireinireeeineans 61

2.4.2.- FORMULACION DEBIL DEL PROBLEMA DE VALORES EN EL
CONTORNO ..ottt 63

25.- APLICACIONES DEL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS
VIRTUALES (P.T.V.) coooooeooeeeeeeeeeeeeeesesssessesesseeeeeeeeeeeessesoseeeeessssse 77

2.5.1.- APLICACION DEL P.T.V. EN ESTRUCTURAS DE NUDOS
ARTICULADOS. ....ootieieieeieeseetsetet sttt 78

2.5.2.- APLICACION DEL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES EN

ESTRUCTURAS DE BARRAS EN GENERAL......cccccovviviiiiiiiiiciic, 86

2.6.- TEOREMASENERGETICOS..........coooseumeeereereeeeeeereeseeseesseeseneons 90
2.6.1.- TEOREMAS DE MAXWELL Y BETTI ...cocvoveivineinineiiencieeneieeneeee s 90
2.6.2.- TEOREMA DE ENGESSER (1889)....ccccctmmeiimeiniiieiieeinieieinieeineneisieeens 91
2.6.3.- TEOREMA DE CASTIGLIANO (2% PARTE) (1879) .covecvvvireirireinircenicnieanns 92

2.6.4.- TEOREMA DEL MINIMO POTENCIAL TOTAL ....cocccoevimviviirvinirciairieans 93



2.6.5.- TEOREMA DE CASTIGLIANO (19 Parte) .c..cuoevveeerineciniincininieisiiniceeienieanns 94

III.- CALCULO DE SISTEMAS ISOSTATICOS.........coseueererrcrrnssrssssssssssssnnes 97
3.1.- INTRODUCCION......cocoooiueieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseseses e 97
3.2.-  METODOS DE RESOLUCION. .......coooomrivrierriirrieneisnesssessneenns 98
3.2.1.- METODO DE LOS NUDOS. .......oovvvvvvvvrrrciisssssssssseeeesesssssssssssssssssssssssssesssssons 98
3.2.2- METODO GRAFICO DE MAXWELL-CREMONA. ......oo.covvvmmvemrrirnrrrnrionne. 101
3.2.3.- METODO DE LAS SECCIONES. ...........vvovoroccisrsrssssssseseeeessssssssonssssssssssssssnee 104

3.3.- ESTRUCTURAS COMPLEJAS. METODO DE HENNEBERG. 108

3.4.- CALCULO DEDESPLAZAMIENTOS. ........cooovvemrerrnrienennnane. 112
3.4.1.- DIAGRAMA DE WILLIOT. .....cccooeiiiiieieiieieeseteeneeeseteesee e 112
3.4.2.- PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES. ......cccceovevvmirininieieieicnen, 117

IV.- METODO DE COMPATIBILIDAD. .......ooevsterrnrenssessessensessssssessessessassens 124
41.- INTRODUCCION.......cooiveieerreeeeeeeeeeeeeseesesseessesssseseeessesss s 124

42.- LIBERACION DE VINCULOS. ELECCION DE LAS

INCOGNITAS. .....oooeereeeeeeeeeeeeeeeeees e saes s 125
43.- P.T.V.PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES............... 127
44.- CALCULODEMOVIMIENTOS ........coovviereirrrieeeenereisereensreneees 135

V.- METODO DE EQUILIBRIO. ........eevvuemrrenrresssersssnssssssssssssssssassssassssassssens 144
51.- GRADOSDE LIBERTAD. .......ccooooioeeeoeeeeeeeseeeesseseeeesseeseseessene 144
5.1.1.- DEFINICIONES. ....ccveeieieeieeeee et ete et eetve et etveeeive e etve e stve e eveeeaveeeaveenasen 144
5.1.2.- REDUCCION DEL NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD. ........ccoou....... 146

5.2.- RELACIONES DE COMPORTAMIENTO DE LA BARRA
PRISMATICA .o, 151



5.2.1.- FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO. ....ccooovvviriieineieinienieteenecsieeenree 151

5.2.2.- RELACIONES DE COMPORTAMIENTO DE LA BARRA. ......ccccccevvvinnenn. 155
5.3.- FORMULACION DEL METODO DE LA RIGIDEZ. ................ 157
5.3.1.- EL METODO DIRECTO DE LA RIGIDEZ EN CELOSIAS. .......ccccoouvrnvrunn.. 158

5.3.2- EL METODO DIRECTO DE LA RIGIDEZ EN ESTRUCTURAS

RETICULARES. ..ottt ettt ettt ettt etta et sve e sbaesave e savaanaseean 164

54.- METODO DE CROSS. ....ooveieeeeeeeeeeeeeseeseeceeee e 168
541~ INTRODUGCCION ...ooooeeeeeeseeeeeeeeeeees e e e st s e ses e ses s eeres s 168
5.4.2.- HIPOTESIS PRELIMINARES ...t otoeeteeeeeeeeeeeseeeeeseeseeeeesesesesseeeseseeseseeseen 169
5.4.3.- DEFINICIONES PREVIAS. ..ot 169
D= BASES ..ot 173
5455 METODO ........ooioeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e ees ettt 175
5.4.6.- CASOS PARTICULARES DE APLICACION ....ooovoveeeeeeeeeeeseeeeseeeeereserereeen 177
5.5.- ESTRUCTURAS TRANSLACIONALES ......cccoceivieeeeeeereeea. 184

5.6.- FORMULACION MATRICIAL DEL METODO DE LA
RIGIDEZ ...ttt 191

5.6.1.- EL ELEMENTO. MATRICES DE RIGIDEZ ELEMENTALES EN

COORDENADAS LOCALES Y GLOBALES. .......cooveevvvvvorcseseseeeerorisssssreeon 196
5.6.2.- SISTEMATIZACION DEL CALCULO ....ovvvovvemrerisseeiisseesssesseeessseneseennns 204
5.6.3- CONCLUSIONES ......oovvvoociommrererrrooisssssesssssssssssssessssssssssssssessssnssssssssssonnsons 205

VL- INESTABILIDAD......ouiieeensenesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssasses 207
6.1.- GRANDES DEFORMACIONES. .......coooiiiieiiiieeeeeeeeee 207

6.2.- GRANDES DESPLAZAMIENTOS......ccccccoviminininieieicenennens 209



6.3.- NO-LINEALIDAD GEOMETRICA......ooooeoeeeeeeeeeeeeeennn, 214

6.4.- METODOS DE ANALISIS. PLANTEAMIENTOS EN
BIFURCACION. ..o, 215

6.5- METODOS DE ANALISIS. GENERALIZACION DE LOS
PLANTEAMIENTOS EN BIFURCACION. ..., 219

6.6.- METODOS DE ANALISIS. PLANTEAMIENTOS EN
AMPLIFICACION. c.oooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo e e er e, 223
6.7.-  ANALISISDEPORTICOS ..., 226
6.7.1.- MULTIPLICADORES DE CARGA ..o 227
6.7.2.- PANDEQO GLOBAL Y LOCAL ..ottt eeeeteeaaaae e 227
6.7.3.- PORTICOS IDEALES Y PORTICOS REALES c.ovoeeveveevereseseeceeerereresseno, 229
6.7.4.- IMPERFECCIONES GLOBALES YLOGCALES ..o, 229

VIL.- CALCULO PLASTICO DE ESTRUCTURAS DE BARRAS.................. 233

71 INTRODUCCION . ....oooooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen, 233
7.2.- COMPORTAMIENTO DE LA SECCION.....oooeoeoeeeeeeeee, 234
721 HIPOTESIS ......ooooeveeveeeeeeeeeeeeveeeeesvee s 234

7.2.2.- COMPORTAMIENTO DE LA SECCION SOMETIDA A TRACCION O
COMPRESION SIMPLES oo 236
7.2.3.- COMPORTAMIENTO DE LA SECCION SOMETIDA A FLEXION PURA236

7.2.4- COMPORTAMIENTO DE LA SECCION SOMETIDA A FLEXION
SIMPLE. ... 241

7.2.5- COMPORTAMIENTO DE LA SECCION SOMETIDA A FLEXION
COMPUESTAL. ... 245

73.- METODOS PASO A PASO PARA EL CALCULO DE

ESTRUCTURAS DE BARRAS. ......cooiiiiiinineneeeeeccceene 247



7.3.1.- ESTRUCTURAS DE NUDOS ARTICULADOS .....coccovvcireerireinireinirieans 247

7.3.2.-  ESTRUCTURAS DE NUDOS RIGIDOS ........ooovvvvresrrrriserrriisssriiesssrisnsssinnn. 249
74.- METODOSESTATICOY CINEMATICO........ccooovvvrrerreennnne. 258
741 METODO ESTATICO .....oovooevoevoeriesriesrisssiessiesssssssssssssisssss s 258
7.4.2.- METODO CINEMATICO. .......ovvvorveerrierrissriensiiesssissisississsssasssssisssissssssanens 260
7.5.-  TEOREMASBASICOS. .....oeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeseesessessesenes 262
7.5.1.- TEOREMA ESTATICO O DE MINIMO.........ccocomvrrmrrimrrrrriarriisriessiesssanins 263
7.5.2.-  TEOREMA CINEMATICO O DE MAXIMO. .....ooooovvoemrrreriierrrisrrisrienrinnnns 264
7.5.3.- TEOREMA DE UNICIDAD. ......covvvvoeerrrosssrroisssroisssssssssssssssssssssssssssssssssnso: 265
7.54.- METODO DE COMBINACION DE MECANISMOS. .........covvvvecmmrvrrrrerrrnnnn. 266
7.6.- CALCULO DE MOVIMIENTOS. ......ovoveeeeeeeeeeeeeseeeeeeeseeeees 269

7.6.1.- CALCULO DE MOVIMIENTOS Y ANALISIS DE LA ZONA
PLASTIFICADA oo s e s s s s eeeon 270

7.6.2.- METODOS APROXIMADOS PARA EL CALCULO DE MOVIMIENTOS 274



Capitulo I.- CONCEPTOS BASICOS

I.- CONCEPTOS BASICOS

1.1.- GENERALIDADES

1.1.1.- CONCEPTO DE ESTRUCTURA

La idea de Estructura esta relacionada con términos como trama, forma,
complejo y otros analogos, lo que pone de manifiesto, ya desde el comienzo,
la idea de conjunto de elementos interrelacionados. Con un criterio de
generalidad pero dentro del contexto del Ingenieria Mecinica y Civil, se puede
definir una estructura como un conjunto de elementos organizados y distribuidos
de forma adecuada para cumplir la finalidad de resistir un sistema determinado de
solicitaciones.

De esta definiciéon y para aclarar conceptos, se pueden subrayar
algunos aspectos especialmente interesantes. Asi la estructura es un todo en el
que sus partes estdn interrelacionadas, debiéndose hablar de elementos
enlazados y de funcion o finalidad, méas que de partes y adicion.

En la definicién dada también se incide en el punto de vista resistente,
es decir, en la capacidad para el mantenimiento de su forma ante la accién de
una serie de solicitaciones. Se entiende que se mantiene la forma siempre que
las deformaciones producidas se encuentren dentro de mérgenes aceptables
que permitan satisfacer los requerimientos funcionales para los que esté
concebida. Por tanto, la funcién resistente (estados limite altimo) y el control
de desplazamientos (estados limite de servicio) son los aspectos que
caracterizan a los solidos que se van a tratar en la Teoria de Estructuras.

Otra idea importante que se encuentra latente al hablar de elementos
distribuidos adecuadamente, es el interés por determinar la mejor solucién, entre
las diversas que admita el problema planteado, para cumplir la finalidad para
la que la estructura ha sido prevista.

Todo lo expuesto conlleva la comprension del mecanismo resistente de
la construcciéon, lo que conduce a que se pueda elaborar un modelo
matematico que permita su calculo. En la concepcién clasica, se asimilan las
distintas partes de la estructura a una serie de elementos que constituyen los
modelos mas habituales del comportamiento de un sélido, como son las
barras, las placas y las ldminas, y esta simplificacién permite, tal y como se ha
indicado, abordar su cdalculo. No obstante esta idea cldsica estd en parte
cambiando. El desarrollo actual de los métodos numéricos y capacidad,
velocidad, etc., de los ordenadores, hace que se puedan resolver de forma
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aproximada las ecuaciones de la mecanica de medios continuos y, por tanto,
que no sea necesario recurrir a la simplificacion que supone la idealizacion
con los elementos estructurales clasicos.

Este cambio de concepciéon permite abordar la comprobaciéon de
elementos para los que el planteamiento cldsico no proporciona una
aproximacion suficiente, pero siempre es preciso elaborar un modelo
matematico que suponga una idealizacion méds o menos compleja del
problema planteado y, por tanto, es necesario tener criterios claros sobre su
comportamiento estructural.

1.1.2.- EL CALCULO EN EL PROCESO GENERAL DE DISENO

El proceso a seguir para la realizacién de una estructura, concebida
para cubrir una serie de necesidades funcionales, puede esquematizarse en las
tres fases clasicas de disefio, calculo o andlisis y construccién. Aunque no
existe un método que asegure de forma automaética la eleccion de la solucién
6ptima, del manejo habil y minucioso de los conceptos incluidos en las tres
fases, del equilibrio en las relaciones existentes entre las mismas y de su
coordinacién dependera el que se obtenga la solucién estructural mas
adecuada al problema planteado.

Es de todo experto conocido que soluciones que, desde un punto
de vista resistente son idéneas, no son aceptables por sus dificultades
constructivas o coste. La concepcién de las estructuras con un enfoque global,
nos lleva a su comprensién moderna como sistemas.

Sin pretender englobar en el esquema de unos pocos parrafos todas las
ideas que se pueden desprender del proceso a seguir para la realizaciéon de
una estructura, que si no pretencioso cuando menos resulta ingenuo, a
continuacién, se comentan algunos conceptos que se han considerado de
interés para clarificar y ordenar su contenido.
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- Diseiio

Por diserio se puede entender la concepcion de la solucién estructural
que ha de cumplir con una funcién establecida, lo que supone la
determinacion del tipo estructural més adecuado, fijando la distribucion,
forma y dimensiones de los elementos que la componen, asi como los
materiales con que sera construida.

En primer lugar, hay que concretar claramente las condiciones
funcionales que definen el problema, lo que implica establecer una prioridad
en las necesidades planteadas, detectar y ponderar posibles contradicciones y
determinar cuidadosamente condiciones no explicitas en el enunciado del
mismo. En el capitulo de cargas, por ejemplo, es de gran importancia en esta
fase tener en cuenta todos los tipos posibles de solicitaciones a que pueda
estar sometida la estructura.

También hay que establecer todas aquellas consideraciones adicionales
de indole econdmica, estética, legal, etc., que afecten al problema. La sencillez
en el proceso de ejecucién y el analisis de los medios auxiliares disponibles
para el mismo, asi como, el estudio de los materiales que se pueden encontrar
con mayor facilidad (en el caso de no estar condicionados por exigencias
funcionales concretas) son factores que deben tenerse muy en cuenta a lo
largo de esta fase del proyecto.

La actividad fundamental en esta fase es la preparacién de todos los
sistemas estructurales posibles, lo que exige conocimiento y experiencia por
parte del proyectista sobre el comportamiento de los materiales, asi como una
comprensién clara de los mecanismos resistentes de cada uno de los tipos
estructurales, dentro de una concepcién global de la estructura en su entorno
y las relaciones con el mismo.

La posterior revision critica de las soluciones encontradas, frente a los
condicionantes y relaciones anteriormente expuestos, condicionara la eleccién
de la solucion/es que sera/n comprobada/s a partir de su
predimensionamiento.

- Cdlculo o Anilisis

En esta fase se trata de comprobar que la estructura puede desempenar
las funciones para las que ha sido disefiada, lo que supone la determinacién
de esfuerzos, deformaciones y movimientos que se producen en sus
elementos al actuar el sistema de cargas a que estd sometida y compararlos
con los limites establecidos.

De esta idea inicial se desprende que los resultados obtenidos en el
calculo pueden conducir, y siempre tras un proceso de reflexioén y critica, a la
modificaciéon del predimensionamiento, o, en algtin caso, a la revision del
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propio disefio, repitiéndose el proceso hasta alcanzar la soluciéon mas
adecuada.

El primer paso en el analisis de una estructura, intimamente ligado
también a la fase de disefio, es la modelizacién de la misma, conforme a la
solucion estructural prevista, generdndose todo aquello que resulta necesario
para poder realizar el calculo.

- Determinacion de las acciones

Las acciones, ya estudiadas con detalle en la fase anterior, deben en
este momento ser analizadas para que puedan definirse de forma manejable
durante el célculo, teniendo en cuenta las caracteristicas del modelo
estructural elegido y las simplificaciones introducidas, asi como el tipo de
calculo que se va a efectuar.

Por otra parte, el caracter diverso de las acciones, hace que el grado de
incertidumbre asociado a cada una sea diferente. Asi, las cargas muertas (peso
propio de la estructura, peso de elementos no estructurales,...) son
relativamente fijas y permanentes, mientras que las sobrecargas (viento,
nieve,...) pueden variar en el tiempo y espacio, y otras como por ejemplo las
explosiones o impactos, se consideran accidentales. Todo ello conduce a que
sea necesario analizar cuidadosamente las hipétesis simples de carga, cuales
deben ser sus combinaciones y los coeficientes de seguridad que en funcién
del riesgo, probabilidad y dafio deben afectar a las distintas acciones.

Bases de Calculo

En primer lugar, es preciso fijar las hipotesis bésicas relativas al
comportamiento del material elegido, ponderar todos aquellos supuestos
inherentes a los fundamentos teéricos de los posibles métodos de célculo,
analizando su aplicabilidad al caso concreto que se esta estudiando, asi como
definir el criterio de fallo.

Andlisis  global  (determinacion de esfuerzos vy desplazamientos) vy
dimensionamiento (comprobacion de la resistencia de los elementos)

Una vez realizados todos los pasos anteriores, sélo queda por
determinar si la estructura disefiada, que esta representada por un modelo
matemético adecuado y sometida a la accién de unas cargas establecidas,
llega a superar alguno de los limites especificados.

El andlisis consistira por tanto, en la comprobacién de si la estructura
alcanza o no alguno de los limites fijados en rotura, deformacién, equilibrio,
estabilidad, etc., o que supone la elecciéon de una metodologia de calculo



