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Capitulo II.- EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES Y
TEOREMAS DE LA ENERGIA

2 EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES Y TEOREMAS DE
LA ENERGIA

21 INTRODUCCION

El presente capitulo es conceptualmente clave para asimilar las ideas
fundamentales del calculo de estructuras. Al comienzo se define lo que se ha
denominado problema de valores en el contorno y se estudian con detalle las
ecuaciones de campo y condiciones de contorno de los elementos que se
utilizardn a lo largo del curso. Se trata de dejar clara, utilizando tnicamente
las relaciones de equilibrio, comportamiento y compatibilidad, la formulacién
fuerte o diferencial del problema.

El planteamiento se realiza de forma general y luego, en los siguientes
capitulos del texto, se particularizaran para los distintos tipos de problemas a
abordar.

A continuaciéon se introducen conceptos basicos de energia de
deformacién y trabajo, conceptos ya conocidos pero que merece la pena
repasar ya que se utilizardin de forma mds o menos explicita (p.e.
inmediatamente después al plantear la Formulacién Variacional) a lo largo
del curso y de forma directa al plantear, al final del capitulo, los teoremas
energéticos, lo que tiene un indudable interés desde el punto de vista
histérico y didactico, aunque en el capitulo ya se haya abordado un
planteamiento més general con el Principio de los Trabajos Virtuales.

La parte mas importante del capitulo es la formulacién integral,
alternativa a la diferencial, del problema de valores en el contorno. Esta es la
base de los métodos de busqueda de soluciones aproximadas utilizadas
ampliamente en el momento actual y entre los que hay que destacar el
Meétodo de los Elementos Finitos. Incluso en el texto se llega a introducir la
idea de aproximacién, aunque sblo sea para que el alumno intuya las
posibilidades que se abren con este planteamiento.

En la formulacién se utiliza una notacioén general pero, con objeto de ir
asentando ideas, los ejemplos se centran en problemas estructurales. No
obstante, también se incluye algtin ejemplo de problemas de potencial, para
que no se pierda de vista el importante hecho de que el método es aplicable a
muchos otros tipos de problemas.

En el capitulo se incluyen algunas aplicaciones del Principio de los
Trabajos Virtuales a casos de estructuras de barras con objeto de aclarar ideas
y revisar de nuevo, ahora con unas bases mas sélidas, los dos grandes grupos
existentes de métodos para el Calculo de Estructuras. No obstante en los
Capitulos siguientes, se retoma de forma mas pormenorizada el estudio de la
utilizacién de estos métodos para el caso de estructuras de barras y se insiste
en los conceptos basicos aqui tratados.
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2.2 PROBLEMA DE VALORES EN EL CONTORNO. PLANTEAMIENTO
DIFERENCIAL

Para comenzar, cabe indicar que un problema de valores en el contorno
se entiende que es un problema descrito mediante un modelo matemaético que
aproxima aceptablemente la solucién, normalmente en términos de:

- Ecuaciones en el dominio

Au=f enQ (2.2.1)
-y unas condiciones (es decir otras ecuaciones) sobre sus contornos:
Cu=g en 6Q (2.2.2)

donde A es un operador diferencial de orden 2k, y C otro operador diferencial
en el contorno, ambos caracteristicos del problema en estudio (en el caso mas
general de utilizar funciones vectoriales, operadores matriciales en derivadas
parciales), u es la variable de campo (con caracter escalar o vectorial, y que,
para entendernos, en el planteamiento de Navier es la funcién de
desplazamientos), cuyo valor dependerd del punto (espacio) y del instante
(tiempo) en estudio, y por ultimo, f y g son funciones conocidas, congruentes
con los operadores, y que constituyen los datos del problema.

Los espacios de definicion de u y f son U y F que en general son
espacios métricos, es decir, donde se ha definido una distancia entre funciones,
que permite evaluar si las funciones son iguales (si la distancia es nula), asi
como los errores entre dos soluciones aproximadas.

Por tanto A es un operador que transforma elementos de U en
elementos de F, lo que se puede escribir como

A:USF (2.2.3)

Este planteamiento diferencial, basado en el andlisis del
comportamiento de un elemento diferencial del continuo que conduce a un
conjunto de ecuaciones diferenciales, en ocasiones implica exigencias
excesivas sobre la variable de campo, lo que puede suponer que resulte
imposible encontrar una funcién que cumpla los requisitos de derivabilidad
(2k segun se indic6 anteriormente) planteados.

EJEMPLO 2.1

En el caso eldstico la formulacion diferencial se plantea, como ya se indico
anteriormente, mediante la aplicacion de las ecuaciones bdsicas:
- Relacion_deformacién-desplazamiento, que establece en cada punto del dominio
una relacion cinemdtica como:

e=Hu (2E1.1)

38



Capitulo II.- EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES Y
TEOREMAS DE LA ENERGIA

donde u es el vector de desplazamiento, ¢ el vector3 de deformaciones y la matriz H

el operador que relaciona ambos (en elasiostdtica siempre es una matriz diferencial
de orden k).

- Ecuaciones de comportamiento que relacionan magnitudes cinemdticas y estdticas
de la forma

o =De (2E1.2)
donde o es el vector de tensiones y D la matriz de constantes eldsticas
dependiente del material, que se ha visto en el tema anterior.

- Ecuaciones de equilibrio que relacionan magnitudes estdticas de la forma

f=Q o (2EL1.3)
donde f es el vector de cargas y Q un operador diferencial denominado matriz de
equilibrio (que es del mismo orden que H, es decir, k).

Introduciendo (2E1.1) en (2E1.2), se tiene
o =DHu=Su (2E1.4)

En la que S es un operador de orden k.
Al sustituir (2E1.4) en (2E1.3), se tiene

f=Qsu=Au (2E1.5)
Con lo que se ha llegado a la expresion (2.2.1) que en este caso es la ecuacion de
Navier (de equilibrio en términos de desplazamientos), pudiéndose apreciar que
el operador A siempre es un operador par (de orden 2k).
- Condiciones de contorno
Las condiciones de contorno pueden ser esenciales, que se refieren a la funcion y
sus (k-1) primeras derivadas y que se pueden expresar como:

Fu=v en 6Q (2E1.6)
y que en el caso eldstico corresponde a fijar una serie de desplazamientos,
Vi= Vi en 50 (2EL7)

es decir que v =1 u, donde en este caso I es la matriz unidad.
Las condiciones de contorno naturales, se refieren a las derivadas de orden (k) a

(2k-1)

Nu=h en 56Q (2E1.8)
que en este caso se podria escribir

T =T en 50 (2E1.9)
donde

T=C o (2E1.10)

Siendo, para el casco de elasticidad tridimensional,

3 Es interesante observar que la ecuacién 2E1.1 no es una ecuacion vectorial sino Gnicamente
una forma matricial para expresar estas relaciones que resulta comoda, y asi, el tensor de
deformaciones ¢ se representa como vector inicamente a efectos de disposicién en forma de columna.
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n,.n,. o, 0 0 O
G=|0 n, n, n, O
0 0 n, 0 n, n (2E1.11)
y, como siempre, la barra indica valores conocidos.
EJEMPLO 2.2

Como segundo ejemplo se estudia el comportamiento de una membrana
inextensible y totalmente flexible situada en el plano xy, sometida a cargas en la
direccion del eje z, suponiendo ademds, que las tensiones de la membrana en su plano,
no dependen de la seccion en la que estén actuando, es decir

Tx=Ty=T (2E2.1)
- Por otra parte, los componentes verticales se notan como Qx 6 Qy tal y como se
puede ver en la figura 2E2.1.

/

FIGURA 2E2.1.
Estableciendo el equilibrio en direcciones x e y:
5
X —
aT . = T = Cte
oy (2E2.2)
y en direccion z
0
Ry, 9 +p=0
ox oy (2E2.3)
- Encel contorno (ver figura 2E2.1), el equilibrio conduce
-Qxcosads-Qysenads+psds=0 (2E2.4)
ps = Qx cos o + Qy sen a (2E2.5)
Estas ecuaciones se pueden escribir de forma mds compacta como:
ViQ+p=0 en Q (2E2.6)
n"Q=ps en 8Q (2E2.7)
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Las ecuaciones de compatibilidad en el dominio €2 relacionan los

desplazamientos w en direccion z y las pendientes y = {7/ X}

7y
Ast
Y= Vw (2E2.8)
y en el contorno
W = Ws (2E2.9)

Las ecuaciones de comportamiento relacionan tensiones con deformaciones y
en este caso (ver figura 2E2.2), se tiene

Q=TY (2E2.10)

con los significados antes serialados.
F

"Q, =Ttagd, =Ty,

FIGURA 2E2.2

Si se sustituyen las ecuaciones de compatibilidad (2E2.8) en las de
comportamiento (2E2.10)

Q=TVw (2E2.11)
que al ser introducida en las ecuaciones de equilibrio
VI(TVw)+p=0 en Q (2E2.12)

Que es la ecuacion de campo del problema en estudio, a la que habrd que
anadir las condiciones de contorno, que pueden ser:
- De desplazamiento (Dirichlet)

W = Ws en 0Q (2E2.13)
que se van a considerar en adelante homogéneas w = ws= 0 en este caso.
- De fuerza (Neumann)

n' Qs =ps en 50 (2E2.14)
donde 8Q=38QUSsQ

EJEMPLO 2.3

En este ejemplo se estudia el caso de una barra recta sometida a esfuerzos
axiles, torsores, de flexion y cortantes. La formulacion diferencial o fuerte, se plantea,
como siempre, a partir de las ecuaciones bdsicas.

En el caso de barras también es conveniente expresar las condiciones de
equilibrio en términos de resultados de tensiones, que es lo que se denominan
“esfuerzos”, mejor que en funcion de las propias tensiones.
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FIGURA 2E3.1

Del equilibrio entre las tensiones en la seccion y los esfuerzos sobre la seccion,
se puede escribir:

Axil: N=], o007

Cortantes: V,=[ o dA V=] o,.dA
Torsor: M, = ‘IA(% "1=0y, y)dA
Flectores: M, =[ 00 20A M, =] o, ydA

Para obtener los esfuerzos es pues necesario integrar las tensiones, pero al ser
éstas funcion de las otras coordenadas, el problema se convierte en complejo de
resolver. Por ejemplo, el momento flector My es funcion de la tension oxx que a su vez
es funcion de las coordenadas y, z.

Con objeto de simplificar, lo normal es introducir la hipotesis de Navier, eso es
suponer que las secciones planas normales a la directriz de la barra antes de la
deformacion, permanecen planas y normales a la directriz tras la deformacion. Asi
mismo se desprecian las tensiones oy, Oz Y Oyy.

e Esfuerzo axil

N Px N+ dN
>—>—>—> X
dx
FIGURA 2E3.2
- Relacion deformacion-desplazamientos:
du,
8XX =
dx (2E3.1)
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- Ecuacion de comportamiento:

N =E A ex (2E3.2)
- Ecuacion de equilibrio:

dN

—— =Py

dx (2E3.3)

Sustituyendo (2E3.1) en (2E3.2) y posteriormente esta en (2E3.3.) se obtiene

1(EA d“*}—px
dx dx

(2E3.4)
- Condiciones de contorno:
eadd _
dx
0 enx=0 y x=I
UX = ax
(2E3.5)

e Momentos flectores.
En este caso se considera vinicamente el plano xy, es decir el momento M.,
siendo analogo para el momento flector My en el plano xz.

yA

M

M, \\ M,+ dM,
Jox

v, +dv,

dx

FIGURA 2E3.3
- Relacion deformacion-desplazamientos:

2
B d u,

Xz =
dx? (2E3.6)
- Ecuacion de comportamiento:

M,=El y,
- Ecuacion de equilibrio:

d’™M,

x> (2E3.8)

(2E3.7)
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En las que I, y y. son el momento de inercia y la curvatura respecto al eje z
respectivamente.
Sustituyendo (2E3.6) en (2E3.7) y la resultante en (2E3.8), se obtiene:

2 d*u
d_Z[EI z —zy] =p
dx dx Y
- Condiciones de contorno
Con las posibles condiciones de contorno (deben ser cuatro ya que al ser una
ecuacion diferencial de orden cuatro aparecerdn cuatro constantes de integracion).
d’u, — du, -
,——5=M:,—=¢,enx=0yx=I
dx dx (2E3.10)
e  Esfuerzo cortante
Sin considerar la deformacion a cortante. Como en el caso anterior solo se

estudia el plano xy.
- Relacion deformacion-desplazamientos:

(2E3.9)

El

du,
yxy = -
dx (2E3.11)
- Ecuacion de comportamiento:
Vy = G Ayvy (2E3.12)
- Ecuacion de equilibrio:
dVv,
R
x (2E3.13)

donde Ay es el drea a cortante, de valor Ay = KA si se tiene en cuenta lo
indicado en el capitulo anterior.
Sustituyendo (2E3.11) en (2E3.12) y la resultante en (2E3.13), se obtiene:

d du
d_(GAy dxy J Py

x (2E3.14)
- Condiciones de contorno
du, — -
GA,—=Vyou ,=uyen x=0yx=I
dx (2E3.15)
e Torsion:
Z
— TN ds "
Txd/ XX dZ ﬁ
a M +dMy X ARER
Mt \ My \ ij y
5
dx

FIGURA 2E3.4
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En el caso de seccion circular, debido a la simetria, las secciones normales al
eje de la barra permanecen planas y no se deforman en su plano. La distribucion de
tensiones cortantes, como se sabe, es en este caso

_ M, r
o (2E3.16)

donde | es el momento de inercia polar de la seccion.
El angulo girado por unidad de longitud es:

= d—a = MX
dx GJ (2E3.17)

donde GJ es la denominada rigidez a torsion de la seccion y da el dngulo
girado por dos secciones separadas de una distancia dx.

En el caso de barras prismaticas, al no haber simetria respecto a cualquier eje
que pase por el centro de la seccion, no se puede aplicar la teoria de Coulomb, ya que
las secciones perpendiculares a la directriz no permanecen planas produciéndose
alabeo. Si se supone que no se impide el alabeo, la expresion (2E3.17) sigue siendo
vdlida con

O

J :J.A(z2 +y? +y@—z@]dydz
dz oy (2E3.18)
donde ¢ es una funcion armonica denominada funcion de alabeo.
El andlisis se realizard obteniendo la funcion de alabeo mediante la resolucion
de la ecuacion diferencial
2 2
8_(1) + % =0
oy® oz (2E3.19)
con las condiciones de contorno en cada seccion
do dz dy
— =y —+Zz—=
dn dn dn en el contorno
Con esto se obtiene el desplazamiento y J(x) mediante la ecuacion (2E3.18).
Para mayor detalle ver (Ref. 9).
- Relacion deformacion-desplazamientos:

da

dx (2E3.20)
- Ecuacion de comportamiento:

Mx=GJ6 (2E3.21)
- Ecuacion de equilibrio:

dM,

= —mX
dx (2E3.22)

donde my es el momento torsor distribuido por unidad de longitud.
Sustituyendo (2E3.20) en (2E3.21) y la resultante en (2E3.22) se obtiene:

i(GJd—OLj = -m,

dx dx (2E3.23)

- Condiciones de contorno
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GJd—azmxéa:&enx:nyﬂ

dx (2E3.24)

2.3 TRABAJO, ENERGIA DE DEFORMACION Y SuUS
COMPLEMENTARIOS

Se considera en primer lugar una barra de una estructura articulada
con una longitud inicial Lo, que sometida a ciertas condiciones adquiere la
longitud:

L =Lo+Al (2.3.1)
en la que la variacién de longitud Al se puede expresar en general de la forma:
Al=e+ A (2.3.2)

donde e es la variaciéon de longitud debida a un esfuerzo axil N y A la
correspondiente a otras condiciones tales como, por ejemplo, la temperatura.

Si hay una relaciéon univoca fuerza-desplazamiento, que para un caso
general (no lineal) serd de la forma indicada en la figura 2.3.1, el area bajo la
curva es el trabajo realizado para estirar la barra una cantidad e, que en el
caso de que la fuerza se aplique gradualmente de forma que la energia
cinética sea cero (sistema conservativo) es igual a la energia potencial de la
barra en la posicién alargada y se denomina energia de deformacion:

FA
7
7
j > Al
A e
FIGURA 2.3.1
U= jONde

(2.3.3)

La energia de deformacién para toda la estructura de barras articuladas
es:

N° barras
U= > [ Nde
n=l (2.3.4)
En general se puede escribir la energia de deformacion para cualquier

tipo de esfuerzo como:
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U= j “Fde
0 (2.3.5)

Como es sabido, el trabajo realizado por una carga P sobre un
desplazamiento u es:

W= I “Pdu
0 (2.3.6)
La energia complementaria se define en general como:
C= _[ "edF
0 (2.3.7)

y no tiene un significado fisico, debiendo su nombre a que es una cantidad
complementaria de la energia de deformacion, en el sentido de que:

U+C=Fe (2.3.8)
De forma analoga se define el trabajo complementario como:
F
W, =| udp
IO (2.3.9)

En el caso de la barra a que nos hemos referido al comienzo de
este punto, la energia complementaria es:

C= NM[N edN
0 (2.3.10)

es decir que tal como se indica en (2.3.8)
U+ C=NAI=N (Ate) (2.3.11)
La energia complementaria para toda la estructura se define de
la forma:

C= Nofras[m + edN}

n=1

(2.3.12)

Otra cantidad que serd de utilidad es el potencial total ¢, que se define
como:

d=U+V (2.3.13)

en la que U es la energia de deformacion de la estructura y V la energia
potencial de las cargas exteriores.

Para el caso de una estructura articulada plana, la energia potencial de
las cargas exteriores es:
N°de Nudo
Pu, +P,u, ]
n=l (2.3.14)
en la que Px y Py son las componentes de la fuerza que actta sobre cada nudo
y Ux, Uy las componentes del movimiento de dicho nudo segtn las direcciones
xey.

V=-

La energia potencial de las cargas exteriores, en general, vendra
dada por la expresion:
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V=—[ u"fdQ-[ u'T"d50

° o0 (2.3.15)
en la u que es el vector de desplazamientos, f son las fuerzas por unidad de
volumen sobre el dominio Q y T" son las fuerzas por unidad de superficie
sobre el contorno 6.

Si se supone ahora un elemento elastico de volumen dv como el
representado en la figura 2E3.1, perteneciente a una barra de seccién
uniforme, sobre el que acttia tnicamente una tensién cxx que produce una
deformacion &x, relacionadas por la curva de la figura 2.3.2a.

% . o,
/
! &
QX d&x
a G a g
(@) (b)
FIGURA 2.3.2

La energia de deformacién o energia potencial elastica almacenada por
el elemento es:

du=avf ‘o, de,
0 (2.3.16)

Si el material obedece a la Ley de Hooke, la curva tensién-deformacion

es una recta (ver figura 2.3.2 (b)) y la energia de deformacién por unidad de

1 . p
volumen es 501 &/ 0 COmMO algunos autores llaman densidad de energia de

deformacién, obtenida al integrar la expresion (2.3.15) en dichas condiciones.

Cualquier estructura se puede pensar que estd compuesta por
elementos diferenciales sometidos a unas tensiones & con unas
deformaciones . Puesto que las mismas consideraciones anteriores se pueden
hacer cuando sobre el elemento acttian las seis componentes de la tension, la
energia de deformacién total para el caso lineal, que es en el que nos
centraremos a lo largo de estas notas, es:

U:EI o' edQ
270 (2.3.17)

o también:

1 YRE
U:EIQ£T0d9=§IQ IO c; de; dQ (2.3.18)
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en la que i y & son los valores de las seis componentes de la tensién y
deformacion respectivamente.

Como se sabe, en el caso mas general para un material homogéneo e
isétropo que obedece a la Ley de Hooke, la relacion tension-deformacién (ver
Capitulo I) es:

o=Ce (2.3.19)

e=So (2.3.20)
en las que C y S son las matrices que aparecen en las expresiones (2.3.19) y
(2.3.21).

Por tanto, la energia de deformacién es para este caso:

U =1I o' SodQ
270 (2.3.21)

u=1 I e’ CedQ

27 (2.3.22)

A modo de ejercicio se van a obtener a continuacion las expresiones de

la energia de deformaciéon para los casos de fuerza axil, momento flector,

esfuerzo cortante y torsion, para elementos homogéneos e isétropos que

siguen la Ley de Hooke. Para el caso de que aparezcan juntos varios de estos

tipos de fuerzas internas, la energia de deformacién total es la suma de los
valores correspondientes a los diferentes tipos de esfuerzos.

EJEMPLO 2.4

e Energia de deformacion debida a una fuerza axil.
En el caso de una barra de longitud L y seccion transversal A, sometida a un
esfuerzo axil N seguin la directriz x (ver figura 2E4.1).

\ \

LWL L
) )

W,

EA
FIGURA 2E4.1
La tension normal es:
N
Oux =
A (2E4.1)
y la deformacidn, para el caso de que el modulo de elasticidad sea E, es:
N
Cxx T TAa
EA (2E4.2)

por lo que, seguin la expresion 2.3.17, la energia de deformacion es:
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