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Capitulo 1

Representacion de Estado de
Sistemas Lineales

1.1. Representacién de Estado en Tiempo Conti-
nuo

Los primeros trabajos en la teoria de control y estimacion consideraron la
descripcién y el andlisis de sistemas en el dominio de las frecuencias. En
contraste, trabajos posteriores (Pontryagin, Belman, Lyapunov, Kalman
y otros) consideraron la descripcién de sistemas en el dominio temporal,
y particularmente la denominada representacién de estado que ofrece la
ventaja de una gran simplicidad matematica y es especialmente 1til en la
descripcién estadistica del comportamiento de los sistemas.

La evolucién dindmica de sistemas lineales puede ser representada genéri-
camente por una ecuacion diferencial vectorial-matricial de primer orden,
tal como:

X(t)=F(t)x(t)+GEw(t)+L{t)u() (1.1)

donde x (t) es el vector estado del sistema, w (¢) es una perturbacién alea-
toria, u (t) es una entrada (senal de control) deterministica que actia sobre
el sistema, y F' (t), G (t), L (t) son matrices que determinan la dindmica en
cuestién. Esta ecuacién ha sido comunmente empleada en la denominada
teoria de estimacién y control 6ptimo. El vector de estado esta compuesto
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por un conjunto de variables suficientes para describir completamente la
evolucién auténoma del sistema en cuestién. El vector de estado en un ins-
tante de tiempo, y una descripcién de la perturbacién aleatoria y la senal
de control, a partir de ese instante, permiten calcular el vector de estado
en cualquier tiempo futuro. El vector de estado no es tnico en el sentido
de que cualquier otro conjunto de variables x (t) obtenido a partir de una
transformacién no singular de x (¢) tal como:

’

x () = A(t)x (¢) (1.2)

responde asimismo a las propiedades que definen al vector de estado.

w x
—>» Glt) —> f >

Figura 1.1: Diagrama de Bloques de la Evolucién Dindmica de Sistemas Lineales.

Dada la ecuacion diferencial lineal de orden n:

dr dnfl d
%—Fan,l(t)m—k +a1(t)£+ao(t) y(t)=w(t) (1.3)
podemos definir un conjunto de variables de estado 1 (¢), ... ,z, (t) tal
que:
w1 (t) = y(t) ]
. t
() = ae="20
(1.4)
) dnfl t
o (t) = iy (1) = T YD

dtn—l



REPRESENTACION DE ESTADO DE SISTEMAS LINEALES

Estas relaciones pueden ser escritas como un conjunto de m ecuaciones
diferenciales de primer orden

1 (1)
T (1)

in (1)

X9 (t)
z3 (t)

—a (t) T (t) — a1 (t) T2 (t) - ...

—ap—1 (t) xy (t) +w (t)

Las primeras n — 1 ecuaciones anteriores se deducen directamente de la
definicién de las variables de estado y la 1ltima se deriva a partir de dicha
definicién y la ecuacién (1.3). Expresando las ecuaciones (1.5) en su forma

vectorial-matricial, obtenemos:

1
T

0 1 O
0 0 1
0 0 O

L —ap —a; —az ...

0 0 X1
0 0 X9
0 1 Tn—1
—0p—2 —0p—-1] LTpn
X X X, =y

Ay

(1.6)

Figura 1.2: Representacién de Diagrama de Bloques de la Ecuacién 1.6.

La ecuacion (1.6) es un caso particular de la ecuacién genérica (1.1), es

equivalente a la ecuacién (1.3), y se conoce como forma candnica de esta
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dltima. La matriz del sistema dindmico F' es cuadrada y de dimensién n,
correspondiendo al orden de la ecuacién diferencial.

En algunos sistemas lineales de interés, las funciones de perturbacion
y de control son multivariables, es decir, algunas componentes individuales
de w(t) y u(t) pueden ser funciones no nulas que influyen en varias va-
riables de estado simultdneamente, haciendo G (t) y L (t) ser matrices con
elementos significativos en localizaciones fuera de la diagonal principal. La
ecuacién dinamica que sigue el comportamiento de un sistema queda deter-
minada generalmente por su naturaleza fisica. La expresién de la ecuacion
genérica (1.1) puede generalizarse en la forma:

€1 fir fiz oo fin Mo g11 g12 --- din w1
Zo for fa2 ... fon T2 921 g2 ... g2 wa
= : +
_j:n_ _fnl fn2 fnn_ | Tn | | 9r1 Gr2 -+ Grr | | Wr |
AT AT S PR I IR
loy lap ... [l U
+ (L.7)
B b Lo ... L J L Us |

Donde las funciones w y u no necesariamente han de ser de dimension n,
por ejemplo en (1.7) se considera que la dimensién de w es r y la de u es s.
Sin embargo, es necesario que los productos de Gw y Lu sean de dimensién
n.

Ejemplo 1.1-1

Consideremos el contenedor de la Figura 1.3, donde una masa m esta
conectada a la pared izquierda por un muelle con constante de elasticidad &
y por un amortiguador con constante de amortiguacién c. La masa se apoya
sobre ruedas en la base, pero no consideraremos los efectos de friccion de las
ruedas. El desplazamiento x se medird (sentido positivo hacia la izquierda)
entre los indicadores, tal y como se representa en la figura. El contenedor
estd sometido a una aceleracion w(t) dirigida hacia la derecha. Entonces, el
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sistema estd sometido a un movimiento de traslaciéon unidimensional, por
lo que el desplazamiento x y la velocidad & son apropiadas para tomarlas
como variables de estado.

w(t)

Figura 1.3: Sistema Fisico de Segundo Orden.

La ecuacién del movimiento del sistema se obtiene a partir de la segunda

ley de Newton
S fo=mo

Las fuerzas que actuan en el sistema son » | f, = —k-x — ¢ &, correspon-
dientes al muelle y al amortiguador. La aceleracién total es a = & — w(t).
Sustituyendo estos valores, la ecuacién del movimiento resulta:

mi + ci + kx = mw(t)

Si definimos el vector de estado como:



10 FILTRADO, ESTIMACION E IDENTIFICACION

1.2. Matriz de Transicion

1.2.1. Definiciéon y Propiedades

En esta seccién analizaremos la solucion de la ecuacion de estado previa-
mente considerada para la descripcién de los sistemas fisicos. En primer
lugar, analizaremos la solucién en el caso de un sistema auténomo, sobre
el que no actian ni perturbaciones, ni entradas o senal de control, y por

tanto descrito por:
x(t)=F(t)x(t) (1.8)

Supongamos que en un instante de tiempo, tg, todas las variables de
estado menos una valen cero. También supongamos que la variable de estado
distinta de cero es igual a 1. La evolucién del vector de estado para todo
instante de tiempo ¢, donde t > tg, puede expresarse en términos de un
"vector de evolucién”variable con el tiempo, ¢; (t,t9), donde el subindice
indica la variable de estado no nula.

@i (t,to) = (1.9)

L Tn (tvto)i |

Si la condicién inicial de la variable de estado no nula fuera diferente de la
unidad (consideremos que fuera ¢, por ejemplo) debido al comportamiento
lineal del sistema, puede escribirse:

pi (t,t0,¢) = c p; (t,t0) (1.10)

Ahora, aplicando el principio de superposicién de los sistemas lineales,
si dos variables de estado 7 y j tienen valores iniciales no nulos ¢; y ¢; en
el instante tg, la evolucion del sistema resulta de la suma de los vectores
de evolucién previamente considerados para cada una de las variables en
cuestién y, en consecuencia, puede escribirse:

@i (t,to, ci, cj) = ¢ @i (L, to) + ¢ @; (L, to) (1.11)

La ecuacién (1.11) puede expresarse como el producto de la matriz:
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[¢i ;]

G

¢j
En general, cada variable de estado tendra un valor distinto de cero en tp;
este conjunto de valores definirdn el vector de estado z (¢y). La evolucién

del vector de estado sera la suma de los vectores de evolucién para cada
una de las variables, que puede escribirse en la forma:

y el vector:

x(t)=[ @1 (t,to) @2(t,to) ... @n(t,to) | x(to) (1.12)
que en forma compacta puede escribirse:
X (£) = ® (£, to) x (£o) (1.13)

La matriz ® (¢,t9) es llamada matriz de transicién. Como hemos visto la
matriz de transicién permite calcular en ausencia de perturbaciones el vec-
tor estado en el instante t, si se conoce el vector de estado en tg.

A partir de (1.8) y (1.9), podemos deducir que los vectores de evolucién
en esta ultima considerados obedecen a ecuaciones diferenciales de la forma:

d(pi (t,to)

= F(t); (t,t 1.14
- (1) i (1, o) (1.14)
donde
QDi(t,t)ZCi

C 17 T 0

0 1

0

€1 = . , €9 = . , etc (1.15)
[ 0 L 0

De forma similar, la matriz de transiciéon, compuesta por los vectores ¢;,
obedece a la ecuacion

%@ (o) = F()®(tte), @) =1 (1.16)



12 FILTRADO, ESTIMACION E IDENTIFICACION

La matriz de transicién ® (¢1,tp) determina el cambio de x(ty) a x(t1);

X(tl) =0 (tl, to) X(to) (117)

X(t1)=¢(Wr

>» t

Figura 1.4: Representacién gréfica de la evolucién del vector de estado.

De la misma forma, para un segundo instante de tiempo t3, tenemos
que:
X (tg) =0 (tg, tl) X (tl)
= (I)(tg,tl)q)(tl,to)x(to) (118)

En consecuencia,
D (to,tg) = @ (ta,t1) P (t1,10) (1.19)

lo que es una propiedad general de la matriz de transicién de estados,
independientemente del orden de g, t1 y t2. Dado que para todo t,

B (t,t) = D (t,t0) D (to, t) =1 (1.20)
premultiplicando por ® ! (¢,) obtenemos la relacion:
O~ (t,tg) = @ (to,t) (1.21)
Puesto que la inversa de ® (¢,ty) debe existir, se cumple que:

| @ (,t0) |# 0 (1.22)
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Otras propiedades del determinante de la matriz de transicién que presen-
tamos sin demostracién son;

% | ® (t,t0) |= traza[F (t)] | ® (t,to) | (1.23)

| ® (£, 1) |= exp [ / ' traza [F ()] dT] (1.24)

to

1.2.2. Matriz de Transicion en Sistemas de Dinamica Inva-
riante

Para un sistema de dindmica invariante la matriz F' es constante en el
tiempo y la matriz de transicién depende solo del intervalo de tiempo con-
siderado, es decir:

O (t,tg) = D (t —to) (1.25)

Expandiendo x (¢) en un desarrollo en serie de Taylor, alrededor del
instante de tiempo tg, obtenemos:

(t —to)’

x (1) = x (to) + % (to) (t = to) + % (o) —;

T (1.26)

Siendo F' constante, a partir de (1.8) podemos deducir:

X(to) = FX(to)
X(to) = FX(t()) = F2X(t0)
(1.27)
etc

A partir de (1.26) y (1.27) obtenemos:

x(t)=x(to) + F (t —to)x(tog) +

—|I+F (t—to)—i—%FQ (t—to)> +...| x (to) (1.28)
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Como se ha considerado en el Apéndice B una matriz exponencial puede
expandirse en la forma:
A2 A3
A _ - i
et =1+A+ 2!—1—3!—1—... (1.29)
En consecuencia, a partir de (1.28) y (1.29) la matriz de transicién para
sistemas de dindmica invariante puede expresarse en la forma:

® (t — to) = ef't-10) (1.30)

la cual depende tnicamente de la dindmica del sistema estacionario F' y el
intervalo ¢t — tg.

Ejemplo 1.2-1

Consideremos el circuito de la Figura 1.5, compuesto por una fuente de
tensién v, una resistencia R, y un inductor L. Aplicando la primera ley de
Kirchhoff al circuito obtenemos:

di

— iR+ L—
v=1R+ 7t

LD E

Figura 1.5: Circuito Eléctrico.

Asumimos que ¢ =g en t = t3 y v = 0 en cualquier instante de tiempo
t. Si aplicamos estas condiciones a la ecuacién que rige nuestro circuito
obtenemos:
di = L 1.31)
it~ L' (1.
La matriz del sistema F es en esta ecuacién la cantidad escalar —R/L.
Empleando técnicas bésicas de resolucién de ecuaciones diferenciales obte-
nemos:

i(t) = ig e~ 1 (t—0)
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como solucién a la ecuacion 1.31. En esta solucién identificamos la matriz
de transicion: R
®(t, tg) = e L10)

Verificaremos a continuacién las propiedades de la matriz de transicién
vistas en la seccién 1.2.1. Para los instantes de tiempo tg, t1, to, tenemos:

(I)(tg, tl) = 6_%(t2_t1)

(ty,ty) = o~ 1 (ti—to)
consecuentemente podemos escribir:
D(ty, t1)B(ty, tg) = e~ L1271 =Ll —t0)
— ¢~ 1 (t2—t0)

= ®(ta,10)

1.3. Evolucion del Vector de Estado en Sistemas
Forzados

En esta seccién consideraremos la evolucion del vector de estado en un
sistema forzado descrito por la ecuacién:

x(t) = F (t)x(t)+ L) u(t) (1.32)

A partir de (1.32) podemos considerar que el efecto de la entrada u(t) en la
variable de estado i del vector x(t), sobre un pequeno intervalo (71—AT,7),
es un impulso cuya drea es la fila i del segundo sumando de (1.32) en 7,
L(m)u(r), por el intervalo Ar. El cambio en la variable de estado i, debido
a este impulso puede escribirse:

Az; (1) =[L(T)u(r)];, AT (1.33)
El cambio en el conjunto del vector de estado puede ser expresado como:
[ Axqy (1) ]
Az (7)
Ax (1) = ’ =L(r)u(r)AT (1.34)

| Az, (1) |
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