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CAPITULO 3
ESTIMACION

El problema de la estimacion consiste en realizar una infe-
rencia sobre el valor de los parimetros de un modelo estadisti-
co a partir de los datos contenidos en una muestra. Existen tres
métodos fundamentales: método de los momentos, minimos
cuadrados y maxima verosimilitud. Este curso trata fundamen-
talmente del método de maxima verosimilitud.

En general, un parimetro cualquiera se va a designar por 6
y su correspondiente estimador por 6. El estimador 6 es una fun-
cion de los datos muestrales, cuyo valor depende de la muestra
concreta. Por tanto, el parametro 6 toma un valor fijo mientras
que el estimador @ es aleatorio, su valor depende de la muestra.

3.1. Estimacion por el método de los momentos

Supongamos que se desean estimar k parametros (6,,6,,...,6,)
de una distribucion f(X;6,,6,,...,6,). El método de los momentos
consiste en buscar los valores de los parametros que igualan
los k primeros momentos con relacion al origen en la muestra
y en la poblacion. Por tanto, no se utiliza la distribucion com-
pleta para obtener estimadores sino GUnicamente los momentos
indicados.
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En la poblacion el momento de orden i se ha definido:

@, = X' rCOax

el correspondiente momento muestral es:

X
n

a.

i

De esta forma se obtiene el siguiente sistema de k ecuacio-
nes con k incognitas:

o = aq
o, = a
o, = aq

Los valores de los pardmetros que satisfacen el sistema de
ecuaciones constituyen los estimadores (6,, 6,,..., 6,).

Ejemplo 3.1. (Distribucion de Poisson).

Se obtiene una muestra X,,..., X, de una distribucion de Pois-
son. Estimar N por el método de los momentos.

En esta distribucion solo bay un pardametro que ademds cum-
ple oo= E(X) = \. El primer momento muestral es a, = X. El es-
timador es el valor que resuelve: o = a, es decir A= X.

Ejemplo 3.2. (Regresion logistica).

Sea Y una variable dicotomica cuya distribucion depende
de una variable independiente X . Se desea estimar el pardame-
tro B de la regresion logistica:

exp(YBX)

f(¥|)0=1+exp(ﬂx)
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Dacdo que Y es dicotomica, para cada valor de X el primer mo-
mento poblacional es su valor esperado:

EX|X)=0xf(Y=0[X)+Ixf(Y=1|X)=f(¥=1]X)

El correspondiente momento muestral es Y (X), que repre-
senta la media de Y para todas las observaciones en las que X
toma un valor determinado. Por tanto, si X toma los valores x;,
X,,..., X, para cada uno de ellos se dispone de un momento po-
blacional: E(Y|x), E(Yx,),....E(Y| x) y un momento muestral:
Y(x), Y(xy),...,Y(x,). El estimador de B es el valor que iguala los
momentos en la poblacion y la muestra, es decir:

- exp(fBx;)
(x,)
;1+exp(ﬂx) ; i

En esta ecuacion no es posible despejar B. Para resolverla
pueden utilizarse los denominados métodos numeéricos, por ejem-
plo el de la biseccion, Newton-Raphson, elc.

3.2. Estimacion por minimos cuadrados

Consiste en asignar a los parimetros aquel valor que mini-
mice la diferencia al cuadrado entre los datos observados y los
predichos por el modelo estadistico.

El método puede entenderse con un ejemplo. Supongamos
que Yes una variable aleatoria. Se desea estimar la regresion li-
neal de Ysobre un predictor X, es decir para un sujeto i: Y; =
o + BX; + E, donde E, es un error aleatorio con media 0 y va-
rianza 0° para todos los valores de X.

Los parametros del modelo son oy . Para cada valor de X
el valor predicho de Yes: E(Y) = a + BX, por tanto para estimar
los parametros se minimiza la diferencia cuadratica entre los da-
tos observados y las predicciones del modelo. Si el tamano
muestral es » la diferencia es:

d(a, =Y (¥, - - BX,)*

i=1
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Los estimadores son aquellos valores que minimizan la funcion
d(a,p), es decir aquellos valores que hagan que su primera deri-
vada sea 0:

a n
PACHDN -22(1@ —a-BX)=0

ﬁf(aﬁ)——ZZ(Y -o-BX)DX, =0

Desarrollando estas ecuaciones se encuentran los estima-
dores descritos en cursos anteriores (Pardo y San Martin, 1999):
o=Y - ﬁX y /3 Cov(X, Y)/Std(X )Std(Y).

3.3. Estimacion por maxima verosimilitad

El método de maxima verosimilitud consiste en asignar a
los parametros aquel valor que haga maxima la probabilidad
de las datos observados. A diferencia de los anteriores utiliza la
distribucion completa de probabilidad.

En caso de que la distribucion de la variable sea normal los
estimadores de minimos cuadrados y maxima verosimilitud coin-
ciden. Continuando con el ejemplo anterior, la distribucion de

Yes:
1 1(1/,.-0;-[3)(,.)2
e
oV2r 2 o)

Por tanto la funcién de densidad de la muestra compuesta

por n observaciones es:
1 (Y, -o-BX,)°
of 13 e’
243 o

Los estimadores maxima verosimiles son los valores que ma-
ximizan la funcion de verosimilitud L(o, B), es decir la funcion
de densidad de la muestra. Analizando la forma de esta funcion

SxH=

“ 1
La, = Y; =
(. B ];[f( R PTE
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puede verse que estos valores son aquellos que minimizan el tér-
mino en el exponente:

i (Y; -a- ﬁXf)z
i=1 O-Z

La forma de este término es la misma que la de la funcion
d(a,3) comentada en relacion con la estimacion por minimos cua-
drados. Por tanto, los estimadores obtenidos por ambos méto-
dos coinciden. Esto es una consecuencia de haber asumido que
la distribucion de Y es normal. Con cualquier otra distribucion
la forma de proceder seria la misma, obtener la funcion de ve-
rosimilitud y maximizarla con respecto a los parimetros.

Ejemplo 3.3. (Distribucion de Bernoulli)

Supongamos que a un sujeto se le presenta 25 veces una de-
terminada tarea. El resultado de cada presentacion se clasifica
como éxito o fracaso y se considera que la probabilidad de éxi-
to # no cambia a lo largo de las presentaciones. ;Cual es la pro-
babilidad de éxito asumiendo independencia entre distintas pre-
sentaciones?

La variable X, describe el resultado de la presentacion i y si-
gue la distribucion de Bernoulli:

fXm)=n (1xm)"™Y

La funcion de probabilidad del vector de resultados de las
25 presentaciones tiene la forma:

25
f(X;m)= H?Z’X (1£m)"™o
i=1

Supongamos que el numero de éxitos se indica por z, siendo
z = X2 X, Entonces la funcion de verosimilitud es:

L(m)=rn"(1+m)>?
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En la prdctica se trabaja con el logaritmo de la funcion de
verosimilitud por mayor sencillez matemaltica.

log L(n)=zlog w+(25—z) log(1—r)

El estimador mdximo verosimil es el valor que maximiza log
L(r). Un criterio necesario, pero no suficiente, para que a un
valor concreto de  le corresponda un mdximo de log L(T) es
que anule su primera derivada. En el ejemplo:

25—z
1-7m

9 log L() = .
on T
=0

La ecuacion anterior se denomina ecuacion de estimacion.
Su solucion es el estimador mdximo verosimil de T:

z_ 25—z
n l1-xm
z—zm =25 —zmw

~ z
T=—
25

En realidad el criterio de la primera derivada no es suficiente
para determinar que T es un estimador mdximo verosimil por-
que dicha derivada se anula tanto si la funcion tiene un mdxi-
mo en It como si tiene un minimo. En caso de que la funcion ten-

ga un maximo se cumple que su segunda derivada es negativa.
En el ejemplo:

0
? IOgL(ﬂ') = —F——

La cual es necesariamente menor que 0, por lo que efectiva-
A - .
mente T es un mdximo de log L(1).
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Ejemplo 3.4.

Continuando con el mismo ejemplo, supongamos que se re-
laja el supuesto de independencia y se asume tinicamente inde-
pendencia condicional. Supongamos que la probabilidad de éxi-
1o en la tarea i depende del niimero de aciertos y errores cometidos
en lasi- 1 tareas anteriores. El niimero de aciertos anteriores es
CFXLX, y el de errores D=X.(1-X,). Podria plantearse el modelo:

exp(a + BC, +D,)
" 1+exp(a+fC,+8D,)

La cantidad ©t; debe interpretarse como la probabilidad del
ensayo i condicionada en los ensayos anteriores. La funcion
de verosimilitud se obtiene a partir de la regla del producto y
tiene la forma:

25
L(aa ﬂ, 5) = Hﬂ:z’Xi (1 _ n.i)(l—X,.)

i=1

3.4. Estimacion bayesiana

La estimacion bayesiana se caracteriza porque permite in-
corporar las expectativas del investigador acerca de los valores
de los pardmetros. La estadistica bayesiana se diferencia la de-
nominada estadistica frecuentista en dos aspectos importantes:

e En la estadistica bayesiana tanto los datos como los pa-
rametros son cantidades aleatorias. En los métodos ante-
riores los pardmetros se consideran cantidades fijas.

e Alserlos parametros cantidades aleatorias siguen una dis-
tribucion, denominada distribucion previa, que expresa las
expectativas del investigador en ausencia de ningtin dato.

En los métodos frecuentistas el valor que toman las estima-
dores depende Gnicamente de cuales hayan sido los datos ob-
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servados. Por el contrario, en los métodos bayesianos dichas
valores dependen de los datos y también de las expectativas
previas. Por esta razon existen distintas escuelas en el seno de
la estadistica, dependiendo de si se considera legitimo o no uti-
lizar distribuciones previas. Lo cierto es que desde un punto de
vista aplicado los métodos bayesianos pueden ser de gran uti-
lidad para determinados problemas. Ademas, a medida que el
tamano muestral aumenta los estimadores dependen mas de los
datos y menos de las distribuciones previas, por lo que en el li-
mite 17—eo el estimador maximo verosimil y el bayesiano coin-
ciden.

A modo de ejemplo, consideremos el problema de estimar
la media de una distribucion normal /Y I1) con varianza cono-
cida a partir de » réplicas de un experimento aleatorio. El esti-
mador maximo verosimil es aquel que maximiza la funcion de
verosimilitud:

s =TTro 1w

Supongamos que la variable en cuestion mide el cociente
intelectual de los sujetas. Se sabe que en la poblacion general
su distribucion es normal (100, 16). Por tanto, el investigador pue-
de suponer que en la subpoblacion con la que esta trabajando
el valor de la media oscilara en torno a 100, siendo muy ines-
perado encontrar medias, digamos, superiores a 150 o inferio-
res a 50. Esta expectativa se formaliza mediante la definicion
de una distribucion previa. Por ejemplo, la distribucion previa
de u puede ser la normal (100, 20), denominada ). Es im-
portante advertir que esta distribucion previa no depende de
ningln dato observado en el experimento actual sino que se
define arbitrariamente.

En la estadistica bayesiana un objetivo es modificar las ex-
pectativas previas del investigador de acuerdo con la eviden-
cia encontrada en la muestra. Segin el teorema de Bayes la
distribucion posterior de u puede obtenerse del siguiente
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modo, a partir de la funcion de verosimilitud y la distribucion
previa:

NACHVDNLCD)
WlY)==———"7=>——
S 7
Siendo AY) la distribucion marginal de Y, es decir: AY) = [
LY 1w fwdu. El estimador bayesiano de W es la distribucion pos-
terior Au1Y). Una descripcion mas completa de la estadistica
bayesiana aparece en el capitulo 7.

3.5. Propiedades de los estimadores puntuales

Hasta el momento se han descrito varios métodos mas o
menos intuitivos para obtener estimadores. Puede plantearse la
cuestion de en qué sentido son unos mejores que otros. Para ve-
rificarlo se han descrito una serie de propiedades que deberian
cumplir los estimadores. Para un valor fijo de 0 se define la dis-
tribucion muestral del estimador 9 de la cual dependen las pro-
piedades de dicho estimador:

1. Insesgado. Un estimador es insesgado cuando cumple:
E@©) =6
para todo valor de 6 en el espacio parameétrico. A la

cantidad b(6) = E(0) — 6 se le denomina sesgo del esti-
mador.

Ejemplo 3.5.
Segtin se ha estudiado en cursos anteriores, para estimar la

media poblacional U se utiliza la media muestral: X = X', X/n.
Se trata de un estimador insesgado dado que HX) = u
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2. Consistente. Un estimador es consistente si para cual-
quier € > 0:

lim P(0-6]>€)=0

A
Un estimador insesgado y que cumpla Van(6—0 cuando
n—eo se dice que es consistente.

Ejemplo 3.6.

La varianza de la media muestral es 6%/ n. Esta cantidad tien-
de a 0 por lo que la media muestral es un estimador consisten-
te de |

3. Eficiente. Un estimador es eficiente en caso de que sea
insesgado y su varianza minima. Para estimar un parametro
pueden utilizarse distintos estimadores con diferente varian-
za. Par tanto es deseable utilizar aquel que tenga menos dis-
persion.

Las diferencias entre el parametro y el estimador obtenido
en las posibles muestras pueden cuantificarse mediante el error
cuadratico medio, cuyo valor depende de las tres propiedades
anteriores. Se conoce como MSE(6) (AMeom sguared error o error
cuadratico medio) a la cantidad MSE(6) = E((6-0)). Desarrollando
esta expresion se llega a:

MSE(6) = E(0-6)%)
= E((16 - E(®)]-[E) - DD
= E((B- E(ODD + E(EO) -0)*) -2E(H - E(O)H(E(D) - )
=Var(0) +b(6)*

El MSE es la suma de la varianza del estimador mas su ses-
go al cuadrada y muestra la relacion entre estas tres cantidades.





