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7.3.2. Análisis Factorial de Máxima Verosimilitud . . . . . . . 189

7.4. Referencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

8. Modelos Log-Lineales 191
8.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

8.2. Independencia condicionada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

8.3. Tipos de Independencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

8.4. El modelo log-lineal como modelo lineal general . . . . . . . . . 210

8.4.1. Comparación de modelos: Tests condicionales para mo-
delos anidados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

8.5. Modelos log-lineales con R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

9. Regresión Loǵıstica 223
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Caṕıtulo 1

Preliminares y Comparación
de Poblaciones

1.1. Introducción

Hemos preferido comenzar el texto con un caṕıtulo en el que se formali-
zarán algunos elementos matemáticos que se utilizarán en posteriores apar-
tados, aśı como explicar cómo ejecutar la generalización multivariante de la
Comparación de Poblaciones, es decir, el contraste en donde se establece la
hipótesis nula de igualdad de la media multivariante de varias poblaciones en
donde se ha observado esta variable multivariante.

1.2. Nombres nuevos para conocidos métodos clási-

cos

Los primeros caṕıtulos del libro corresponden a lo que suele denominarse
Análisis Multivariante porque nuestros datos serán observaciones de p varia-
bles aleatorias en los n individuos de la muestra, en lugar de observaciones
de una sola variable aleatoria como ocurŕıa en la mayoŕıa de los métodos de
Análisis Univariante estudiados en CB o EBR.

Por tanto, la matriz de datos, en donde aparecen recogidas las observa-
ciones, es una matriz (es decir, una ordenación por filas y columnas) de la
forma

Variables

Individuos

⎛⎜⎜⎜⎝
x11 · · · x1p
x21 · · · x2p
· · · · · · · · ·
xn1 · · · xnp

⎞⎟⎟⎟⎠
17
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En este tipo de análisis, al igual que ocurŕıa en su homólogo Análisis Uni-
variante estudiado en CB o EBR, caben dos formas posibles de estudio: el
Análisis Exploratorio de Datos, en donde no se utilizan suposiciones ajenas
a los datos, tales como modelos para las variables de donde se obtuvieron,
y en donde se deja que éstos hablen por śı mismos. El propósito de este ti-
po de análisis es el de descubrir posibles patrones de comportamiento de los
datos tales como simetŕıas, modelos probabiĺısticos, posibles grupos de datos
homogéneos, etc. En él juega un papel especial el uso de gráficos. Los caṕıtulos
de Componentes Principales, Análisis de Correspondencias, Escalado Multidi-
mensional y Análisis de Conglomerados serán básicamente de este tipo.

La otra posible v́ıa de estudio de los datos, tanto en el caso univariante
como en el multivariante, se denomina Análisis Confirmatorio de Datos, en el
que se utiliza de forma destacada el contraste de hipótesis como herramienta
estad́ıstica para la confirmación o rechazo de hipótesis sobre el modelo supues-
to. En este caso, la suposición de una distribución normal multivariante para
los datos es esencial. La utilización de Métodos Robustos en estas situaciones
resulta muy interesante cuando esta suposición de normalidad no se pueda
mantener o, al menos, resulte muy dudosa.

Pues bien, el Análisis Exploratorio de Datos Multivariantes recibe hoy en
d́ıa el nombre de Big Data Analysis o también Data Mining (traducido en
ocasiones por Mineŕıa de Datos), en donde el propósito será, como dijimos más
arriba, explorar los datos sin suposiciones adicionales, buscando patrones de
comportamiento, clasificaciones en grupos de datos, etc. Dado el gran volumen
de datos con el que se suele trabajar en los tiempos actuales, otra caracteŕıstica
de este tipo de análisis es el uso intensivo del ordenador, especialmente en la
obtención de gráficos.

Una de las razones de realizar un Análisis Multivariante de datos (tanto
exploratorio como confirmatorio) en lugar de p Análisis Univariantes, es el
determinar relaciones entre las p variables de donde se obtuvieron los datos.

Si para descubrir estas estructuras o grupos, cuántos grupos hay, cuáles
individuos pertenecen a cada grupo, etc., no utilizamos información previa
referente a otros grupos similares de sujetos, se suele hablar de Estad́ıstica
no Supervisada. Con objeto de buscar respuestas a esas preguntas pueden
utilizarse ordenaciones, con un Análisis de Componentes Principales, o un
Multidimensional Scaling, o clasificaciones con un Análisis Cluster.

Alternativamente, podemos conocer previamente los grupos en los que cla-
sificar los datos, utilizando métodos de Estad́ıstica Supervisada, tales como
el Análisis Discriminante o los Modelos Lineales o Modelos Lineales Genera-
lizados (como los Modelos log-lineales, la Regresión Loǵıstica o la Regresión
Poisson) o los Modelos de Regresión no Lineal.

Los temas sobre Análisis de la Varianza con Medidas Repetidas, el Análisis
de Series Temporales y el Control Estad́ıstico de la Calidad tienen un trata-
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miento diferenciado del resto.

No obstante, los Métodos Estad́ısticos que estudiaremos en el libro lo serán
de forma individual, ya que éstos no están diseñados habitualmente con un úni-
co propósito. Tan solo hemos pretendido enunciar aqúı algunos de los nombres
que suelen utilizarse hoy en d́ıa para asignar a grupos de Métodos Estad́ısticos
y que pueden representar, en el mejor de los casos, el objetivo común para el
que van a ser utilizados.

1.3. Algunos elementos matemáticos básicos

Este sección puede resultar un tanto abstracta para lectores que quieren
sólo utilizar las técnicas explicadas en el libro, pero nos ha parecido conveniente
incluirla. Estos lectores pueden obviarla, al menos en una primera lectura.

Como dijimos más arriba, la matriz de datos está formada por las obser-
vaciones de las p variables en estudio en los n individuos de la muestra. Estas
observaciones serán, por lo general, números reales, es decir, escalares aunque,
como alguna variable puede ser del tipo cualitativo, como por ejemplo Color
de los Ojos, en ocasiones los datos recogidos para esa variable y que forman la
correspondiente columna de la matriz de datos, no serán escalares sino valores
de la forma: Azul, Verde, Castaño, Azul, etc.

No obstante, si queremos utilizar potentes Métodos Estad́ısticos, las co-
lumnas de la matriz de datos deberán estar formadas por números reales, de
manera que podamos utilizar técnicas matemáticas estándares. En ese caso,
deberemos cuantificar las variables de tipo cualitativo con valores de tipo in-
dicador: 0, 1, etc.

Los escalares los representaremos como hasta ahora, pero a las matrices
(como la matriz de datos) las representaremos con letras negritas. Aśı, habla-
remos de la matriz A, o de la matriz B, etc.

Si A es la matriz

A =

⎛⎜⎝ 1 2
0 3
2 4

⎞⎟⎠
en muchas ocasiones nos interesará trabajar con la matriz traspuesta de la
anterior, que representaremos como At y que se define como la matriz en la
que sus filas están formadas por las columnas de la dada; es decir, en la que
hemos traspuesto las filas y columnas. Aśı, la matriz traspuesta de la matriz
A es

At =

(
1 0 2
2 3 4

)
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ya que, por ejemplo, la que figuraba como primera fila, figura ahora como
primera columna, la que figuraba como segunda columna es ahora la segunda
fila, etc.

La dimensión de una matriz es el número de filas y de columnas por el
que está formado (en ese orden). Aśı, la matriz A tiene dimensión 3 × 2 y la
matriz At dimensión 2 × 3. Una matriz se dice cuadrada si ambos valores de
su dimensión son iguales; es decir, una matriz 2× 2 o una 3× 3 son matrices
cuadradas y una 2 × 3 no lo es. Si una matriz coincide con su traspuesta se
dice que es simétrica.

Una matriz que aparece frecuentemente es la matriz identidad, I, formada
por unos en la diagonal principal y ceros en el resto,

I =

⎛⎜⎝ 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

⎞⎟⎠
La inversa de una matriz cuadrada A se define como una matriz, a la que

denominaremos A−1, tal que su producto por A es la matriz identidad.

Además de los escalares y las matrices, trabajaremos en este texto con vec-
tores, que van a ser ordenaciones de datos (habitualmente de tipo numérico),
concebidos como columnas. Al igual que con las matrices, representaremos los
vectores con letras negritas (de hecho se puede pensar en un vector formado
por r escalares como en una matriz r × 1).

Si v es el vector

v =

⎛⎜⎝ 3
1
3

⎞⎟⎠
su traspuesto será el vector vt = (3, 1, 3).

El producto de vectores y/o matrices tiene sentido sólo cuando el segun-
do valor de la dimensión del primer factor sea igual que el primer valor de
la dimensión del segundo factor; el orden es relevante. Aśı, se puede (pre)
multiplicar una matriz 3× 2 por una matriz 2× 2, pero no al revés.

El producto del vector vt por el vector w, ambos de longitud, digamos m,
se define como

vtw = (v1, v2, ..., vm)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
w1

w2
...

wm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = v1 · w1 + v2 · w2 + · · · vm · wm =
m∑
i=1

viwi.
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La definición del producto de dos matrices y/o vectores A y B es (cuando
se pueda definir el producto) una matriz (o un vector) tal que el elemento que
ocupa el lugar (i, j) (es decir, el que ocupa la fila i-ésima y la columna j-ésima)
es el resultado de multiplicar la fila i-ésima de la matriz A por la columna j-
ésima de la matriz B, consideradas ambas como vectores, de la misma manera
que en el párrafo anterior.

La dimensión de la matriz (vector) resultante es el primer valor de la di-
mensión del primer factor × el segundo valor de la dimensión del segundo
factor.

Aśı, AB será igual a

AB =

(
1 2
0 3
2 4

)(
3 1
−1 4

)
=

(
1 · 3 + 2 · (−1) 1 · 1 + 2 · 4
0 · 3 + 3 · (−1) 0 · 1 + 3 · 4
2 · 3 + 4 · (−1) 2 · 1 + 4 · 4

)
=

(
1 9
−3 12
2 18

)

y tendrá dimensión 3× 2.
Es interesante que el lector repase cómo multiplicar o invertir matrices en

el texto EBR-sección 1.3.3.

1.4. Algunos elementos básicos de los vectores alea-
torios

Decir que observamos p variables aleatorias unidimensionales X1,X2, ...,Xp

es lo mismo que decir que observamos el vector aleatorio Xt = (X1,X2, ...,Xp).
Y al igual que las variables aleatorias unidimensionales teńıan su media y
su varianza, las variables aleatorias multidimensionales, o vectores aleatorios,
tienen asociados el vector de medias, definido como el vector de las medias de
las variables que forman el vector aleatorio,

μt = (E[X1], ..., E[Xp]) = (μ1, ..., μp)

y la matriz de varianzas-covarianzas (o simplemente matriz de covarianzas),
que está formada por las covarianzas entre las variables del vector aleatorio,
en donde la covarianza entre las variables Xi y Xj se define (CB-sección 4.3 o
EBR-sección 4.3) como

Cov(Xi,Xj) = E [(Xi − μi)(Xj − μj)] = σij

siendo la última igualdad, simplemente, una notación abreviada. Si i = j
aparece la varianza de la variable

σii = E
[
(Xi − μi)

2
]
= V ar(Xi) = σ2

i

Por tanto, la matriz de covarianzas será
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Σ =

⎛⎜⎜⎜⎝
σ2
1 σ12 · · · σ1p

σ21 σ2
2 · · · σ2p

· · · · · · · · · · · ·
σp1 σp2 · · · σ2

p

⎞⎟⎟⎟⎠
en donde suele ser n > p.

Una vez observadas la p variables en los n individuos de la muestra, y
obtenida aśı la matriz de datos, el estimador natural del vector de medias
poblacional μ es el vector de medias muestrales x, siendo

xt = (x1, x2, ..., xp)

en donde xi es la media de los datos correspondientes a la variable i-ésima; es
decir, la media aritmética de los datos de la columna i-ésima de la matriz de
datos,

xi =
1

n

n∑
j=1

Xij

La matriz de varianzas-covarianzas poblacional Σ se estima mediante la
matriz de covarianzas muestral

S =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x) (xi − x)t

en donde xi es la i-ésima fila de la matriz de datos considerada como vector
(es decir, como columna) aleatorio

xi =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Xi1

Xi2
...

Xip

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Por tanto, la matriz de varianzas-covarianzas muestral S será la matriz de

dimensión p× p
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=1

(Xi1 − x1)2

n− 1

n∑
i=1

(Xi1 − x1)(Xi2 − x2)

n− 1
· · ·

n∑
i=1

(Xi1 − x1)(Xip − xp)

n− 1

n∑
i=1

(Xi2 − x2)(Xi1 − x1)

n− 1

n∑
i=1

(Xi2 − x2)2

n− 1
· · ·

n∑
i=1

(Xi2 − x2)(Xip − xp)

n− 1

.

..
.
..

.

..
.
..

n∑
i=1

(Xip − xp)(Xi1 − x1)

n− 1

n∑
i=1

(Xip − xp)(Xi2 − x2)

n− 1
· · ·

n∑
i=1

(Xip − xp)2

n− 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1.5. La distribución normal multivariante

Una suposición que habitualmente es necesario realizar, en los caṕıtulos
en los que efectuamos Análisis Confirmatorio, es que la variable aleatoria en
observación p-dimensional, X = (X1, ...,Xp)

t se distribuye según una distri-
bución normal multivariante.

Diremos que X sigue una distribución normal multivariante de dimensión p
con vector de medias μ= (μ1, ..., μp)

t y matriz de covarianzas Σ, de dimensión
p× p, si su función de densidad es

f(x) =
1

(2π)p/2
√|Σ|e

− 1
2
{(x−μ)tΣ−1(x−μ)}.

Una cuestión central en el segundo volumen es la utilización de Métodos
Robustos, para los cuales no es imprescindible tal suposición.

Si quiere visualizar una normal bivariante de vector de medias (0,0) y matriz
de varianzas-covarianzas la matriz identidad, de dimensión 2, puede ejecutar
en R la siguiente secuencia de instrucciones

> library(rgl)

> library(MASS)

> set.seed(31415)

> x<-rnorm(50)

> y<-rnorm(50)

> demo<-kde2d(x, y, n=40)

> xgrid <- demo$x

> ygrid <- demo$y

> z <- dnorm(xgrid)%*%t(dnorm(ygrid))

> spheres3d(x,y,rep(0,50),radius=0.1,color=4)

> surface3d(xgrid,ygrid,z*20,color=3,front="lines")

en donde suponemos se ha instalado la libreŕıa rgl, y en donde hemos fijado
la semilla en el valor 31415, aunque este comando lo puede evitar obtenien-
do diferentes representaciones cada vez que ejecute las sentencias enteriores.
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También puede modificar las medias y varianzas para obtener diferentes re-
presentaciones.

Una de las caracteŕısticas de este dibujo es que, una vez obtenido, puede
visualizarlo desde varias perspectivas moviendo el ratón del ordenador.

1.5.1. Análisis de la normalidad multivariante

Ya que el análisis de la normalidad multivariante de los datos es de gran im-
portancia, parece razonable que estudiemos algún procedimiento para analizar
tal suposición. En este sentido, es interesante saber que, si un vector aleatorio
sigue una distribución normal multivariante, sus variables aleatorias margi-
nales unidimensionales seguirán distribuciones normales univariantes, pero la
afirmación contraria no es cierta necesariamente (śı es cierto, por ejemplo,
si existe independencia entre las variables unidimensionales) por lo que, en
general, no podremos comprobar la normalidad multivariante de un vector
aleatorio analizando la normalidad de las variables unidimensionales que for-
man el vector; por esta razón, indicamos a continuación dos formas de analizar
la normalidad multivariante de unos datos.

Test basado en la distancia de Mahalanobis

La distancia que existe desde los p valores observados en el individuo i-
ésimo xi (i-ésima fila de la matriz de datos), al vector de valores promedio de
la matriz de datos x, se suele formalizar mediante la denomina distancia de
Mahalanobis di definida como

d2i = (xi − x)t S−1 (xi − x) .

Pues bien, si xi procede de una normal multivariante de dimensión p, en-
tonces se podŕıa demostrar que d2i debe de tener, aproximadamente, una dis-
tribución χ2

p, por lo que, una forma de analizar si los datos observados xi,
i = 1, ..., n, proceden de una normal multivariante de dimensión p, es ana-
lizar si puede admitirse que las distancias d2i , i = 1, ..., n, proceden de una
χ2
p. Este análisis puede efectuarse mediante un test de bondad del ajuste de

Kolmogorov-Smirnov (CB-sección 12.2 o EBR-sección 8.2.2).

Ejemplo 1.1

Con la función mvrnorm, ejecutando (2), podemos generar una muestra aleatoria de 300 datos
procedentes una normal bivariante, con vector de medias (1,1), especificado en el argumento
mu, y con matriz de varianzas-covarianzas el que aparece en Sigma,(

1′5 0′8
0′8 1′5

)
aunque antes deberemos abrir la libreŕıa MASS con (1) puesto que la función mvrnorm está en
esta libreŕıa.



Caṕıtulo 1. Preliminares y Comparación de Poblaciones 25

Una vez obtenidas las 300 distancias de Mahalanobis con (3), ejecutamos un test de Kolmogo-
rov-Smirnov en (4).

> library(MASS) (1)

> X<-mvrnorm(300,mu=c(1,1),Sigma=matrix(c(1.5,0.8,0.8,1.5),ncol=2)) (2)

> di<-mahalanobis(X,colMeans(X),var(X)) (3)

> ks.test(di,"pchisq",2) (4)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: di

D = 0.03541, p-value = 0.8462 (5)

alternative hypothesis: two-sided

El p-valor dado en (5), asociado a dicho test, sugiere que aceptemos la hipótesis nula de
que los datos se ajustan a la normal bivariante. Como se ha obtenido el vector X mediante
simulación, es posible que obtenga un valor algo distinto cada vez que ejecute ese comando.

Test de Shapiro-Wilk multivariante
Este test es una generalización del test de normalidad de Shapiro-Wilk

estudiado en EBR-suplemento. Se ejecuta con la función

mshapiro.test(X)

del paquete mvnormtest. El único argumento de la función es una matriz
numérica X de, al menos, 3 columnas, es decir, que midamos al menos tres
variables. Si X no es un dato de la clase matriz, por ejemplo es un data frame,
debemos transformarlo antes mediante la función as.matrix

Ejemplo 1.1 (continuación)
Si volvemos a generar una muestra de una normal multivariante con (1), y analizamos su
normalidad multivariante con el test de Shapiro-Wilk multivariante mediante (2), el p-valor
obtenido en (3) indica aceptar la normalidad de los datos aśı generados.

> library(MASS)

> Y<-mvrnorm(3,mu=c(1,1,1), (1)

+ Sigma=matrix(c(5,1.8,1.3,1.8,1.5,1.3,1.3,1.3,1.5),ncol=3)) (1)

> Y

[,1] [,2] [,3]

[1,] 1.03871789 1.5784509 1.994743

[2,] 0.82411003 1.1840550 1.097008

[3,] 0.07795774 0.9076951 1.173389

> library(mvnormtest)

> mshapiro.test(Y) (2)

Shapiro-Wilk normality test



26 Estad́ıstica Aplicada Avanzada con R

data: Z

W = 0.98966, p-value = 0.8055 (3)

1.6. Comparación de dos poblaciones multivariantes

El parámetro de localización de una distribución es el valor que la resu-
me, de manera que una forma habitual de comparar dos o más poblaciones
es contrastar si los parámetros de localización de ellas pueden considerarse
iguales.

En el caso de dos poblaciones unidimensionales hay una gran variedad de
tests analizados en el texto EBR-caṕıtulo 7 (o CB-caṕıtulo 7), según si puede
admitirse normalidad de ambas distribuciones, si las muestras son pequeñas o
no, etc. Si las poblaciones a comparar son más de dos, la técnica del Análisis de
la Varianza, estudiada en EBR-caṕıtulo 9 (o CB-caṕıtulo 8), es la adecuada,
o la del Análisis de la Covarianza, EBR-suplemento (o CB-caṕıtulo 11), si se
considera alguna variable explicativa adicional.

Incluso en el caso de que no se pueda admitir un modelo para los datos a
comparar, diversos tests no paramétricos fueron estudiados en EBR-caṕıtulo
8 (o CB-caṕıtulo 13).

Pero estas situaciones ya estudiadas corresponden a poblaciones univarian-
tes. Si los datos son multivariantes deberemos utilizar técnicas nuevas. En este
apartado veremos dos tests para comparar dos poblaciones multivariantes, uno
paramétrico primero y, después, uno no paramétrico.

1.6.1. Test T 2 de Hotelling

El test de la T 2 de Hotelling se utiliza para contrastar la hipótesis nula
de que las medias (i.e., los vectores de medias) de dos poblaciones normales
multivariantes pueden considerarse iguales, frente a la alternativa de no ser
iguales. Obsérvese que en cuanto sea diferente la media de una (y sólo una)
de las variables unidimensionales que componen el vector aleatorio, el test
de Hotelling rechazará la hipótesis nula de poder admitirse que las medias
multivariantes sean iguales. Por esta razón es muy dif́ıcil que se acepte una
hipótesis nula con este test, además de que tener que verificarse la normalidad
multivariante de las dos matrices de datos a comparar.

Dos requisitos adicionales para poder aplicar este test son que las matri-
ces de varianzas-covarianzas de ambas poblaciones puedan considerarse igua-
les y, además, que el número de datos procedentes de ambas normales p-
dimensionales, digamos n1 y n2 deben ser tales que n1 + n2 > p− 1.

Para ejecutar este test se utiliza la siguiente función de la libreŕıa Hotelling
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de R,

hotelling.test(x,y,data)

en donde x e y son dos matrices de datos de dimensiones n1 × p y n2 × p
procedentes de las poblaciones a comparar; y data son los datos en formato
data frame, argumento que sólo es necesario si hay posible confusión en la
procedencia de los dos grupos a comparar.

Esta función debemos ejecutarla pidiendo el resultado deseado con

> hotelling.test(x,y,data)$stats

> hotelling.test(x,y,data)$pval

si queremos obtener, respectivamente, el valor del estad́ıstico de contraste y el
p-valor del test.

Ejemplo 1.2
Los datos container.df de la libreŕıa Hotelling corresponden a los niveles de concentra-
ción de nueve elementos (Titanio, Aluminio, Hierro, Manganeso, Magnesio, Calcio, Bario,
Estroncio, y Circonio), recogidos de dos envases distintos identificados con la variable gp. Se
desea averiguar si existen diferencias significativas entre ambos envases utilizando el test T 2

de Hotelling.
Para ello, primero descomponemos los datos en los dos grupos a comparar ejecutando (1)

y quitamos la primera columna en ambas matrices de datos, puesto que el grupo al que
pertenecen ya lo sabemos, ejecutando (2).
Ejecutamos el test a continuación con (3), que nos proporciona el valor del estad́ıstico de
contraste y, con (4), que nos indica el p-valor, tan pequeño en este caso que claramente
podemos rechazar la igualdad de todas las medias; es decir, la igualdad de los dos vectores
de medias.

> library(Hotelling)

> data(container.df)

> Envase1<-container.df[container.df$gp == 1,] (1)

> Envase2<-container.df[container.df$gp == 2,] (1)

> Envase1<-Envase1[,-1] (2)

> Envase2<-Envase2[,-1] (2)

> hotelling.test(Envase1,Envase2)$stats (3)

$statistic

[1] 2043.033

$m

[1] 0.0617284

$df

[1] 9 10

$nx

[1] 10
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$ny

[1] 10

$p

[1] 9

> hotelling.test(Envase1,Envase2)$pval (4)

[1] 4.232773e-09

1.6.2. Test de permutaciones

El test de permutaciones es el correspondiente test no paramétrico a apli-
car cuando el test de Hotelling, acabado de estudiar, no se pueda utilizar, por
ejemplo, porque no se verifica la normalidad multivariante de ambas matrices
de datos. Para ejecutar este test se utiliza la misma función de R antes estu-
diada, introduciendo dos nuevos argumentos, perm, que debe establecerse en
el valor TRUE para ejecutar este test, y B, número de permutaciones a utilizar,
valor que debe ser alto,

hotelling.test(x, y, perm = TRUE, B = 10000, data)$pval

Ejemplo 1.2 (continuación)
Si analizamos la normalidad multivariante con los datos de la primera población a comparar,
ejecutando (1), vemos que no se puede admitir su normalidad multivariante con un p-valor
tan bajo y, por tanto, no se debe aplicar el test de Hotelling.
Si ejecutamos el test de permutaciones en (2) a los datos anteriores obtenemos que el p-valor
es 0 concluyendo, de nuevo, con el rechazo de la igualdad de los vectores de medias de ambas
poblaciones.

> di<-mahalanobis(Envase1,colMeans(Envase1),var(Envase1)) (1)

> ks.test(di,"pchisq",9) (1)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: di

D = 0.5241, p-value = 0.004387

alternative hypothesis: two-sided

> hotelling.test(Envase1,Envase2,perm=TRUE,B=10000)$pval (2)

[1] 0


