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CAPITULO n

Introduccion. Aproximacion Clasica

INTRODUCCION

El objeto de este capitulo es tan solo ordenar algunas ideas bésicas ya conocidas por
el lector de forma que resulten eficaces para el calculo de estructuras de barras. El primer
paso consiste simplemente en plantear los términos fundamentales del problema, esto
es, qué magnitudes se desea conocer y de qué herramientas se dispone. Expresando esto
en términos algebraicos, se trata de un balance de incégnitas y ecuaciones.

En este primer apartado se pretende tinicamente demostrar como las mas elemen-
tales ecuaciones de la mecanica son siempre suficientes para el andlisis estructural. A
continuacién se plantea el método de rigidez como un simple esquema de resolucién de
sistemas de ecuaciones, concretamente el de sustitucion. En un tercer apartado se repite
todo el proceso empleando la notacién matricial, forma ésta de trabajo muy adaptada
al uso de los ordenadores. El tltimo apartado se limita a resumir las conclusiones mas
importantes.

Al objeto de dar un soporte fisico a la exposicién, ésta se efectiia en base a una
estructura elemental y probablemente ya familiar para el lector: la celosia hiperestética
representada en la figural.1(a), con las dimensiones que se indican en la propia figura y
las caracteristicas siguientes:

area de las barras: 10 cm?, médulo eldstico: 2,1E6 kg/cm?, carga aplicada F' = 5000 kg.

Para identificar en cada momento una barra o nodo concreto dentro de la estructura,
se han numerado cada uno de ellos tal y como muestra en la figura 1.1(b). En ella se
dibuja también el sistema de ejes que representan las direcciones y sentidos positivos,
tanto en cargas como en desplazamientos.
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F Im

2m

Figura 1.1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este apartado se intentan precisar claramente tanto los objetivos del andlisis como
las herramientas tipicas del calculo de celosias. Parece claro la necesidad de obtener las
siguientes magnitudes:

Esfuerzos en cada barra: Como el tinico esfuerzo considerado es el axil, ello representa
una incégnita por barra, que se notara como N;, indicando con el subindice el
niimero de la barra. Se suponen positivos los esfuerzos de traccién.

Desplazamientos de los nodos: En direcciones horizontal y vertical, lo que supone dos
incégnitas por nodo que se notaran u; y v; respectivamente.

Reacciones en los apoyos: Una incégnita por cada direccién restringida (coaccién) que
se notard X;, Y;, segiin se trate de una direccién horizontal o vertical.

A veces lo anterior se resume en la siguiente relacién simbdlica, para el caso plano:
I=b+2n+r

donde:
I:  Numero de incégnitas

b:  Numero de barras
n: Numero de nodos

r:  Nuamero de coacciones



1.2 = Planteamiento del Problema

En el caso de la estructura propuesta, se tiene:

b=6 (N1, N2, N3, Ny, N5, N¢)
2n =8 (ui,vi,us,v2,u3,v3,us,v4) = 1 =17
r=3 (X1,Y1,Y2)

En aras de la generalidad se han considerado incégnitas que, como ocurre con
los desplazamientos coartados por los apoyos, son claramente indtiles, es decir, los
desplazamientos 1y, v1 y v2 se sabe de antemano que son nulos.

Una vez fijado el ndmero de incégnitas se plantea el problema de hallar otras tantas
ecuaciones para que el sistema tenga solucién. Las primeras de estas ecuaciones en
las que se puede pensar son las condiciones de contorno, que vendrén dadas por r
condiciones, una por cada reaccién incégnita, ya que en los nodos en que se impone un
desplazamiento aparece una reaccién. En la estructura considerada son:

Uy =v1 =02 =0 (1.1)

El equilibrio en los nodos aporta dos ecuaciones en cada uno, que ligan los esfuerzos
en las barras con las cargas exteriores aplicadas al propio nodo. Asi, por ejemplo, la
figura 1.2 muestra lo que ocurre en el nodo 4 de la estructura aqui tratada.

5.000 Kg N3

=S| o B

En horizontal:

N3+ Ngcos 45 =-5000

En vertical:
NS -Ng-NgsendS =0

N

Figura 1.2

Normalmente, y con el tinico fin de que las cargas aplicadas no aparezcan cambiadas
de signo (como ocurre con los 5000 kg. aplicados al nodo 4) se cambia directamente el
de todas las ecuaciones.

Se tiene entonces para toda la estructura:

Nodo 1: —N; — Ngcosdb = X, —N4 — Ngsendb =Y
Nodo 2: N1+ N5cosdb =0 —Ny — N5sendb =Y, (12)
Nodo3: N3+ Ngcosd5 =0 Ny + Ngsen45 = 0 ’

Nodo 4: —Nj3— N5cos45 = 5000 N4+ Nssendb =0

21
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Entre los sistemas (1.1) y (1.2) se han obtenido 2n + r ecuaciones. Para las restantes
b ecuaciones se utilizan las otras dos ideas bésicas de la mecénica estructural: la ley de
comportamiento y la compatibilidad.

El comportamiento se expresa, en el caso de barras de celosia, mediante la conocida
relacién:

L;

La aplicacién directa de esta expresion introduce una nueva incégnita por cada barra:
su incremento de longitud. En ocasiones esta variable puede ser de gran interés, ya que
representa la deformacién del elemento. En el caso méas general constituye sin embargo
una variable intermedia en el calculo que se puede eliminar con solo introducir las
ecuaciones de compatibilidad, que ligan el incremento de longitud de cada barra con
los desplazamientos de sus nodos extremos.

El obtener la expresién analitica de estas ecuaciones es una cuestiéon de simple
geometria en el caso de pequeiios desplazamientos. La figura 1.3 muestra este proceso:

ALy =Ur; —Ur; = ujcosa + vjsina — (u; cos o + v; sen o)

Nudo"j" | Barra "k"

e +)

u
Figura 1.3
Al sustituir las ecuaciones de compatibilidad en las de comportamiento, se obtiene
para cada barra:

B AkEk
= I

N,

(uj cos o+ vj sen o — u; COS @ — v; Sen )

Se tienen, por tanto, las b ecuaciones que restaban para igualar el niimero de incégni-
tas. Para la estructura particular que nos ocupa, estas b ecuaciones, una vez sustituidos
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los valores numéricos de los pardmetros A, E, L y «, son:

Barra 1:
Barra 2:
Barra 3:

Barra 4:

Barra 5:

Barra 6:

N1 = 1,05E5(UQ - U1)

N2 = 1705E5(1}3 - ’()2)

N3 = 1,05E5(U3 - U4)

N4 = 1705E5(1}4 — ’Ul) (13)
1,056E5

55— (ug — v2 — ug +v4)

1,05E5

Ng = 5 (ug + v —up —v1)

EL METODO DIRECTO DE RIGIDEZ

Al sustituir el sistema (1.1) en el (1.3) y éste a su vez en el (1.2) se obtiene un conjunto
de 2n ecuaciones, en este caso 2n = 8, que representan el equilibrio de los nodos de
la estructura (por ser el de equilibrio el dltimo sistema de ecuaciones en el que se ha
sustituido). Su expresion, para la estructura que se esta considerando es:

1,05E5us +

1,05E5v; +

1,05FEb5v4 +

~1,05E5uy —

—1,05E50, —

—1,05E503 —

1,05E5(U3 - U4) +

—1,05E5(U3 - U4) -

1,05E5
: ug +v3) =X
W) (ug + v3) 1
1,06E5
. us +v3) = Y;
W) (us + v3) 1
1,05E5
. Uy —Us +04) =0
W) (ug — ug + v4)
1,05E5
W) (ug —us+vq) =Ys
1.4
LOSES |\ (14)
2\/§ 3 3) —
1,05E5
. us +v3) =0
2v2 (3 + va)
1,06E5
’2\/5 (ug — ug + v4) = 5000
1,05E5

(ug —ug +v4) =0

2V/2

Una observacién importante respecto a este sistema es que aquellas ecuaciones en que
no aparecen las reacciones se pueden extraer y resolver separadamente. Ello no deja de

23
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ser 16gico puesto que en el sistema de 2n — r ecuaciones que queda entonces aparecen
2n — r incégnitas (desplazamientos no impedidos en los nodos). Asi, para el ejemplo
considerado este sistema queda, en forma matricial:

1 1 1
(I+55) 0 0 “ns e "y 0
1 1
0 (+37) 5 1 0 us 0
1 1 _
__1_ _ 1 __1 U 5000
22 1 0 (1+ 2\/5) 2v2 !
1 0 0 1 1 1 Vg 0
NG vz (+35)
(1.5)
Una vez resuelto el sistema, se tiene:
Ug 0,02381
U3 0,09115
v3 ¢ = 4 —0,02381 ) cm.
Uy 0,11496
Uy 0,02381

Conocidos los desplazamientos es inmediato el calculo de cualquier otra magnitud.
Asi, por ejemplo, las reacciones en los apoyos se pueden obtener sustituyendo estos
desplazamientos en las r (en este caso = 3) ecuaciones de equilibrio en apoyos que se
dejaron aparcadas del sistema (1.4) al pasar al (1.5), dando como resultado

X, —5000
Yy ¢ = { —5000 ; kg.
Yo 5000

La obtencién de los esfuerzos de las barras tinicamente requiere la sustitucion de los
desplazamientos en el sistema (1.3). Asi, como ejemplo, para la barra 5 de la estructura,

se tiene
_ 1,05E5

N5 5

(ug — vy — ug + v4) = —3535, 35 kg.

FORMULACION MATRICIAL

El apartado anterior termind con la expresién matricial del sistema. Conviene insistir
en como el hecho de emplear una u otra formulacién, que en teoria carece de importan-
cia, se convierte en la practica en el elemento diferenciador y que en muchas ocasiones
da nombre al método.
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Para empezar se representan matricialmente las relaciones de equilibrio en los no-
dos, de acuerdo con la siguiente notacién:

) et -

que simplemente expresa que las cargas exteriores aplicadas al nodo i mds la suma
de las acciones que sobre el propio nodo ejerce cada barra & que en €l concurre, tiene
resultante nula. Los subindices = e y se refieren a la direccién en que se considera el
equilibrio. La relacién anterior suele expresarse normalmente de la forma:

fe ey

Fiy

donde la magnitud Q¥ representa la accién de la barra sobre el nodo, y S¥ su contraria
(Ia accién del nodo sobre el barra), donde

k k
a {3 ()
7 k ’ v k
Para el caso de la celosia anteriormente planteada, se tiene:

Nodo2: 0=S53, + 53 +53,
0 S2 S3 S
Nodo 3: U T SR IR
0 S3, S3, S8,
5000 S3 St S8
Nodo 4: U T S
0 saf sy S sy,

resultando, por tanto, el sistema:

0 Se + 53, + 53,

0 AN E AR

0 p=21s3) 1si) s (16)

5000 g3 G4 g5
S4y S4y S4y

En la ecuacién matricial (1.6) se puede observar que se han omitido las ecuaciones
correspondientes a los apoyos.

25
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Q]!‘) Nodoj
- Barrak L5 U;' Barrak
t /(=
':‘:3’().' S?_vc—u

- : = | .

Nedoi Nodoi wgk Nodoi
I
- X

Accion de la barra Reacciones delos Fuerza axil N,

sobre los nodos. nodos sobrela barra. Accidn de la barra
(Caso de traccidn) (Caso de traccidn) sobre los nodos.

(Caso de traccidm)
Figura 1.4

El siguiente paso consistird en obtener una relacién entre estas acciones S} y los
desplazamientos de los nodos. Para ello, y en un proceso paralelo al desarrollado en
apartados anteriores, se aplican las ideas de compatibilidad y comportamiento. Asf,
para una barra k con nodos extremos ¢ y j (véase la figural.4), se tiene:

Sk —Ng cosa —cosw
Sfy —Nisena —sena«
= = k
k
STy N cos a cos o
Sj’?y N sen« sen o
Pero:
ApEj
Ny = 7 (uj cosa + v; sen a — u; COs (v — v; Sen o)
k
por lo tanto:
Sk cos? o cos arsen « —cos? a —cosasen « U;
Sk, A FEy COS asen o sen? o —cosasen o —sen® v;
sk, Ly, —cos’a  —cosasena cos? o Cos asen u;
Sk —cosas — sen? . ) 4
Ty asen o sen® o cos ausen « sen” o vj

La expresién matricial anterior se puede expresar en forma de cajas sugeridas por
las lineas de separacién de la matriz de la siguiente manera:

Sk Kk Kk U,
; = : ;7 (1.7)
sk K Kk ) \U;
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que, como se verd méas adelante, resulta muy ttil. Normalmente esta relacién se simbo-
liza:

S=K.U
denominandose a K. matriz de rigidez elemental. Esta matriz admite una interpretaciéon
muy intuitiva. Imaginese, a modo de ejemplo, un vector desplazamiento

o O =

0

que es el correspondiente a dar un desplazamiento horizontal unidad al nodo 4, man-
teniendo nulos todos los demds. Al multiplicar por la matriz de rigidez se obtiene un
vector de fuerzas:

Ky K Kz Kn 1 K
Ko Ko Kz Kag | JO ) Ko
Ky Kz Kaz Ka | |0 | Ka
Ky Ky Kyz Ky 0 Ky

Como tales fuerzas son las acciones sobre la barra en sus extremos, se puede pensar
en cada columna de la matriz de rigidez de la barra como el vector de cargas que
aparece en la misma al dar un desplazamiento unidad en la direccién correspondiente,
manteniendo nulos los demas.

Para la estructura tomada como ejemplo, se tiene:

Sllx 1 0 -1 0 Ul
Sty L05ES 00 0 0] ]wu
521:( -1 0 1 0 Ug
53, 00 0 0/ v
52 0 0 -1

w1 o585 2
ng 0 0 us
S3, 0 -1 0 1) |uvs
S3. 1 0 -1 0\ |us
S3 00 00

Sl _ 1 05E5 vs
S3. -1 0 1 0] |w
53, 00 0 0/ |ug

27
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St, 0 00 0\ |w
St 0 1 0 -1
w0565 vt
S, 0 00 Of|u
Si, 0 -1 0 1) (v
S5, 1 -1 =1 1) |u
S5, | LOsES | -1 1 1 =1 fuw
S5, 2v2 -1 1 1 1| |w
S3y 1 -1 -1 1 Va
S$, 11 -1 -1\ |w
S, _LosE5 | 1 1 -1 —1|]w
SS, 2v2 -1 -1 1 1| |us
S8, -1 -1 1 1) |uvs

Sustituyendo estos seis tltimos sistemas de ecuaciones lineales en el de equilibrio
(1.6) y teniendo en cuenta las condiciones de contorno, se tiene:

U U2
1,05E5
— 1,05E 1,05E } ! .
{0} 05 5{1}{u2}—|— 05 5{0 0 0 Qusp s {1 1 1} s
VU3 V4
us
U2
0 00 0 10 -1 0\ |uvs
— 1,05E5 us b+ 1,05E5
0 00 1 00 00/ |u
U3
V4

us

5000 -1 0 1 0 U3 0 0 Uy
= 1,05E5 + 1,05E5
0 00 0 O U4 0 1 V4

V4
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U2

L LO5E5 (<11 -1
U
2v2 1 -1 1))

V4

Ordenadas las ecuaciones anteriores se obtiene el sistema cuya expresiéon matricial
es la dada en (1.5). Formalmente se suele escribir:

F=KU

representando F' el vector de cargas aplicadas en los nodos, U el vector de desplaza-
mientos que en estos se produce y K la matriz de coeficientes del sistema, esto es, la
matriz de rigidez. Algunas propiedades de esta matriz, que se estudiaran con mads de-
talle en los siguientes capitulos, son ya notorias: la simetria y que todos los elementos
de la diagonal principal son positivos.

El proceso de sustitucién de las ecuaciones de la barra (1.7) en las de equilibrio
global (1.6) es facilmente automatizable en un algoritmo que normalmente se denomina
ensamblaje y que mds adelante se explicara con detalle.

5]
CONCLUSIONES

El lector no debe desanimarse si la que, probablemente sea la primera pregunta:
¢como hace el ordenador para calcular una estructura?, sigue sin respuesta. Lo aqui ex-
puesto constituye la base sobre la que se construye cualquier programa de calculo ma-
tricial simple, pero naturalmente, para llegar a construir dicho programa son ademads
necesarios algunos ttiles de programacién que, de ser aqui expuestos, alargarian en
exceso lo que se pretende sea una simple introduccién.

Tampoco debe el lector preocuparse por el limitado alcance del tipo estructural
analizado (la celosia plana). Las ideas expuestas son en realidad totalmente generales
y Unicamente su expresién analitica puede ser diferente en cada caso. En este sentido
parece muy aconsejable leer con atencién los ejemplos propuestos al final del capitulo,
ya que desarrollan estas ideas para un elemento estructural diferente.

Si serfa, en cambio, deseable, que el lector extrajese una primera conclusion: el célcu-
lo matricial de estructuras de barras se puede considerar como una simple metodologia
que no requiere la comprensién de ningtin concepto nuevo. Desafortunadamente, esta
aproximacién tiene un alcance limitado: basta que la estructura presente elementos bi
o tridimensionales para que las ideas de barra y nodo pierdan su significado, dejando
indefenso al analista. Es por ello evidente la necesidad de buscar puntos de vista méas
potentes y por tanto mas generales. Todo ello se abordara en los siguientes capitulos.
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