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INTRODUCCION AL MODELADO Y LA SIMULACION

— Comprobar submodelo a submodelo, tratando de verificar individualmen-
te que cada submodelo produce los resultados esperados para todos los posibles
tipos de entradas.

— Comparar con soluciones conocidas. Para ello se ajusta el modelo de
modo que represente un sistema de solucion conocida y se compara ésta con

los resultados de la simulacion.

— Realizar tests de sensibilidad. Puede para ello modificarse el valor de un
parametro del modelo, dejando los demas fijos, con el fin de medir la sensibili-
dad de la respuesta del modelo respecto a ese parametro. La comparacion de
la sensibilidad observada en las simulaciones, con la que seria de esperar en el
sistema real, puede proporcionar pistas ttiles.

La validacion del modelo es un proceso continuado durante su diseno, desarrollo
y uso. La confianza en la validez del modelo va acumulandose segin éste va demos-
trando su utilidad para el propdsito especifico para el cual ha sido desarrollado. No
debe perderse de vista que el objetivo del ingeniero dedicado al modelado es la reali-
zacion de modelos utiles, en un tiempo razonable y con un coste razonable. Por este
motivo, mas que preguntarse en qué medida se ajusta el comportamiento simulado
al comportamiento real del sistema, es mas adecuado preguntarse en qué medida las
diferencias entre el modelo y el sistema son lo suficientemente significativas como

para afectar a las conclusiones derivadas del uso del modelo.

1.4. TIPOS DE MODELOS Y SUS SIMULADORES

El planteamiento del modelo implica decidir qué tipo de modelo matematico
resulta mas adecuado para el propédsito del estudio. Con el fin de proporcionar una
primera vision general de diferentes tipos de modelos matematicos, se describen a
continuacion algunas clasificaciones de los mismos. Esto nos permitira también seguir
introduciendo conceptos basicos y terminologia. Seguidamente se hara una primera
aproximacion a los tipos de modelos cuyo planteamiento y simulacién se aborda en

este texto.

1.4.1. Clasificaciones de los modelos matematicos

Los modelos matematicos se clasifican atendiendo a diferentes criterios. Dos

criterios ampliamente empleados son que contenga o no variables aleatorias, y que
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METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

el tiempo juegue o no un papel relevante. Estos dos criterios dan lugar a las dos
clasificaciones siguientes.

— Determinista o estocdstico.

e Un modelo es determinista cuando todas sus variables de entrada son
deterministas, lo que equivale a decir que el valor de cada una de ellas
es conocido en cada instante. Las variables de entrada al sistema
son aquellas que describen la interaccion que el entorno ejerce sobre el
sistema, entendiendo por entorno la parte del universo que no pertenece

al sistema.

e Por el contrario, se dice que un modelo es estocastico cuando alguna de
sus variables de entrada es aleatoria. Puesto que las variables del modelo
calculadas a partir de variables aleatorias son también aleatorias, el com-
portamiento de los modelos estocasticos debe ser analizado empleando

técnicas estadisticas.
— Estdtico o dindmico.

e Los modelos dinamicos son aquellos en los cuales interviene el tiempo.

e Aquellos modelos en los cuales el tiempo no juega ningin papel se deno-

minan modelos estaticos.

Las dos clasificaciones anteriores son ortogonales entre si, ya que se realizan
atendiendo a diferentes aspectos del modelo. Asi, pueden plantearse modelos estati-
cos deterministas y modelos estaticos estocasticos, como también pueden plantearse

modelos dinamicos deterministas y modelos dinamicos estocésticos.

Por su parte, los modelos dinamicos pueden clasificarse, atendiendo a en qué
instantes de tiempo pueden cambiar sus variables, en los cuatro tipos indicados a
continuacién (véase la Figura 1.4).

— Modelos de tiempo discreto.

— Modelos de eventos discretos.

— Modelos de tiempo continuo.

— Modelos hibridos.
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MODELO MODELO
ESTATICO DINAMICO

MODELO DE MODELO DE MODELO DE MODELO
TIEMPO DISCRETO EVENTOS DISCRETOS TIEMPO CONTINUO HIBRIDO
MODELO DE MODELO DE

PARAMETROS CONCENTRADOS PARAMETROS DISTRIBUIDOS

MODELO MODELO MODELO
ALGEBRAICO ODE DAE

Figura 1.4: Algunas clasificaciones de los modelos matematicos.

En los dos primeros tipos de modelo, el valor de las variables sélo puede cambiar
en instantes especificos, permaneciendo constante el resto del tiempo. A este tipo de
variables se las denomina variables de tiempo discreto. Los cambios instantaneos
en el valor de las variables se denominan eventos. Las ecuaciones que permiten
calcular en el instante actual el valor de las variables de tiempo discreto, a partir
del valor de dichas variables en instantes pasados, se denominan ecuaciones en

diferencias.

La diferencia entre los modelos de tiempo discreto y de eventos discretos es que
en aquellos los eventos se producen en instantes de tiempo predefinidos y a intervalos
constantes de tiempo, mientras que en los modelos de eventos discretos estas dos

condiciones, en general, no se satisfacen.

Los modelos de tiempo continuo se caracterizan por el hecho de que el valor
de sus variables puede cambiar de manera continua a lo largo del tiempo. A este
tipo de variables se las denomina variables de tiempo continuo.

Obsérvese que la clasificacion en variable de tiempo continuo o variable de tiempo
discreto se realiza atendiendo a si la variable pueden cambiar o no de manera
continua en el tiempo, no atendiendo al conjunto de posibles valores de la variable.
Asi, tanto las variables de tiempo continuo como las de tiempo discreto pueden ser de
tipo real. Sin embargo, las variables de tipo entero, Booleano o cadena de caracteres

(string) s6lo pueden ser de tiempo discreto.
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METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

Los modelos de tiempo continuo pueden a su vez clasificarse atendiendo a si
contienen o no derivadas respecto a las coordenadas espaciales.

— Modelos de parametros concentrados, que estan descritos mediante ecua-
ciones algebraicas y ecuaciones diferenciales ordinarias en las cuales la derivada

es Unicamente respecto al tiempo.

— Modelos de parametros distribuidos, en los hay ecuaciones en las que
hay derivadas respecto a las coordenadas espaciales y también posiblemente

respecto al tiempo.

La clasificacion anterior de los modelos dinamicos se fundamenta en la siguiente

clasificacion de las ecuaciones.

— Las ecuaciones algebraicas son aquellas en las cuales ninguna de las varia-
bles aparece derivada.

— Una ecuacién diferencial ordinaria es aquella en la que aparecen derivadas
respecto a una unica variable independiente, la cual puede ser el tiempo o

alguna coordenada espacial.

— Cuando en una ecuacién aparecen derivadas respecto a mas de una variable
independiente (una o varias coordenadas espaciales y posiblemente el tiempo),

se dice que se trata de una ecuacién en derivadas parciales.

Los modelos de parametros concentrados admiten la siguiente clasificacion,

en funcién de los tipos de ecuaciones que en ellos intervienen.

— Modelos algebraicos son aquellos modelos compuestos inicamente por ecua-
ciones algebraicas.

— Se denominan modelos dindamicos en ecuaciones diferenciales ordina-
rias, o abreviadamente modelos dindmicos ODE (del inglés Ordinary Diffe-
rential Equations), a aquellos modelos compuestos inicamente por ecuaciones
diferenciales ordinarias. En el contexto del modelado de sistemas dinamicos,
al emplearse el término modelo ODE se sobreentiende que en las ecuaciones
diferenciales ordinarias las derivadas son unicamente respecto al tiempo. Los
modelos ODE se clasifican a su vez en ODE explicito y ODE implicitos,
dependiendo de si es posible o no despejar a un lado de la igualdad las derivadas

respecto al tiempo.
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INTRODUCCION AL MODELADO Y LA SIMULACION

Tabla 1.1: Clasificacién de los modelos dindmicos de parametros concentrados.

Algebraico f(x,t) =0
ODE explicito x = f(x,t)
implicito f(x,x,t) =0

%1 = f1(x1,x2,1)

f2(X1,X2,t) =0

semi-explicito
DAE

. P { fl().(17X17X27t):0
implicito

f2(X1,X2,t) =0

— Los modelos de ecuaciones algebraico diferenciales o abreviadamente
modelos DAE (del inglés Differential-Algebraic Equations), son aquellos en
los que intervienen ecuaciones algebraicas y también ecuaciones diferenciales
ordinarias con derivadas unicamente respecto al tiempo. Los modelos DAE
pueden ser DAE semi-explicito, cuando es posible despejar las derivadas, o
bien DAE implicito, cuando no es posible despejarlas. En los modelos DAE
no aparecen derivadas respecto a las coordenadas espaciales.

En la Tabla 1.1 se resume la forma en que pueden intervenir los diferentes tipos
de variables en los modelos dinamicos de parametros concentrados y la clasificacion
a que ello da lugar. Se ha empleado la notacion siguiente: x representa el vector de
variables del modelo (x1,...,x,), t representa el tiempo y X representa el vector de

day day,

las derivadas respecto al tiempo de las variables x, es decir (%2, ..., “=). En general,

la derivada respecto al tiempo de una variable z se representa indistintamente como

‘fl—f o &. Por otra parte, obsérvese que el vector de variables x se ha descompuesto
en la descripcién de los modelos DAE en dos vectores, x; y Xa, que representan
respectivamente las variables que aparecen derivadas respecto al tiempo y las que

0.

Los modelos dinamicos hibridos (véase la Figura 1.4) son aquellos que tienen
una parte de tiempo continuo, y una parte de tiempo discreto o eventos discretos.
Este tipo de modelo tiene variables tanto de tiempo continuo, como de tiempo
discreto. Normalmente, al referirse a los modelos dinamicos hibridos suele indicarse
de qué tipo es su parte de tiempo continuo, denominandolos, por ejemplo, ODE
hibrido o DAE hibrido. En el primer caso, la parte de tiempo continuo esta
descrita por ecuaciones ODE con derivadas tnicamente respecto al tiempo. En el

segundo caso, estd descrita ademéas mediante ecuaciones algebraicas.
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METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

1.4.2. Modelos de tiempo discreto

Los modelos de tiempo discreto son el tipo de modelo més facil de entender
de manera intuitiva, ya que sus variables van cambiando de valor tinicamente en
instantes de tiempo equiespaciados. Para simular este tipo de modelo, el reloj de
la simulacién (que indica el valor del tiempo simulado) avanza saltando un cierto
intervalo de tiempo denominado paso de avance en el tiempo, que es constante

a lo largo de la simulacién.

Si el instante inicial de la simulacion es ¢y y el paso de avance en el tiempo es
At, entonces el reloj de la simulacion va saltando sucesivamente a los instantes ¢y,
tl, tQ, e donde ti+1 :tz—i-At paraz’:O,l,Q,....

En cada uno de esos instantes, el modelo se encuentra en un estado, recibe unas
entradas y genera unas salidas. El modelo permite calcular, a partir de su estado
actual y de sus entradas actuales, cudles son sus salidas actuales y cual sera su estado

en el siguiente instante de tiempo.

Una forma de representar el comportamiento de un modelo de tiempo discreto
es indicando su funcién de transicién de estado y su funcién de salida. Sean z; la
entrada, ¢; el estado e y; la salida del modelo en el instante t;, donde el indice

temporal ¢ toma los valores 0,1,2,....

La funcién de transicién de estado, 9, describe cémo se calcula el estado

siguiente a partir del estado y la entrada actuales.

Giv1 = 0 (g, z;) para::0,1,2,... (1.1)

La funcién de salida, \, describe como se calcula la salida actual a partir del
estado y la entrada actuales.

vi = A(qi, ;) para::0,1,2,... (1.2)

Las funciones de transicién de estado y de salida permiten calcular la trayectoria
del estado (g1, g2, ...) y la trayectoria de la salida (yo, v1, ¥2, ... ), conocidos el

estado inicial del modelo (qy) y la trayectoria de entrada (xg, z1, za, ...).

El siguiente algoritmo es un simulador para un modelo de tiempo discreto que
esta descrito mediante las funciones de transicion de estado y de salida. El algoritmo
calcula las trayectorias del estado y de salida del modelo, a partir de la trayectoria
de entrada y del estado inicial.
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iFin = 9 indice temporal final

x(0) =1, ..., x(9) = 0 trayectoria de entrada

q(0) =0 estado inicial

i=0 inicializacién del indice temporal

while ( i <= iFin ) {
y (i) AC q(i), x(1) )
q@i+1) = 6( (1), %) )

i i+ 1

1.4.3. Modelos de eventos discretos

En los modelos de eventos discretos los instantes en que se producen los eventos
no tienen necesariamente que estar equiespaciados en el eje temporal. El tiempo que
transcurre entre eventos consecutivos puede ser cualquiera, siempre que se satisfaga
que el nimero de eventos en cualquier intervalo finito de tiempo sea finito. Una
consecuencia de esto es que el algoritmo de simulacién de eventos discretos debe
mantener un calendario de eventos donde ir registrando el instante de activacién

de los eventos planificados para instantes futuros.

Una manera de definir los modelos de eventos discretos es especificando qué tipos
de eventos pueden ocurrir y cudl es la relacién causal entre ellos. Un evento puede
producir un cambio en el estado del modelo, planificar eventos para instantes futuros

y cancelar la planificacion de eventos.

A continuacion se describe una manera sencilla de programar, empleando un
lenguaje de programacién imperativo (C, FORTRAN;, etc.), el algoritmo de la si-
mulacién de un modelo de eventos discretos descrito mediante planificacion de

eventos. El programa podria constar de las rutinas siguientes:

— Rutina de inicializacion. Asigna valores iniciales a las variables de estado,
inicializa los acumuladores estadisticos y planifica eventos anadiéndolos al
calendario de eventos. Los acumuladores estadisticos son variables inter-

medias a partir de las cuales se calculan las variables de salida de la simulacién.

— Rutina de tiempo. Determina cuédl es el evento mas inminente de los plani-
ficados en el calendario de eventos y avanza el reloj de la simulacién hasta ese

mstante.

— Rutinas de eventos. Son las rutinas, una para cada tipo de evento, que

realizan el flujo de acciones asociado al evento. Entre estas acciones puede
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Rutina de INICIALIZACION
 —

Rutina de TIEMPO

y

Rutinas de EVENTOS

No

Si\l/

Rutina de INFORMES

Figura 1.5: Flujo de la simulacién de un modelo orientado a la planificaciéon de eventos.

estar modificar el valor de las variables y acumuladores estadisticos, asi como

anadir o quitar eventos del calendario de eventos.

— Rutina de informes. Al finalizar la simulacién, calcula y muestra el valor de

las variables de salida.

El programa principal controla el flujo de control de la simulacién, tal como se

muestra en la Figura 1.5.

1. Comienza la simulacion.

2. El programa principal pasa el control a la rutina de inicializacién, para que
ésta inicialice el reloj de la simulacién, las variables de estado, el calendario
de eventos y los acumuladores estadisticos. Se activa el evento “Inicio de la
Simulacién”. Como parte de las acciones asociadas a la ejecucién de este evento,
se planifican determinados eventos para su ejecucion en instantes futuros. Estos
eventos son anadidos al calendario de eventos, ordenados de menor a mayor

instante de ejecucion.

3. Una vez ejecutadas las acciones de inicializacién, el programa principal trans-
fiere el control a la rutina de tiempo. El reloj de la simulacion es avanzado
hasta el instante de ejecucién del primer evento del calendario, que es el mas

o4



INTRODUCCION AL MODELADO Y LA SIMULACION

inminente, el cual es entonces borrado del calendario. A continuacion, se activa

dicho evento.

4. El programa principal transfiere el control a la rutina correspondiente al tipo de
evento activado. Las acciones realizadas por la rutina de eventos dependen
de cada caso, pero en general la rutina actualizard las variables de estado, los
acumuladores estadisticos y anadird nuevos eventos al calendario de eventos.

También puede eliminar eventos del calendario de eventos.

Existe un evento especial, denominado “Finalizacién de la Simulacién”, que se
activa cuando se satisfacen las condiciones fijadas para la finalizacion de la
simulacién. Por ejemplo, que se alcance determinado valor del tiempo, que el
estado del sistema satisfaga determinadas condiciones, etc. Una de las acciones
asociadas al evento de finalizacion de la simulacion es el calculo de las variables

de salida de la simulacién a partir del valor de los acumuladores estadisticos.

5. Si el evento ejecutado es “Finalizacion de la Simulaciéon”; el programa principal
transfiere el control a la rutina generadora de informes. En caso contrario, el

programa principal devuelve el control a la rutina de tiempo.

6. La rutina generadora de informes muestra el valor de las variables de

salida de la simulacién.

7. Finaliza la simulacion.

Esta forma de describir los modelos de eventos discretos y de programar su algo-
ritmo de simulacion es conceptualmente sencilla cuando se aplica a modelos sencillos.
Sin embargo, este procedimiento implica describir globalmente el comportamiento
del sistema completo, lo cual resulta excesivamente complejo y es propenso a errores
cuando se aplica a la realizacion de modelos de grandes dimensiones, en los que hay

que definir muchos tipos de eventos y la relaciéon causal entre ellos.

Existen formalismos de modelado de eventos discretos que no presentan estos
inconvenientes. Un ejemplo es DEVS (Discrete EVent system Specification), que
estando basado en la planificacion de los eventos, permite describir el modelo de

manera modular y jerdrquica.

Otro ejemplo es la metodologia de modelado orientado a los procesos, que
pretende facilitar la descripcién de los modelos permitiendo que ésta se realice de
manera mas préoxima al razonamiento humano. Consiste en tomar el punto de vista
de las entidades y describir su circulacion a través del sistema y las acciones que van

realizando.
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La practica de esta metodologia de la orientacién de los procesos comenzd a
aplicarse en la década de 1970, gracias a la aparicién de lenguajes de simulacién
de proposito general para modelos de eventos discretos. Los compiladores de estos
lenguajes de simulacion traducen automaticamente la descripcion orientada a los
procesos del modelo a una descripcion orientada a la planificacion de eventos escrita
en algun lenguaje de programacion. En ultima instancia, el cédigo ejecutable de la
simulacion siempre estd orientado a la planificacion de los eventos. Algunos de estos

lenguajes de simulacién se usan todavia en la actualidad, como es el caso de GPSS,

SIMSCRIPT, SLAM, SIMAN, etc.

Hoy en dia el modelado orientado a los procesos suele realizarse empleando
entornos de simulacién, que son una capa software construida sobre un lenguaje
de simulacién a fin de facilitar la descripcion del modelo mediante interfaces de
usuario muy intuitivas, con ments, dialogos, etc. Estas herramientas son amplia-
mente empleadas en la simulacién de modelos estocasticos de sistemas logisticos
de fabricacién, almacenamiento y distribuciéon. Entre las mas populares se encuen-
tran AnyLogic, Arena, AutoMod, Enterprise Dynamics, ExtendSim, FlexSim, Plant
Simulation, ProModel, Simio, SIMULS, Witness, etc.

Estos entornos de simulaciéon permiten al usuario construir el modelo instancian-
do médulos predefinidos (pinchando y arrastrando el icono desde la libreria de médu-
los a la ventana de edicién del modelo) y conectédndolos gréficamente. La animacién
y otras capacidades graficas permiten visualizar la evolucién del modelo durante la
simulacién. La interfaz grafica de usuario del entorno de simulacion también permite
acceder a los niveles inferiores en la descripcion del modelo: a la descripcion de partes
del modelo usando el lenguaje de simulacién e incluso al lenguaje de programacion.
Ademas, algunos entornos proporcionan facilidades para el modelado estadistico
de las entradas aleatorias al modelo, para definir experimentos y problemas de

optimizacién sobre el modelo, y para analizar estadisticamente los resultados.

Con el fin de ilustrar esta metodologia de modelado, supongamos que se desea
modelar el funcionamiento de una oficina de atencién al publico en la cual trabaja
un empleado. La estructura logica del modelo es sencilla. Si llega un nuevo cliente y
el empleado esta ocupado, el cliente se pone al final de la cola con disciplina FIFO.
Si el empleado esta libre, el cliente es atendido inmediatamente. Cuando el empleado
termina de atender a un cliente, éste se marcha y comienza a ser atendido el primer
cliente de la cola. Si la cola esta vacia, el empleado permanece libre hasta la llegada

de un nuevo cliente.

Para modelar este sistema emplearemos el entorno de simulacién Arena. Toma-

remos el punto de vista de los clientes y describiremos su circulacién a través del
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sistema. Los pasos que sigue un cliente en la oficina son los siguientes: (1) llego a
la oficina; (2) me pongo al final de la cola; (3) espero hasta ser primero de la cola
y a que el empleado esté libre (si tengo suerte, el tiempo de espera serd cero); (4)
el empleado me atiende durante el tiempo que requiero; y (5) pasado dicho tiempo,

abandono la oficina.

El modelo puede describirse de manera sencilla, ya que Arena dispone de un
modulo predefinido que permite describir el proceso de llegada, otro médulo que
permite describir el proceso de atencién al cliente con su cola, y otro médulo que
permite describir que los clientes abandonan la oficina. En la Figura 1.6a se muestra
el diagrama de mdédulos del modelo con la animacion correspondiente a un cierto
instante de la ejecucion de la simulacién. El diagrama del modelo estd compuesto por
la instanciacion y conexion de los tres tipos de modulo anteriormente indicados. La
conexion entre los médulos define el flujo de los clientes en la oficina. En el preciso
instante de la simulacion mostrado en la figura habian llegado ya 109 clientes, 3
esperaban en la cola, uno estaba siendo atendido por el empleado y 105 habia
abandonado la oficina (véanse los nimeros que hay cerca de los médulos en la
Figura 1.6a).

Haciendo doble clic sobre cada mddulo del diagrama se abre un menu de con-
figuracion. En la Figura 1.6b se muestra el ment de configuraciéon del médulo que
describe la llegada de clientes (médulo de tipo Create) y en la Figura 1.6¢ el ment
del médulo que describe el proceso de atencién al cliente (médulo de tipo Process).

Arena calcula por defecto determinadas medidas estadisticas del comportamiento
del sistema, como son el tiempo medio, maximo y minimo en las colas, la ocupacién
de los recursos, etc. y permite al usuario definir sus propio calculos. Al finalizar el
experimento de simulacién Arena genera automaticamente informes en los cuales se

muestra esta informacion.

El anélisis en profundidad de las metodologias y el software de simulaciéon de mo-
delos estocasticos de eventos discretos esta fuera del alcance de este texto. Dejamos

por tanto la explicacién en este punto.

1.4.4. Automatas celulares

El autémata celular es un tipo de modelo con dos propiedades caracteristicas.
La primera es que posee una estructura regular: estd compuesto de componentes

iguales, conectados de acuerdo a un cierto patron espacial. La segunda es que el
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Figura 1.6: Modelado en Arena de la oficina atendida por un empleado: a) diagrama de médulos
del modelo; y b) y ¢) propiedades de los médulos que definen los procesos de llegada de los clientes
y de atencién a los clientes, respectivamente.
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Figura 1.7: Espacio celular unidimensional.

comportamiento de todos los componentes esta regido por el mismo conjunto de

reglas.

Este tipo de modelo fue empleado originalmente por von Neumann y Ulam para
describir la autorreproduccion de sistemas biologicos. De ahi proviene su denomi-
nacion. Cada uno de los componentes iguales que compone el autémata celular se
denomina una célula y el conjunto de células se denomina espacio celular. La dis-
tribucién espacial de las células puede ser un mallado unidimensional, bidimensional
o multidimensional, conectado de manera uniforme. Las células que influyen sobre
una cé¢lula en particular, denominadas sus vecinas, son a menudo aquellas situadas

mas cerca en el sentido geométrico.

Puede definirse un autémata unidimensional conectando las células en fila, como
se muestra en la Figura 1.7, de modo que cada célula tenga conectada una célula
a su izquierda y otra a su derecha. Supongamos que cada célula de este autéomata
unidimensional puede estar en dos estados, 0 y 1, y que recibe como entrada los
estados de las células vecinas. En este caso, hay 8 posibles combinaciones de los
valores de las 2 entradas y del estado de la célula. La tabla de transiciéon de
estados de la célula, qué describe el nuevo estado de la célula en funcién de sus
entradas y del estado actual, tendra la forma mostrada a continuacion.

Entrada Estado Entrada Estado
izquierda actual actual derecha actual | siguiente

0 ?

_ == =0 O O O
_ = O O = = O O
_ O R O B O
NI N R R S )

La cuarta columna contiene interrogaciones. Dado que dicha columna tiene 8 filas
y que la célula puede estar en 2 estados, hay 2% = 256 posibles tablas de transicién
de estados. Cada una de estas posibles tablas representa una regla. Hay, por tanto,

256 posibles reglas. El criterio para designar las reglas es el siguiente. La cuarta
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columna puede interpretarse como un ntumero binario de 8 bits, de modo que la
primera fila sea el bit menos significativo y la octava fila el mas significativo. Se
obtiene el nombre de la regla convirtiendo este niimero de decimal.

Para simular el autémata hay que asignar valor inicial al estado de cada célula
del espacio celular y aplicar el algoritmo simulador, que calcula en cada instante
el estado de cada célula a partir del estado en el instante anterior de esa célula y
de sus vecinas. Por ejemplo, en la Figura 1.8 se muestra la tabla de transicién de
estados del autéomata con regla 90 y un ejemplo de su simulacion. Para facilitar la
visualizacion del resultado de la simulacion, el estado 1 se ha representado mediante

un aspa y el estado 0 mediante un guion.

Los autématas celulares unidimensionales muestran comportamientos muy in-
teresantes y diversos. Béasicamente pueden distinguirse cuatro tipos diferentes de
comportamiento. En algunos autématas cualquier dinamica se extingue rapidamen-
te. Otros tienen enseguida un comportamiento periddico. Hay otros que muestran
un comportamiento cadtico. Finalmente, esta el tipo mas interesante de autématas:
aquellos automatas cuyo comportamiento no es peridédico ni predecible, pero que

muestran patrones regulares interesantes.

Un ejemplo interesante de autémata bidimensional es el denominado Juego de
la Vida de Conway. El juego tiene lugar en un espacio celular bidimensional, cuyo
tamano puede ser finito o infinito. Cada celda esta acoplada a aquellas que se en-
cuentran mas préximas a ella, tanto lateral como diagonalmente. Esto significa que,
para una célula situada en el punto (0, 0), sus células vecinas laterales estan situadas
en los puntos (0,1), (1,0), (0,—1) y (—1,0), y sus células vecinas diagonales estan
situadas en (1,1), (—=1,1), (1, —1) y (=1, —1), como se muestra en la Figura 1.9a. En
la Figura 1.9b se muestran las células vecinas de una célula situada en la posicion
(i,7)-

El estado de cada célula puede tomar dos valores: 1 (viva) y 0 (muerta). Cada
una de las células puede sobrevivir (estd viva y permanece viva), nacer (su estado
pasa de 0 a 1) y morir (su estado pasa de 1 a 0) a medida que el juego progresa. Las
reglas, tal como fueron definidas por Conway, son las siguientes:

1. Una célula permanece viva si tiene en su vecindad 2 6 3 células vivas.

2. Una célula muere debido a superpoblacion si hay mas de 3 células vivas en su

vecindad.

3. Una célula muere a causa del aislamiento si hay menos de 2 células vivas en
su vecindad.
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Entrada Estado Entrada Estado
izquierda actual actual derecha actual | siguiente

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 0
______________________________ X______________________________
_____________________________ X_X_____________________________
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Figura 1.8: Autémata celular con regla 90: tabla de transicién de estados (arriba) y simulacién
de un espacio celular con esa regla compuesto por 61 células (abajo).
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1 4 | ¢1,1) (0,1) 11) j+1 4 | (F13+D)f (+1) | (i+1,j+1)

0 (-1,0) (1,0) J 1 (i-1,j) (i+1,3)
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v
v
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-1 0 1 i-1 i i+1
a) b)
Figura 1.9: Células vecinas en el Juego de la Vida a la situada en: a) (0,0); y b) (4, 7).

4. Una célula muerta vuelve a la vida si hay exactamente 3 células vivas en su

vecindad.

El espacio celular recubre una region finita. Por ejemplo, el cuadrado ocupado por
N x N células, de modo que el autémata estd compuesto por N? células. Obsérvese
que debe especificarse el comportamiento de las células del borde del espacio, ya
que no poseen todos sus vecinos. Una posibilidad es asumir que las células situadas
en los bordes de la region mantienen un estado constante: por ejemplo, todas estan
muertas. Otra solucion es envolver el espacio de manera toroidal. Es decir, interpretar

el indice N también como 0.

El modelo del Juego de la Vida evoluciona sobre una base de tiempo discreto.
El tiempo avanza a pasos: 0, 1, 2, ... El juego comienza con cierta configuracion de
células vivas. A medida que la simulacién va avanzando, la forma de los grupos de
células vivas va cambiando. La idea del juego es encontrar nuevos patrones y estudiar

su comportamiento. Por ejemplo, se muestran algunos patrones en la Figura 1.10.

Un algoritmo para simular el autémata seria el siguiente. Se almacena el estado
inicial de las células en una estructura de datos. En cada instante de tiempo se
inspeccionan todas las células, aplicando la funcién de transicién de estado a cada
una de ellas, y salvando el siguiente estado en una segunda copia de la estructura
de datos. Una vez calculado el siguiente estado, éste se convierte en el estado actual

y se avanza el reloj de la simulacién un paso.

Este algoritmo que calcula el nuevo estado de todas las células en cada paso
de tiempo. Una forma de optimizarlo consiste en calcular inicamente el nuevo

estado de aquellas células cuyo nuevo estado pueda ser diferente del actual. Si el
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N

v
v
v
\

e)

Figura 1.10: Algunos patrones que aparecen en el Juego de la Vida de Conway. Los patrones a),
b) y ¢) son estables, ya que no cambian. El patrén d) es oscilante. En e) se muestra un ciclo de
patrones que se mueve.

estado de las células vecinas no cambia en el instante actual, entonces el estado de
la célula en cuestion no cambiard en el siguiente instante. Obsérvese que en esta
version optimizada del algoritmo es necesario llevar un registro de qué células son

susceptibles de cambiar de estado en la transicién siguiente.

La version optimizada del algoritmo sigue la légica siguiente. En una transicion
de estado deben senalarse aquellas células cuyo estado cambia. A continuacion, se
establece el conjunto de todas las células vecinas de aquellas. Este conjunto contiene
todas las células que pueden posiblemente cambiar su estado en el siguiente paso
de tiempo. El estado de las células no pertenecientes a este conjunto permanecera
inalterado en el siguiente paso de tiempo. De esta forma se determina el conjunto
de células que posiblemente cambiaran su estado. Para saber si cada una de ellas
efectivamente cambia de estado, es necesario evaluar su funcion de transicién de

estado.

Los automatas celulares se emplean para describir sistemas cuyo comportamiento
estd determinado por la interaccion entre sus componentes. Algunas aplicaciones son
el estudio del crecimiento de cristales, la propagacién de incendios forestales y de
manchas en el mar, las reacciones quimicas y el transporte en medios fluidos y sélidos,
el trafico de vehiculos en las ciudades, el comportamiento de colonias de seres vivos,
y el crecimiento de corales y conchas, por citar s6lo algunos ejemplos.
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1.4.5. Modelos basados en agentes

El modelado basado en agentes es una metodologia de modelado computacio-
nal desarrollada para el estudio de los sistemas complejos. En este contexto, los
sistemas complejos son aquellos que estan compuestos de multiples elementos
individuales interactuantes, de manera que el comportamiento agregado del sistema
no es una reproduccién a escala sin mas del comportamiento individual, sino que

surgen “fenémenos emergentes”.

Estos comportamientos y propiedades emergentes no pueden ser deducidas ini-
camente a partir de las propiedades individuales de los elementos, dado que su
origen se encuentra también en las interacciones entre los elementos. Las propiedades
emergentes globales, a su vez, realimentan a cada elemento individual, influyendo

sobre sus propiedades y comportamiento.

Un ejemplo de propiedad emergente es la autoorganizacion observada en algunos
sistemas, en los cuales aparecen patrones globales que son debidos a la interaccion
entre los componentes. En los sistemas complejos, el orden puede surgir sin necesidad
de que exista un director o coordinador centralizado. De hecho, en ocasiones se
observan patrones emergentes, aparentemente muy complejos, que son generados

por la aplicacion repetida al nivel individual de reglas muy simples.

A consecuencia de ello, al modelar sistemas complejos es importante distinguir
entre el comportamiento al nivel micro, del individuo, y el comportamiento al nivel
macro, global del sistema, ya que el comportamiento en ambos niveles puede ser
muy diferente. Por ejemplo, la emergencia de patrones y el orden observado al nivel
de sistema es, en ocasiones, el resultado de la aleatoriedad en el comportamiento
de los multiples elementos individuales que interaccionan en el sistema. En muchos
sistemas complejos los procesos aleatorios individuales son esenciales para la creacion

del orden observado al nivel de sistema.

El paso del conocimiento en un nivel, al conocimiento en el otro, plantea los dos
posibles problemas siguientes:

— Comprension integral. Conocido cémo se comportan los elementos indivi-
duales, el objetivo es tratar de obtener el comportamiento agregado.

— Comprension diferencial. Conocido el comportamiento agregado, el obje-
tivo es encontrar qué reglas de comportamiento individual, lo méas simples

posible, generan dicho comportamiento.
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El modelado basado en agentes consistente en describir el comportamiento de los
elementos individuales en términos de agentes y de sus interacciones. Los agentes
son objetos computacionales auténomos, con sus propiedades (variables de estado)
y reglas de comportamiento individuales, cambiantes en el tiempo. Entre las pro-
piedades de los agentes se encuentra tipicamente su apariencia grafica, de manera
que ésta, descriptiva del estado del agente, pueda visualizarse en la pantalla del
ordenador.

Las interacciones entre los agentes pueden ser muy complejas. Suponen un in-
tercambio de informacion, en base al cual los agentes pueden actualizar su estado o
realizar acciones basadas en una toma de decisién. Las reglas de comportamiento son
individuales para cada agente y pueden actualizarse a lo largo de la simulacién. Por
otra parte, el empleo de nimeros pseudoaleatorios en los algoritmos de las reglas
de decisién y las acciones, permite modelar el comportamiento aleatorio al nivel

individual.

Los agentes individuales pueden llevar un registro histérico de sus interacciones y
cambiar sus reglas de comportamiento en base a los eventos pasados. Esto posibilita
el desarrollo de modelos con agentes adaptativos, que puedan aprender y modificar

su comportamiento como resultado de la interaccién con otros agentes.

Los modelos basados en agentes permiten reproducir comportamientos que son

caracteristicos de los sistemas complejos, donde se observa que:

1. Reglas individuales sencillas pueden generar comportamientos agregados muy

complejos.

2. La aleatoriedad en el comportamiento individual puede resultar en un com-

portamiento global determinista.

3. Los sistemas puede autoorganizarse, dando lugar a patrones complejos de
comportamiento, sin necesidad de que exista un controlador o arbitro central.

En la actualidad no existe un lenguaje de modelado estandar para modelos
basados en agentes. Las diferentes herramientas proporcionan su propios mecanismos
para la definicién del modelo. Entre las herramientas gratuitas mas populares se
encuentran NetLogo, Swarm, Repast y MASON. AnyLogic es una herramienta co-
mercial (con una versién gratuita) ampliamente usada, que permite combinar el uso
de tres formalismos: modelado basado en agentes, dinamica de sistemas y simulacién

de eventos discretos.
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De los anteriores, el entorno de simulacion NetLogo es probablemente el que
cuenta con una mayor comunidad de usuarios. Fue desarrollado a finales de la década
de 1990. Su lenguaje para la descripcion de los modelos proviene de Logo, un lenguaje
de programacién disenado para ser usado por ninos. Igual que en Logo, donde
el programador dirige una tortuga para dibujar figuras geométricas, en NetLogo
el agente movil prototipo es una tortuga. El lenguaje de NetLogo fue disenado
para ser leido de manera sencilla, como si fuera pseudocédigo. Este enfoque hace
que el aprendizaje de NetLogo resulte sencillo. A continuacion, se describen muy

brevemente algunas de las caracteristicas de NetLogo.

En NetLogo existen los tipos predefinidos de agentes siguientes:

— Tortugas (turtles): agentes méviles, que pueden desplazarse por el entorno.

— Baldosas (patches): agentes que no pueden moverse y que ocupan un espa-

cio/érea en el mundo.

— Enlaces (links): agentes conexion, que enlazan dos o més tortugas.

Las tortugas son objetos puntuales. Aunque se le puede asociar una forma geo-
métrica para visualizarlas, cada tortuga esta contenida en aquella baldosa a la que
pertenecen las coordenadas del centro de la tortuga. Un baldosa puede contener

varias tortugas.

Ademsds, existe un agente de alto nivel denominado observador (observer),
mediante el cual el usuario del modelo controla la simulacion. El observador envia
comandos a los agentes, pidiéndoles que realicen calculos o acciones. También, me-
diante el observador, el usuario del modelo puede especificar la perspectiva desde la
cual quiere observar la evolucion del modelo. Por ejemplo, la vista de la simulacion
puede estar centrada en un agente especifico o puede ser la tradicional vista de
péjaro.

En NetLogo se distingue entre variables globales y variables de agente. Una
variable global tiene un 1inico valor, con independencia del agente que esté accediendo
a ella. Todos los agentes pueden acceder a la variable. En contraste, una variable de
agente tiene un valor diferente para cada agente de cierto tipo. Los diferentes tipos
de agentes tienen determinadas variables predefinidas, pudiendo el programador
declarar nuevas variables.

En NetLogo hay predefinidas acciones para los agentes. Por ejemplo, acciones

predefinidas para las tortugas son moverse hacia delante y hacia atras en el entorno,
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cambiar de direccion, morirse y crear una copia de si mismo. El programador puede

definir nuevas acciones.

Los agentes pueden agruparse en estructuras de datos, por ejemplo para facili-
tar solicitarles que realicen una determinada accién. Dos estructuras de datos son
el conjunto de agentes (agentset) y la lista (list). Los conjuntos pueden contener
tortugas, baldosas o enlaces, pero no puede mezclar diferentes tipos de agentes. El
desarrollador del modelo puede crear sus propios conjuntos y también pedir a un
conjunto que ejecute ciertos comandos. En NetLogo los elementos de un conjunto
estan ordenados aleatoriamente. Por ello, si se pide repetidas veces que un conjunto
ejecute un comando, el orden en que los agentes del conjunto ejecutaran el comando
serd cada vez diferente. Por el contrario, los agentes almacenados en una lista estan
ordenados. Si se pide que una lista ejecute un comando, los agentes de la lista lo

ejecutarian en el mismo orden en que estan almacenados en la lista.

En NetLogo pueden definirse comandos (commands) e informes (reporters), me-
diante los cuales se puede pedir a los agentes que realicen acciones o calculos,
respectivamente. Hay un buen ntimero de comandos e informes definidos por defecto
(véase la lista completa en el NetLogo Dictionary que acompana a NetLogo) y

también es posible crear otros.

Dejamos en este punto esta breve exposicion de conceptos sobre NetLogo. El
lector interesado en profundizar en la materia puede consultar el manual de usuario
y los ejemplos de cédigo proporcionados junto con NetLogo.

De la discusion anterior podria deducirse que el espacio sobre el que se mueven
los agentes debe ser una superficie o volumen discretizado espacialmente, por ejem-
plo, una superficie cubierta de baldosas. Esto no es correcto. Si bien hay modelos
basados en agentes en los cuales el espacio es discreto, también hay modelos en los
cuales el espacio es un continuo bidimensional o tridimensional, o consiste en datos

proporcionados por un sistema de informacién geografica (GIS).

Respecto a la simulacion de los modelos basados en agentes, las diferentes he-
rramientas emplean sus propias estrategias para el avance en el tiempo y para la
ejecucion de las acciones simultaneas. Dos estrategias para el avance del reloj de la

simulacién son:

— Ejecucién sincrona. Existe un tnico reloj de la simulacién y un paso de
avance en el tiempo. Cuando el reloj hace un “tic”, todos los agentes invo-
can sus reglas. Si las condiciones de las reglas son satisfechas, se produce el

comportamiento.
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— Ejecucién asincrona. Sélo los agentes que posiblemente van a realizar una
accion son invocados. En lugar de tener un paso en el tiempo constante, la

simulacién va saltando de un evento al siguiente.

Respecto al empleo de modelos basados en agentes, debe tenerse en cuenta que el
modelado basado en agentes tipicamente requiere de una gran cantidad de recursos
computacionales. Simular miles o millones de agentes es computacionalmente inten-
sivo. Es el precio que debe pagarse por obtener y almacenar informacion al nivel
del individuo. Debe por tanto sopesarse si el objetivo del estudio requiere del uso
de este tipo de modelo, o bien resulta mas adecuado emplear un modelo basado en
ecuaciones. El empleo de modelos basados en agentes estd justificado, por ejemplo,
cuando existe una gran heterogeneidad entre los agentes y esta heterogeneidad afecta

al comportamiento global del sistema.

Otra cuestion practica es la siguiente. Normalmente, cuanto mayor es el nivel
de detalle del modelo, mayor es también el niimero de sus parametros. Puesto que
la descripcién en los modelos basados en agentes se realiza al nivel del individuo,
en dichos modelos quedan expuestos parametros que quedarian ocultos, debido a
las hipétesis de modelado simplificadoras realizadas, en otros modelos basados en
ecuaciones que describieran directamente el comportamiento agregado del sistema.
Encontrar valores adecuados para estos parametros puede ser la tarea mas laboriosa
y delicada del proceso de construccion del modelo.

Por contra, dado que el modelo basado en agentes describe detalles del comporta-
miento al nivel del individuo, no requiere la descripcion del comportamiento al nivel
agregado. Esta es una ventaja, por ejemplo, en el ambito de las Ciencias Sociales,
donde frecuentemente es mas sencillo modelar el comportamiento de los individuos
que el de los grupos sociales, siendo de hecho comuinmente el objetivo del estudio

estimar éste a partir de aquel.

1.4.6. Modelos dindamicos en ecuaciones diferenciales ordinarias

Los modelos de tiempo continuo se caracterizan por el hecho de que en un
intervalo finito de tiempo sus variables pueden cambiar de valor infinitas veces
(piénsese, por ejemplo, en el volumen de liquido almacenado en un depésito). Ningin
otro tipo de modelo comparte esta propiedad.

En cualquier intervalo de tiempo de longitud mayor que cero existen infinitos
instantes de tiempo. Dado que es imposible calcular el valor de las variables del

modelo en infinitos instantes de tiempo, la simulacién de los modelos de tiempo
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Figura 1.11: Discretizaciéon temporal.

continuo se realiza aplicando algoritmos que calculan el valor de las variables del
modelo tnicamente en determinados instantes de tiempo. Se dice que se realiza una
discretizacion temporal.

La resolucién numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias se realiza apli-
cando métodos de integracion numeérica. Consideremos, por ejemplo, la ecuacion

diferencial ordinaria explicita siguiente:

X ) (1.3)
la cual describe que la variacion en el tiempo de la variable x, es decir, la derivada
de x respecto al tiempo, es una funcion f de la propia variable x y del tiempo
t. El valor de la variable z sera calculado en instantes especificos predefinidos tg,
t1, ta, ..., donde ty es el instante inicial de la simulacién (véase la Figura 1.11).
La distancia entre dos instantes consecutivos se denomina paso de integracion:
At =t;—t;_1 coni=1,2,... Como la variable x es de tiempo continuo, su evolucion

suele representarse interpolando linealmente entre los valores calculados.

Supongamos que se ha ejecutado la simulacién hasta el instante ¢;. Se conoce por
tanto xg, ..., x;, que son los valores de = en los instantes %, ..., t;. El método de

integracion tiene, en general, la forma siguiente:

Tiv1 = F{f(l‘i+1), f(l‘l), f(l‘i_l), e Ly L1, Lj—2y « - . } (]_4)

lo cual simplemente indica que el valor de la variable en el instante i + 1 (es decir,
x;11) se calcula a partir de los valores de la variable en instantes pasados z;, x;_1,
Ti_g, ..., y del valor de la derivada en ese mismo instante, f(x;;1), y en instantes

pasados f(x:), f(i1), f(@ia), ...

La diferencia entre los diferentes métodos de integracion radica en la forma de

F. Asimismo, ésta sirve de base para la clasificacién de los métodos.

69



METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

70

— Método explicito o implicito. El método de integracion es explicito si el

valor f(z;4+1) no interviene en la funcién F. En caso contrario se dice que el
método es implicito. Por ejemplo, en la Tabla 1.2 se muestran las versiones
explicita e implicita del método de Euler.

Tabla 1.2: Métodos de integracién de Euler.

Explicito Tip1 = x; + At - f(z;)

Implicito Tit1 = x; + At - f(xi+1)

Métodos de paso simple o miiltiple. Los métodos de paso simple son
aquellos en los cuales intervienen en [F' tnicamente el valor de la variable
y su derivada en un intervalo de integracién, es decir, x;, f(x;11) v f(x;).
Los métodos de paso miultiple, también llamados multipaso, son aquellos en
los cuales intervienen en F' también valores de la variable o de la derivada

anteriores al instante 1.

Orden del método. El orden de un método de integracion viene determinado
por el mayor grado del polinomio x(t) que es representado de manera exacta
por z;.

Supongamos, por ejemplo, que f tiene valor constante c. La soluciéon exacta
de la ecuacion

dz
B 1.
7 =C (1.5)
es
T=x9+cC-1 (1.6)

que es un polinomio de grado uno en ¢. Un método de integraciéon de orden
uno darfa resultados precisos. Sin embargo, el mismo método de integracion
introduciria errores si f = a + b -t. La solucién exacta a la ecuacién

dx
= bt 1.7
es un polinomio de segundo orden
1 2
x:x0+a-t+§-b-t (1.8)
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Un método de integracién de segundo orden daria en este caso resultados
precisos.

Queda fuera del alcance de este texto ofrecer una descripcion completa y ri-
gurosa de los diferentes métodos de integracion. Simplemente indicar que existen
béasicamente dos maneras de obtener expresiones adecuadas para F'.

1. Aproximar x mediante los primeros términos de una serie de Taylor. El nimero
de términos del desarrollo en serie se corresponde con el orden del algoritmo.
Este planteamiento del método da lugar, por ejemplo, a los métodos de
Runge-Kutta. En la Tabla 1.3 se muestran algunos de estos métodos. Ob-
sérvese que son métodos explicitos, de paso simple.

2. Aproximar f mediante un polinomio, usando para ello los valores de f cal-
culados en instantes pasados y, en el caso de los métodos implicitos, también
en el instante actual. Métodos de integracién de este tipo son los métodos
de Adams-Bashforth y de Adams-Moulton, los cuales se muestran en la
Tabla 1.4.

Cuanto mayor es el orden del método de integraciéon, més precisos son los
resultados obtenidos y mas réapida es la simulacion, ya que pueden emplearse mayores
valores del paso de integracion. Los métodos de integracion méas cominmente em-
pleados en Ingenieria tienen orden cuatro y cinco. Una regla practica es la siguiente:
emplear algoritmos de integracién de orden k-ésimo cuando se quiera obtener una
precision de k decimales.

El tamano del paso de integracién At debe escogerse alcanzando un compro-
miso entre precisién y carga computacional. Cuanto menor sea el valor de At, menor
es el error que se comete en el calculo de las variables del modelo, pero mayor es el

tiempo de ejecucion de la simulacion.

Un procedimiento para estimar el error cometido al escoger un determinado valor
de At es comparar los resultados obtenidos usando ese valor y los obtenidos usando
un valor menor, por ejemplo, %. Si la diferencia entre ambos resultados es aceptable
para los propositos del estudio de simulacion que se esta realizando, entonces el valor
At es adecuado. En caso contrario, se comparan los resultados obtenidos usando %

y %. Si el error es aceptable, de emplea &L, Si el error es demasiado grande, se

2
investigan los valores % y %, y asi sucesivamente.

Este procedimiento de ajuste del tamano del paso es conceptualmente muy
sencillo, sin embargo no es eficiente desde el punto de vista computacional. Por

ese motivo, los métodos numéricos de paso variable no emplean este procedimiento.
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Tabla 1.3: Algunos métodos de integracién de Runge-Kutta.

Runge-Kutta 1°" orden Tiv1 = x; + At f (24, 8)
(Euler explicito)
ki = At f(z,t)
Runge-Kutta 2° orden ko = At f(x; + ki, t; + Al
Tit1 = T;+ % (k1 + ko)
ki = At f(z,t)
ko = At-f xi—i-%,ti—i—%
Runge-Kutta 4° orden ks = At-f(a+ %2’ ti + %
ky = At- f(xz + k3, t; -I—At)
i = nt Rl

Tabla 1.4: Métodos de integracién basados en aproximaciones polinémicas. Por concision, f (x;, ;)
se representa como f;.

Orden Adams-Bashforth

1 Tip1 =x; + At f;
2 v =mi+ 5 (3 fi— fis)
3 wp=ai+ 4y (23 fi =16 fii+5 fia)
(55 - fi =59 fii1 +37- fia—9- fi_3)
Orden Adams-Moulton

At
4 Tiy1 = Ti + 5

Tip1 =z + At - fip

Tiv1 = T + % “(fig1 + fi)

T =@+ 55 - (5 fir1 +8- fi = fin1)

Tip1 =2+ 51 (9 firr +19- f; =5+ fio1 + fio2)

=~ W N =
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Tabla 1.5: Método de Runge-Kutta-Fehlberg (4°-5° orden).

]{51 = At-f(xi,ti)
ke = At- f(:c+ t+At)

]{53 = At- f(.T +32 ]{51+32 k‘g,t +8 At)

1932 7200 7296 12
ko = At f(x + 2197 - K1 — 9707 - k2 + 9197 K3, ti + 13 At)
ks = At-f(zi+ 32k —8 ky+ B0 kg — B ky,ti + At)
ke = At-f(zi— g5k +2 ko — 3555 - ks + o - ka

11 At
0 ks ti+5)

1408 2197
4° orden i1 = x;+ 216 K1+ 5565 k3t foa ke —

50 6656 28561 7. 9 | 2
orden i1 = + 55 - k1 + Teg5 - ks + Soqgg  ka— 55 ks + & - K

Un procedimiento mas eficiente es emplear dos algoritmos de integraciéon, uno
de mayor precisién (mayor orden) que el otro, y de modo que el de menor precisién
esté embebido en el de mayor. La diferencia entre los resultados obtenidos con el
algoritmo de mayor orden y el de menor orden puede considerarse una estimacion

del error cometido con el algoritmo de menor orden.

La estrategia anterior puede emplearse para programar un algoritmo de inte-
gracion de paso variable: a cada paso de integracion se estima el error cometido y
si excede el maximo permitido se vuelve atras, reduciendo el tamano del paso de
integracion. El algoritmo incluye también una estrategia para aumentar el tamano
del paso de integracion. Por ejemplo, se dobla su valor cuando el error estd por
debajo de cierto limite durante un determinado ntmero de pasos de integracién

consecutivos.

Por ejemplo, el método de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) es un método
de cuarto orden embebido en uno de quinto orden (véase la Tabla 1.5). El error
cometido al aplicar el método de cuarto orden se obtiene restando las funciones paso
de ambos métodos. El método pueden programarse con paso variable: el algoritmo
de integracion va estimando el error cometido, y reduce o aumenta en consecuencia

el tamano del paso de integracion.

Los métodos BDF (Backward Differentiation Formula) tiene la siguiente fun-
cion de paso:

Tip1 = Zak T+ Po - f(@ig1, tiyr) - AL (1.9)
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donde ¢ es el orden del método, v ay, [y son constantes que dependen del orden
y que han sido seleccionadas de manera que el algoritmo resultante tenga buenas
propiedades. Al inicio de la simulacion sélo se conoce el valor inicial, xg, con lo
cual el algoritmo arranca con la funcién de paso de orden uno. Al irse calculando la
solucién en sucesivos instantes de tiempo, puede irse incrementando el orden. Puesto
que el método ajusta también el paso de integracion, se trata de un método de paso
y orden variables.

1.4.7. Modelos hibridos

Los modelos hibridos combinan la descripcién de comportamiento de tiempo
continuo y de eventos discretos. La parte de tiempo continuo es modelada empleando
ecuaciones algebraicas y diferenciales ordinarias, y la parte de eventos discretos

empleando ecuaciones en diferencias.

La simulacion de modelos hibridos se realiza empleando algoritmos especificos,
que combinan la resolucion numeérica del modelo de tiempo continuo, con la deteccion
y ejecucion de los eventos discretos. El estado de un modelo hibrido evoluciona
mediante el cambio continuo de sus variables de estado de tiempo continuo, y
mediante cambios instantaneos en su estado total, de tiempo continuo y discreto,
llamados eventos. La descripciéon de un evento consta de dos partes:

1. La condicién de disparo, también llamada condicion de activacién o sim-
plemente condicién del evento. Dependiendo de su condicion de activacion,

los eventos se clasifican en eventos en el estado y en el tiempo.

— Eventos en el estado son aquellos cuya condicion es funcién de variables

de tiempo continuo del sistema.

— Eventos en el tiempo son aquellos cuya condicion no depende de
variables de tiempo continuo. La condicién puede depender del tiempo

y de variables de tiempo discreto.

2. La accidn a realizar cuando se dispara el evento. Esta tipicamente consiste en
producir un cambio instantaneo en el estado total del modelo o en cambiar el
conjunto de ecuaciones que describen el comportamiento del modelo. Se dice
que un modelo tiene estructura variable cuando su descripciéon matemati-
ca puede cambiar durante la simulacién (esto se explicara con detalle en el
Tema 4).
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[ Solucion del modelo en]

el instanteinicial

Método deteccion eventos

“| (p.e., comprobarinvariantes) J‘
No Si
A 4 A 4
Soluciénde la parte de tiempo continuo Determinacién precisa del instante de
del modelo hasta el siguiente instante de disparo, ejecucion del evento y solucién
evaluacién (algoritmo solucidon DAE) del problema de reinicio
No Si
< Fin simulacién?

Figura 1.12: Algoritmo para la simulacién de modelos hibridos.

Los instantes en que se satisfacen las condiciones de los eventos en el tiempo
pueden planificarse con antelacién. La gestién de este tipo de evento puede realizarse

empleando un calendario de eventos, como se explico en la Seccion 1.4.3.

Por el contrario, en general no es posible planificar los eventos en el estado.
La deteccion de los eventos en el estado debe realizarse durante la resoluciéon del
problema de tiempo continuo. Para ello, la condiciéon de disparo de cada evento en
el estado se expresa como una expresion booleana denominada funcién invariante,
de tal manera que en el preciso instante en que se satisface la condicion de evento
la funcion invariante asociada pasa de valer true a valer false. Asi pues, durante la
solucion del problema continuo se examinan las funciones invariantes. Si alguna pasa
de true a false se suspende la solucién del problema continuo y se ejecuta el evento

correspondiente.

En la Figura 1.12 se muestra un algoritmo para la simulaciéon de modelos hi-
bridos. Puede observarse que el problema de la simulacion de modelos hibridos se
descompone tres subproblemas:

1. Resolucion del problema de tiempo continuo.

2. Deteccion de los eventos y estimacion del instante de disparo.
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3. Solucién del problema de reinicio.

La resolucion del problema de tiempo continuo se realiza aplicando méto-
dos numéricos de integracion, y de resolucion de sistemas simultaneos de ecuaciones
lineales y no lineales. El objetivo es calcular la evolucién de las variables de tiempo
continuo. Durante la resolucién del problema de tiempo continuo, el valor de las

variables de tiempo discreto es conocido y se mantiene constante.

La resolucién del problema de tiempo continuo va avanzando a saltos en el eje
temporal, cuya longitud viene determinada por el tamano del paso del método de
integracién At. Una vez evaluadas las variables de tiempo continuo en el instante
t;, se evalian los invariantes. Si alguno de ellos vale false, es indicacion de que la
condicién de disparo del evento asociado se verifica en algin instante del intervalo
definido por el tltimo paso de integracién, (¢;_1,t;]. Se inicia entonces un proceso
iterativo para determinar de manera precisa en qué instante, dentro del ultimo paso
de integraciéon, se produce el cambio en el valor del invariante. Este proceso se

denomina localizacion del evento.

Una vez acotado dentro de un pequeno intervalo (la longitud méxima de dicho
intervalo es un parametro numérico que determina la precisién en la localizaciéon
de los eventos) el instante en que se produce el cambio en el valor del invariante,
se retrocede el reloj de la simulacién hasta el extremo derecho de dicho intervalo
y en ese instante de tiempo se resuelve el modelo, incluyendo las ecuaciones que
describen las acciones asociadas al evento o eventos disparados. La ejecuciéon de un
evento conlleva en general cambios en los valores de variables de tiempo continuo y

de tiempo discreto. Se denomina a esto la solucién del problema de reinicio.

A continuacién se vuelven a evaluar los invariantes. En ocasiones la solucion del
problema de reinicio puede no satisfacer (hacer true) uno de los invariantes, con
lo cual se dispararia el evento correspondiente. De esta manera, se van disparando
eventos en secuencia hasta que todos los invariantes son satisfechos, reiniciandose
entonces la solucién del problema continuo, tomando como valor inicial el estado

tras el evento.

En el Tema 4 se explicarda con mas detalle el algoritmo de simulacién de modelos
hibridos, con lo cual en el este punto el objetivo es tinicamente entender el concepto
general. Dejamos ahora de lado los aspectos relativos a la simulacién, a fin de explicar
muy brevemente algunos aspectos relativos al modelado.

Existe gran variedad de entornos (herramientas software) y lenguajes desarrolla-
dos para el modelado de sistemas hibridos. En general, pueden englobarse en uno

de los dos tipos siguientes:
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1. Entornos de simulacion, que facilitan el modelado basado en diagramas
de bloques. Este paradigma de modelado permite realizar una descripcién
modular y jerarquica de la representaciéon matematica del modelo. El desarro-
llador del modelo debe manipularlo y expresarlo de manera que quede definido
explicitamente qué variable debe evaluarse de cada una de las ecuaciones del
modelo. Dos ejemplos de entorno de simulaciéon para modelos hibridos son
Matlab/Simulink y Scilab/Scicos.

2. Lenguajes de modelado orientado a objetos, que facilitan describir el
modelo simplemente escribiendo sus ecuaciones. Las herramientas software
que soportan estos lenguajes, denominadas entornos de modelado, son las
encargadas de decidir qué variable se evalia de cada ecuacion, y de ordenar y
manipular el modelo de manera que éste pueda ser resuelto numéricamente. El
hecho de que el desarrollador del modelo quede liberado de realizar esas tareas
agiliza enormemente el desarrollo y modificacion de los modelos, y posibilita
su reutilizacion. Dos ejemplos de lenguajes de modelado orientado a objetos

son Modelica y EcosimPro.

En este texto nos enfocaremos en la metodologia del modelado orientado a
objetos, empleando el lenguaje Modelica. Volveremos sobre ello en el Tema 2.

1.4.8. Modelos en derivadas parciales

Las ecuaciones en derivadas parciales (PDE) se emplean en la descripcion de pro-
cesos que suelen estar distribuidos en el espacio y en el tiempo. Es decir, problemas
donde existe una funcion desconocida cuyos valores se desea calcular y esta funcién
depende de més de una variable. Las variables de las que depende la funcién las

denominamos variables independientes.

Por ejemplo, supongamos que deseamos conocer la distribucién de temperatura
a lo largo de una varilla. Nuestra funciéon desconocida es la temperatura (7') y esta
temperatura va a depender del instante de tiempo (¢) y de la posicién (z,y, z). Para

obtener la temperatura, 7'(t, z,y, z), tendremos que resolver una PDE.

Por otro lado, cuando esta funcién desconocida depende de una tnica variable,
el problema se describe mediante ODE. En el caso de los sistemas dinamicos, esta
variable independiente es el tiempo y los problemas se describen mediante ODE en

el tiempo.
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Las PDE se usan, por ejemplo, para describir la propagacion del sonido, la pro-
pagacion del calor, procesos de electrostatica, electrodindamica, dindmica de fluidos,
elasticidad, etc. Algunos de estos problemas seran estudiados en el Capitulo 5. En
esta seccién se define la notacion matematica que se va a emplear a lo largo de este
libro para expresar las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Se describen
las caracteristicas, los tipos (lineal o no lineal, homogénea o inhomogénea) y el grado
de las PDE. También se explica un método numérico para resolver PDE: el método

de las lineas.

Una ecuacién diferencial para la funcién u(zy, xo, ..., ,,) se puede expresar de

la forma general siguiente:

0 0 0? 0?
F vy Ty U, ey , ey sy | =10 1.10
(l'l, » Ty U &xlu &xnu axlﬁxlu 8:p16x2u ) ( )
donde F' es una funcién de u y de las variables independientes x4, ..., z,.

También es muy frecuente usar una notacion de subindices para indicar las deri-
vadas parciales. Esto es, siguiendo la notacion de subindices las derivadas parciales

de u(z,y) se expresan del siguiente modo:

Ju
= — 1.11
Uy o (1.11)
u, = g—z (1.12)
0*u d (0Ou
= =— | =— 1.1
Hay oyor Oy (83:) (1.13)

Para especificar que la derivada parcial de la funcién u(z,y) se estd evaluando
en un punto (zo,yo), vamos a emplear la siguiente notacién a lo largo del libro:

ou(zo, yo)
e (1.14)
ou(zo, yo)
78y (1.15)
azu(an yO)
— 7 1.1
Oyox (1.16)
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También es comun encontrar la siguiente notacién para expresar el punto donde

se evaluan las derivadas:

du(x,y)

1.1
8.% Zo,Yo ( 7>
du(x,y)

1.18
W apyo -
PPu(x,y)

1.19
0yox o0 ( )

Dependiendo del nimero de variables independientes que tenga la funcién desco-
nocida u, la ecuacion serd diferencial ordinaria (ODE) o diferencial parcial (PDE).
El orden de la derivada mas alta en una ecuacién diferencial sera el orden de la
ecuacion. La mayor parte de las ecuaciones que se emplean en ciencia e ingenieria
son de primer y de segundo orden. A continuacion se dan ejemplos de ambos tipos
de ecuaciones.

En una ecuacién diferencial ordinaria (ODE), la funcién desconocida u tiene
una unica variable independiente y sélo existen derivadas simples en la ecuacién. Las
soluciones de las ODE son funciones de la variable independiente. La solucién general
de una ODE de orden m contendra m constantes arbitrarias. Para obtener la solucion
de la ODE necesitaremos especificar condiciones iniciales para asi determinar el valor
de dichas constantes. En consecuencia, el nimero de condiciones iniciales dependera
del grado de la ODE. Asi, en una ODE de orden m necesitaremos especificar m

condiciones iniciales. Las siguientes ecuaciones son ODE:

du 5. (1.20)
dt
Fu oodu o (1.21)
dx? dx '

La Ec. (1.20) es una ODE de primer orden cuya variable independiente es t, es
decir, u = u(t). La solucién general de esta ecuacién es u(t) = Cy - e**, donde C)
es una constante arbitraria. Par obtener el valor de C'; debemos proporcionar una

condicién inicial. Esta condicién inicial puede ser el valor de u en t = 0, es decir,
u(t =0).
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La Ec. (1.21) es una ODE de segundo orden cuya variable independiente es x, es
decir, u = u(z). La solucién general de esta ecuacién es u(z) = Cy - e @ + Cy - 727,
donde C7 y C5 son constantes arbitrarias. Para determinar el valor de estas dos

constantes debemos dar dos condiciones iniciales.

En una ecuacién diferencial parcial, también denominada ecuacién en de-
rivadas parciales (PDE), la funcién desconocida w tiene dos o més variables
independientes. A continuacion se dan tres ejemplos de PDE.

w =0 (1.22)
OPu(z,t)
_ 1.2
Ox0t s (123)
0*u(z, ou(z,

La Ec. (1.22) es una PDE de primer orden con variables independientes ¢ y
x. La solucién general de esta ecuacion puede obtenerse integrando respecto a
x. Realizando la integracién obtenemos u(x,t) = f(t), donde f(t) es cualquier
funcion arbitraria de t. Obsérvese que mientras la solucién general de ODE contienen
constantes arbitrarias, la solucién general de PDE contienen funciones arbitrarias
de las variables independientes.

La Ec. (1.23) es una PDE de segundo orden con variables independientes t y
x. La solucién general de esta ecuacién puede obtenerse integrando respecto a x
y a t. Integrando con respecto a t tratando a x como una constante obtenemos
Qu — 3-t+ f(x), donde f(z) es una funcién arbitraria de . Después integramos con
respecto de z tratando a t como constante y obtenemos u(z,t) = 3-z-t+ F(x)+g(t).
Donde F(z) = [ f(z)-dx y donde g(t) es una funcién arbitraria de ¢. Como f(z)

es una funcién arbitraria de x, también lo es F(x).
La Ec. (1.24) es una PDE de segundo orden con variables independientes = e y.

Una solucién de una PDE generalmente no es tnica, de tal forma que se tienen
que proporcionar condiciones adicionales de contorno capaces de definir la solucion
de forma unica. Por ejemplo, en el caso de la PDE (1.22) la funcién f(t) puede
determinarse si u se especifica sobre la linea = 0. En el Capitulo 5 se explicaran
con mas detalles qué son y cuales son los tipos de las condiciones de contorno mas

comunes.
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Para que la ecuacién diferencial sea lineal, tanto la funciéon desconocida u como
sus derivadas deben aparecer sin multiplicarse, no han de estar elevadas a potencias
distintas de 1 6 0, y no deben aparecer como argumentos de funciones no lineales

(funciones trigonométricas, exponencial, logaritmos, etc.)

Por ejemplo, la forma general de una PDE lineal de segundo orden de dos

variables independientes es la siguiente:

0%u 0%u 0%u
an(%?J)'@Jram(%y)'m*‘am(%y)'a—zﬂ
o) P s o) ety
1 Y a[L‘ 2 Y ay 0 Y - Y

Una ecuacién diferencial lineal es homogénea si la funcion cero es una solucion

de dicha ecuacion. En caso contrario, se dice que la ecuacién es inhomogénea.

Las ecuaciones homogéneas cumplen una propiedad importante: dadas dos solu-
ciones u y v de la ecuacion diferencial lineal homogénea, una combinacion lineal de

las soluciones es también solucién de la ecuaciéon. Es decir,

a-u+p-v (1.26)

donde o y B son cualquier niimero real, es solucién de la ecuacion.

Podemos expresar la ecuacion diferencial lineal agrupando todos los términos que
involucran la funciéon desconocida de la ecuacién diferencial lineal en el lado izquierdo
de la ecuacion y todos los términos que no involucrar la funcién desconocida en el
lado derecho. Para una ecuacion expresada de este modo, la ecuacion es homogénea

si y solo si el lado derecho de la ecuacién es idéntico a cero.

Por ejemplo, para que la PDE (1.25) sea homogénea f(x,y) ha de ser cero. La

ecuacion

% —3-u(z,y) =sen(2-7-x) (1.27)

es una PDE lineal, de primer orden, no homogénea.

Un método para resolver numéricamente una PDE es el método de las lineas
(MOL). Este método consiste en convertir la PDE en un conjunto equivalente de
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ecuaciones diferenciales ordinarias, que son entonces resueltas empleando métodos

numéricos para ODE.

Por ejemplo, consideremos la siguiente PDE:

ou(z,t) PPu(x,t) B 02 <1
5 —b W—f(x) en () = x’t'OStST (1.28)

donde €2 es el dominio donde esté definida la PDE. Esta PDE tiene una condicion
inicial (en t = 0) dependiente de x, y condiciones de contorno (en z =0y z = 1)

dependientes del tiempo:

u(x ; 1,t) = as(t (1.29)

~—

donde ug(x) es una funcién conocida de z, y a3 y s son funciones conocidas
dependientes de t. Veamos como llegar al conjunto de ODE equivalente aplicando el
MOL.

1. El primer paso consiste en realizar una discretizacion espacial del dominio 2.

Para ello, definimos en el dominio €2 los N + 1 puntos x; siguientes:

' =0,1,...,.N
x=1-Ax con ! L (1.30)
Ax =N

Se desean conocer los valores de la funcién u(x,t) en los puntos x;. Denomi-
namos a estos valores u;(t), donde u;(t) = u(x;,t),ei=0,...,N.

2. El segundo paso consiste en eliminar las derivadas espaciales de la ecuacion.
Para ello, se sustituye la derivada parcial de v de segundo orden respecto a x
por una aproximacién en diferencias finitas. Escogemos la siguiente aproxima-

cion:

Pu(r;)  wig — 2w+ Ui

e A + 0 (Az?) (1.31)

Reemplazando la derivada espacial de u por la anterior aproximacién, obtene-

mos las N — 1 ecuaciones siguientes:
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pm :b-\ A2 J+fl- coni=1,...,N—1 (1.32)
32;(;,,5)
dz2
con las condiciones de frontera:
Ug = 1 (t) unN = Oég(t) (133)

Esto puede ser escrito en forma matricial como

Uy -2 1 0o --- 0 Uuq
d U9 b 1 —2 1 0 0 U9
dt T Ax? ’
UN—2 0 0 1 —2 1 UN-—2
UN-—1 0 <o 0 1 -2 UN_1
it b.al(;) (1.34)
Az
f2
+ :
SN2
-1+ b'ﬁjf!’
es decir,
du (t
‘;lf ) _ A u(t) +s(t) (1.35)

Hemos pasado de tener un sistema descrito por una ecuacién en derivadas parcia-

les con derivada parcial de primer orden en ¢ y derivada espacial de segundo orden en

x, a tener un sistema de N — 1 ecuaciones diferenciales ordinarias con derivadas en .

Este sistema puede ser resuelto por cualquier método de integracién para problemas

de valor inicial como los mostrados en la Secciéon 1.4.6.

La estabilidad numérica de la integracion depende de los autovalores de la matriz

A que resulta de la discretizacion espacial. Para este ejemplo, los autovalores varian

entre 0y — (4 - a/Az?). A medida que el valor de Az tiende a cero, el sistema puede

tener autovalores con ordenes de magnitud muy diferentes, pudiendo llegar a ser

rigido (stiff).
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