Indice

1. Introduccion al R 15
1.1. Introduccién. . . . . . . . .. ... 15
1.2. El editor de objetos R . . . . . .. ... o L 18
1.3. Datosen R . . . . . . . ... 19

1.3.1. Vectores . . . . . . . . . e 20
1.3.2. Factores . . . . . . . . . ... 21
1.3.3. Matrices . . . . . . . .o 22
1.3.4. Estructuras dedatos . . . . .. ... ... ... ..... 25
1.3.5. Listas . . . . . . . . . 26
1.3.6. Nombres a las filas y columnas de matrices y vectores . 27
1.4, Graficos . . . . . . . 27
1.4.1. Funciones graficas de alto nivel . . . . . . ... ... .. 27
1.4.2. Funciones graficas de bajonivel . . . . . .. . ... ... 30
1.5. Otras cuestiones . . . . . . . . . . ... 30
1.6. Interfaz . . . . . . . . . ... 30
1.7. Modificar y Crear Funciones . . . . . . . . .. .. ... ..... 31
1.8. Libreriasde R . . . . . . . ... .. ... .. ... 34
1.9. Lecturas Recomendadas . . . . . ... ... ... ........ 36

2. Estadistica Descriptiva 37

2.1. Introduccién a la Estadistica . . . ... ... ... ... .... 37
2.1.1. Poblacién e individuo . . . ... ... ... ... .... 38
2.1.2. Muestras aleatorias . . . . . . . .. ... ... ... ... 39
2.1.3. Variable aleatoria y Modelo probabilistico . . . . . . . . 40
2.1.4. Diferentes Estadisticas . . . . . . . ... ... .. .... 41

2.2. Conceptos fundamentales de la Estadistica Descriptiva . . . . . 42

2.3. Distribuciones unidimensionales de frecuencias . . . . .. . .. 45

7



2.3.1. Representaciones graficas de las distribuciones unidimen-

sionales de frecuencias . . . . . . .. ... ... ... .. 49
2.3.2. Medidas de tendencia central de caracteres cuantitativos 57
2.3.3. Medidas de dispersién . . . . . ... ..o 64
2.3.4. Medidas de asimetria.. . . . . . . .. ... ... ... .. 67
2.3.5. Medidas de posicién y dispersiéon con R . . . . . . . .. 68
2.4. Distribuciones bidimensionales de frecuencias . . . . . . . . .. 70
2.4.1. Representaciones graficas de las distribuciones bidimen-
sionales de frecuencias . . . . . . .. ... ... ... .. 74
2.4.2. Ajuste por minimos cuadrados . . . . .. ... ... .. 78
2.4.3. Precisién del ajuste por minimos cuadrados . . . . . . . 81
2.5. Ejercicios de Autoevaluacién . . . . . .. ... ... 84
2.6. Lecturas Recomendadas . . .. ... ... ... ......... 86
. Probabilidad 87
3.1. Introduccién. . . . . . . . .. ... 87
3.2. Espacio Muestral . . . . ... ... ... ... L. 89
3.3. Conceptos de Probabilidad . . ... ... ... .. ....... 91
3.4. Propiedades elementales de la Probabilidad . . . .. ... ... 93
3.5. Asignacién de Probabilidad en espacios muestrales discretos . . 96
3.6. Modelo Uniforme . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 97
3.7. Probabilidad condicionada . . . . . . . ... ... ... ... .. 100
3.8. Independencia de sucesos . . . . . . ... ... ... ... 101
3.9. Teorema de la Probabilidad Total . . . . . . . .. ... ... .. 101
3.10. Teorema de Bayes . . . . . . .. .. ..o 102
3.11. Ejercicios de Autoevaluaciéon . . . . . . .. ... ... .. ... 103
3.12. Lecturas Recomendadas . . . . . ... ... ... ... ..... 104
. Modelos Probabilisticos 105
4.1. Introduccidn . . . . . . . . ... 105
4.2. Distribuciéon de Probabilidad . . . . . . .. ... ... ... .. 106
4.2.1. Funciones bésicas de R en Probabilidades . . . . . . .. 112
4.3. Variables aleatorias multivariantes . . . . ... ... ... ... 113
4.4. Modelos unidimensionales discretos . . . . . . . . ... ... .. 114
4.4.1. Distribucién Binomial . . . . . ... .. ... ... ... 114
4.4.2. Distribucién de Poisson . . . . . ... . ... L. 117
4.4.3. Distribucién Geométrica . . . . . . . . . ... ... 119
4.4.4. Distribuciéon Hipergeométrica . . . . . . . . . ... ... 120
4.4.5. Distribuciéon Binomial Negativa . . . . . . . .. .. ... 121
4.5. Modelos unidimensionales continuos . . . . ... ... ... .. 122
4.5.1. Distribucién Normal . . . . . . .. .. . ... ... ... 122
4.5.2. Distribucién Uniforme . . . . . .. .. .. ... ... .. 126

8



4.5.3. Distribucién Beta . . . . . . . ..o 126

4.5.4. Distribuciones Gamma y Exponencial . . . . ... ... 127
4.5.5. Distribuciéon de Cauchy . . . . . .. .. ... ... ... 127
4.6. Modelos bidimensionales . . . . . . .. ... .. ... ...... 127
4.6.1. Distribuciéon Normal bivariante . . . . . ... ... ... 128
4.7. Teorema Central del Limite . . . . . .. .. ... ... ..... 128
4.8. Ejercicios de Autoevaluacion . . . . . . ... ... .. ... .. 132
4.9. Lecturas Recomendadas . . . .. ... ... ... ... ..... 133
. Estimadores. Distribucién en el muestreo 135
5.1. Introduccién. . . . . . . . . ... 135
5.2. Método de la maxima verosimilitud . . . . . . . ... ... ... 138
5.3. Distribuciones asociadas a poblaciones normales. . . . . . . . . 141
5.3.1. Distribucién x? de Pearson . . . .. .. ... ...... 141
5.3.2. Distribucién ¢ de Student . . . . ... ... ... 144
5.3.3. Distribucién F' de Snedecor . . . .. ... ... ... .. 146
5.4. Estimacién de la media de una poblacién normal . . . . . . .. 149

5.5. Estimacién de la media de una poblaciéon no necesariamente
normal. Muestras grandes . . . . . . .. ... ... 150
5.6. Estimaciéon de la varianza de una poblacién normal . . . . . . . 153

5.7. Estimacion del cociente de varianzas de dos poblaciones norma-
les independientes . . . . .. ..o L oo 154

5.8. Estimacién de la diferencia de medias de dos poblaciones nor-
males independientes . . . . . . .. ... 156

5.9. Estimaciéon de la diferencia de medias de dos poblaciones inde-
pendientes no necesariamente normales. Muestras grandes . . . 159
5.10. Datos apareados . . . . . . ... L Lo 160
5.11. Tamano muestral para una precision dada . . . . . . . .. ... 161
5.12. Ejercicios de Autoevaluacién . . . . . ... ... ... L. 162
5.13. Lecturas Recomendadas . . . . . . . ... ... ... ...... 164
. Intervalos de confianza 165
6.1. Introduccion. . . . . . . . . .. ... .. 165
6.1.1. Calculo de Intervalos de Confianza con R . . . . . . .. 168

6.2. Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal . 170
6.3. Intervalo de confianza para la media de una poblacién no nece-

sariamente normal. Muestras grandes . . . . . . .. .. .. ... 172
6.4. Intervalo de confianza para la varianza de una poblacién normal 175
6.5. Intervalo de confianza para el cociente de varianzas de dos po-

blaciones normales independientes . . . . . . . ... ... ... 177
6.6. Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos po-
blaciones normales independientes . . . . . .. .. .. .. ... 178

9



6.7. Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos po-
blaciones independientes no necesariamente normales. Muestras

grandes . . ... oL 181
6.8. Intervalos de confianza para datos apareados . . . .. .. ... 182
6.9. Ejercicios de Autoevaluacién . . . . . ... ... L. 184
6.10. Lecturas Recomendadas . . . . . . . .. .. ... ... ..... 185
. Contraste de hipotesis 187
7.1. Introduccién y conceptos fundamentales . . . . . . .. ... .. 187

7.2. Contraste de hipotesis relativas a la media de una poblacién
normal . . . . ... L 197

7.3. Contraste de hipétesis relativas a la media de una poblacién no
necesariamente normal. Muestras grandes . . . . . . ... ... 201

7.4. Contraste de hipdtesis relativas a la varianza de una poblacién
normal . . . . ... 210

7.5. Contraste de hipdtesis relativas a las varianzas de dos poblacio-
nes normales independientes . . . . . ... ... ... 214

7.6. Contraste de hipdtesis relativas a la diferencia de medias de dos
poblaciones normales independientes . . . . . . ... ... ... 219

7.7. Contraste de hipétesis relativas a la diferencia de medias de dos
poblaciones independientes no necesariamente normales. Mues-

tras grandes . . . . ... Lo 227

7.8. Contrastes de hipotesis para datos apareados . . . . ... ... 234
7.9. Ejercicios de Autoevaluacién . . . . .. ... .. .. ... ... 235
7.10. Lecturas Recomendadas . . . . . ... .. ... ... .. .... 236
. Contrastes no paramétricos 237
8.1. Introduccién . . . . . . . ... 237
8.2. Pruebas x2 . . . . . ... 237
8.2.1. Pruebas x>con R . .. .. ... ... ... ....... 239
8.2.2. Contraste de bondad del ajuste . . . . .. ... .. ... 240
8.2.3. Contraste de homogeneidad de varias muestras . . . . . 249
8.2.4. Contraste de independencia de caracteres . . . . . . . . 253

8.3. Tests relativos a una muestra y datos apareados . . . . . . . .. 258
8.3.1. El contraste de los signos . . . . .. ... ... .. ... 258
8.3.2. El contraste de los rangos signados de Wilcoxon . . . . 263

8.4. Tests relativos a dos muestras independientes . . . . . . . . .. 268
8.4.1. El contraste de Wilcoxon-Mann-Whitney . . . .. ... 268
8.4.2. El contraste de la Mediana . . . . . .. ... ... ... 272

8.5. Ejercicios de Autoevaluacién . . . . . ... ... L. 275
8.6. Lecturas Recomendadas . . . . ... .. .. ... ... ..... 276



9. Analisis de la Varianza 277

9.1. Introduccidn. . . . . . . . . ... 277
9.2. Anélisis de la Varianza para un Factor: Diseno Completamente
Aleatorizado . . . . . . . ... 278
9.3. Anélisis de la Varianzacon R . . . . . ... ... ... ... .. 283
9.4. Andlisis de las condiciones . . . . . ... .. 284
9.5. Comparaciones Multiples . . . . . . .. ... ... ... ... 287
9.6. Comparaciones Multiplescon R . . . . . .. .. ... ... ... 289
9.7. Ejercicios de Autoevaluacién . . . . . ... ... L. 290
9.8. Lecturas Recomendadas . . . . . ... ... ... ... ..... 292
10.Regresion Lineal y Correlacion 293
10.1. Introduccidon . . . . . . ..o 293
10.2. Modelo de la Regresién Lineal Simple . . . . .. ... ... .. 295
10.2.1. Interpretacion de los coeficientes de regresion . . . . . . 297
10.3. Contraste de la Regresiéon Lineal Simple . . . . . . .. ... .. 298
10.3.1. Analisis de la variacion explicada frente a la no explicada
por la recta de regresiéon . . . . . . ... ... 299
10.3.2. Contraste de hipétesis para 31 . . . . . . . . . ... .. 302
10.4. Regresién Linealcon R . . . . . . . ... . ... L. 304
10.5. Correlacién Lineal . . . . . .. .. oo oL 306
10.5.1. Estimacién por puntode p . . . . . .. . ... ... 306
10.5.2. Contraste de hipdtesis sobre p. . . . . . . ... ... .. 307
10.6. Modelo de la Regresion Lineal Multiple . . . . . ... ... .. 308
10.6.1. Contraste de la Regresion Lineal Multiple . . . . . . . . 310
10.7. Ejercicios de Autoevaluaciéon . . . . .. ... ... ... .... 312
10.8. Lecturas Recomendadas . . . . .. ... ... .. ... ... .. 313
Bibliografia General 315
Soluciones a los Ejercicios de Autoevaluacion 317
Obtencién de R 321

11



106 Estadistica Bésica con R

4.2. Distribucion de Probabilidad

Supongamos una poblacién constituida por 50 millones de individuos. Co-
mo estudiamos en el capitulo anterior, la seleccién aleatoria de los individuos de
esta poblacién puede formalizarse, a Nivel I, mediante un espacio probabilisti-
co (2, A, P) en el que el espacio muestral esté constituido por los individuos
de la poblacion

Q= {wl = Abad Abad, -+, W50,000,000 = Zurdo Zamora}

y tal que sobre el conjunto A de los sucesos esté definida una probabilidad
P, de forma que todos los sucesos elementales sean equiprobables: Modelo
Uniforme.

Habitualmente estaremos interesados en alguna caracteristica de la pobla-
cién mas que en la poblacién misma. Asi, es habitual desear conocer el peso
medio de la poblacion o la estatura media, etcétera, interesandonos, por tanto,
no los individuos w;, sino una funcién suya X (w;) como por ejemplo su peso.

Es decir, habitualmente estaremos interesados no en el espacio probabilisti-
co, sino en una transformacién suya (el Nivel II), tal que no sélo nos dé los
valores de la caracteristica en estudio para los individuos de la poblacién,

X:0—R

sino que conserve la probabilidad P, aglutinando la nueva Px las probabi-
lidades de los sucesos elementales w; a los que corresponda el mismo valor
mediante X,

Px(A) = PlweQ: X(w) € A} = P{X1(A)}.

Asi por ejemplo, si en la poblacién existiesen 20 millones de individuos con
un peso entre 60 y 75 kilos, la transformacién X debe ser tal que

PxA{[60, 75]} = P{w € Q: 60 < X(w) < 75} = g

La funcién X recibe el nombre de wvariable aleatoria y Px el de su distri-
bucion de probabilidad.

Evidentemente, sobre un espacio probabilistico es posible definir muchas
variables aleatorias. Cuando se consideran a la vez varias de ellas, X7, ..., X,
de forma que en los individuos de la poblacion se observan varios caracteres,
queda constituido lo que se denomina una variable aleatoria multidimensional,
o vector aleatorio X = (X1,..., X,).

Nada impide que los sucesos elementales del espacio muestral ) sean niime-
ros reales, por lo que, en ese caso, la aplicacién identidad es la variable aleatoria
natural a considerar.
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En otras ocasiones, aunque los sucesos elementales no sean numéricos, la
variable aleatoria a estudiar resulta obligada. Tanto es asi que en ocasiones se
identifican a los sucesos elementales con los valores de ésta.

Ejemplo 4.1
Consideremos el experimento aleatorio del lanzamiento de un dado. El espacio muestral es

o={[].[. ] L D

y la probabilidad igual a 1/6 sobre cada uno de ellos.

La variable aleatoria a considerar de forma natural es X = nimero de puntos de la cara
superior del dado. Es tan evidente la consideraciéon de tal variable que en el Ejemplo 3.2
incluso reemplazamos los sucesos elementales por los valores de dicha variable aleatoria.

La distribucién de probabilidad de X es, para z =1, ...,6,

Px ({z}) = P{w: X(w) =z} =

Asociada a toda variable aleatoria existe una funcién F'(z), denominada
funcion de distribucion de X, la cual va midiendo la probabilidad acumulada
por X hasta el punto z. Es decir

F(z)=PlweN: X(w) <z}

Esta funcion tiene la propiedad de caracterizar la distribucion de probabi-
lidad de X, Px. Es decir, a partir de una de ellas se obtiene la otra, siendo
habitualmente mas comodo trabajar con la funcién de distribucién.

Ejemplo 4.1 (continuacidn)
La funcién de distribucién de X serd una funcién en escalera que salta 1/6 en los valores de
la variable,

F(x) e !
11/6
11/6
11/6
11/6

El/ﬁ | | | | |
1 2 3 4 5 6

Figura 4.1

Si una variable aleatoria toma valores aislados, como ocurria en el ejemplo
anterior, se denomina discreta. Si por el contrario puede tomar cualquier valor
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de un intervalo, como por ejemplo ocurre con el peso, o la talla, la variable
aleatoria recibe el nombre de continua. Estos calificativos se aplican también
a su distribucion, hablando de distribuciones discretas o continuas.

De la misma definicién se deduce que la funcion de distribucién de una
variable aleatoria discreta es una funcién en escalera como la de la Figura
4.1, mientras que la correspondiente a una variable continua es una funcién
continua como la de la Figura 4.2.

0.8
|

0.6
|

0.4

0.2

0.0
|

Figura 4.2

A partir de las propiedades de las probabilidades se puede deducir que las
funciones de distribucién son

1. No decrecientes.
2. Continuas por la derecha.
3. limy— oo F(z) =0y limy_.oo F(x) = 1.

Las variables aleatorias discretas X, las cuales hemos visto tienen una
funcion de distribucion en escalera, tienen asociadas una funcién, denominada
funcién de masa, px(x), la cual da la probabilidad de los valores de dicha
variable aleatoria; es decir,

px(z) = Px({z}) = P{w: X(w) = x}.
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Por la definiciéon de funciéon de distribucién, las funciones de masa y de
distribuciéon de una variable aleatoria discreta estan relacionadas por las ex-
presiones:

px() = F(x) = F(z-)

en donde F'(xz—) es el limite por la izquierda de F' en x. Se ve, por tanto, que
la funcién de masa recoge el valor del salto de la funcién de distribucion, e
inversamente,

Fz) =3 px().

y<w

De manera andloga, las variables aleatorias continuas X tienen asociada
una funcién, denominada funcidn de densidad, fx(x), la cual indica la veloci-
dad a la crece su funcién de distribucion, siendo

d

fX(CU):%

e inversamente,

F(z) = / " () dy.

lo que implica, por la Propiedad 3 de las funciones de distribucién, que sea
o
Jooe fx(y) dy = F(oo) = 1.
(Las denominadas integrales impropias, como estas en las que aparecen los
simbolos —oo 0 +00, pueden interpretarse como ffoo fx(y)dy = limp, sz fx(y)dy.
Se han incluido en el texto para completar el concepto que se estudia pero no
tendra que calcular el lector ninguna de ellas.)
Asi pues, la distribuciéon de una variable aleatoria se puede caracterizar
por su distribucion de probabilidad, por su funcién de distribucién, o por su
funcién de masa o densidad (esta tltima segin sea discreta o continua):

Distr. de probabilidad‘ — ’F de distribucién‘

F. densidad

Figura 4.3

Estas funciones de masa y de densidad tienen una interpretacion clara a
partir, respectivamente, del diagrama de barras y del histograma: son mo-
delos teoricos de donde proceden los datos que el investigador examina. De



110 Estadistica Bésica con R

ahi que se hable de que la variable en estudio tiene una determinada Distribu-
cion de Probabilidad, o mejor atin, un determinado Modelo Probabilistico. Este
habra que suponerlo con objeto de hacer inferencias sobre X y, como veremos
mas adelante, si nuestros datos presentan —por ejemplo en el caso continuo—
un histograma tal que cuando las bases de los rectangulos que lo forman tien-
den a cero a medida que la frecuencia total aumenta, la curva resultante se
ajusta bien al modelo supuesto, las inferencias que hagamos seran aceptables.
En caso contrario deberemos cambiar el modelo.

En las Secciones 4.4 y 4.5 estudiaremos algunos de los modelos mas im-
portantes.

Caracteristicas de una distribucion de probabilidad

Dado que los modelos de probabilidad representan, basicamente, un ideal
de las distribuciones de frecuencias estudiadas en el Capitulo 2, tendrédn, al
igual que éstas, una medidas de posicién, de dispersion, etc. Aqui sélo nos
centraremos en una de posicién y dos de dispersién, definiéndolas primero
para el caso discreto y luego para el continuo.

Dada una variable aleatoria discreta X, con funciéon de masa py, llama-
remos media o esperanza de X a la suma de los valores que toma por las
probabilidades con que los toma

px = BE[X] =) wpx(z)
v varianza de X a

ok =V(X) =) (z—pux)* px(2).

x

Dada una variable aleatoria continua X, con funcién de densidad fx, lla-
maremos media o esperanza de X a la integral

px = E[X] = /OO x fx(x)dx

—00

y varianza de X a

0% =V(X)= /Oo (x — ,uX)2 fx(x)de.

—0o0

En ambos casos, llamaremos desviacion tipica de X a la raiz cuadrada de
la varianza:
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teniendo estas medidas las misma interpretacion que tenifan en el Capitulo
segundo.

Ejemplo 4.1 (continuacién)
Esta distribucién de probabilidad es de tipo discreto puesto que toma valores aislados. Como
dijimos maés arriba, su media sera igual a los valores que toma por las probabilidades con
que los toma,

_ 2

3'5.
6

° 1 1 1 1 1 1
EX]=> apx(@)=1-2+2 - +3-—+4-2+5- 46
] 6 6 6 6 6 6

La varianza serd igual a los valores que toma la variable, menos la media acabada de calcular
al cuadrado, por las probabilidades con que los toma,

V) =3 (@ - ) px(@) = (1-35)% 5+ (2-35) <+ (3-35)% L +(1-35)" - o+

T

2 1 17'5
6

Una forma alternativa de calcular la varianza es utilizando la expresion

=92/92.

/21 / i 1 / 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 1
+(5-3'5)% > +(6— = 6'25-=4+2/25-=+0'25- = +0'25- = +2/25- = +6/25.— =
(5-3'5)% 5 +(6-3'5) 625 4225 < H0'25 - +0'25 4225 - 4625

V(X) = E[X?] - (B[X])*
la cual es vélida no sélo para distribuciones discretas sino también para continuas.
La media de los cuadrados sera, en el caso de distribuciones discretas

EX* = Yo% px(x)

es decir, valores que toma la variable, al cuadrado, por las probabilidades con que los toma,
y en el caso de distribuciones de tipo continuo con funcién de densidad fx, la integral

E[X?) = /_0:0 z* fx(x)dz.

En el ejemplo que nos ocupa seria

E[XZ]:ZxQPX(x):12%"’221“!‘3214—4214'5214-62

= =15'17
6

| =

[§ 6 6 6

con lo que la varianza serfa, utilizando la férmula anterior,

V(X) =1517 — 3'5° = 2/92.

La desviacién tipica seria la raiz cuadrada de la varianza, es decir,

ox = D(X)=v292=1'71.
No debe perderse de vista que estas caracteristicas de la distribucion de X no son mas que
idealizaciones de las medidas de posicién y dispersién de la distribucién de frecuencias de las
observaciones (ver Capitulo 2), cuyo histograma/diagrama de barras, de frecuencias relativas
sugiere cudl debe ser la distribucién de probabilidad de la variable en estudio.




