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Ley fuerte de los grandes ntmeros: Si I1,1s,...,1;... es una sucesion
de variables aleatorias independientes, con la misma distribucion de media
@ y con momento de cuarto orden finito, juy = E[(I; — p)%], se verifica

1
— Z I — i casi seguro.
n

Es decir, P{X,/n — p}=1.

Por supuesto, en el caso de una sucesién de variables de Bernouilli, cada
sumando I; tiene media p y momento de cuarto orden finito (exactamente,
pg = p—4p® +6p3 — 3p?). El resultado anterior establece pues, en particular,
la ley de estabilizaciéon de las frecuencias: Al repetir indefinidamente un
experimento aleatorio, la frecuencia, X, /n, con que se presenta un suceso A
de probabilidad p, cumple

Xn

— —0p con probabilidad 1.
n

Demostracién: Sea J; = I; —p, X, = > iy LieY, =1 J; = X, —npu. Fijado

k € IN, sea A, el suceso definido por la condicién

X, S 1
>

n
Segun la desigualdad (10.6) (con r = 4), se cumple
n k* E[Y,H
P(A,) = {|Y 1> 2 } —
Ahora bien
Z JEAD SIS TR 46 Y i+ Y Jidididi.
i#£] i#] i#j#k i#jFkFEL

Como las variables J; son independientes y con E[J;] = 0, se tiene

> T =Y BUFIE] =0

i#£] i
y, de la misma manera, se anulan las esperanzas de los dos iltimos sumandos. Por
otra parte

Eliﬁ]nM y B3 J27| =3n(n— 1)’
=1

i#]
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Luego
E[YY] = nus + 3n(n — 1)o*
y resulta
nktpy +3n(n — Dktot  kiuy  3k%0?
1 < + 5 -

P(An) < n n3 n
Entonces, la serie de término general P(A,) es convergente y el lema de Borel-
Cantelli indica que hay probabilidad cero de que ocurran un ntmero infinito de
sucesos A,,. Es decir, con probabilidad 1, existe un ng a partir del cual no se cumple

ningin A,,. Dicho de otro modo:

Vk e IN P{HnoeﬂVtalqueVnznoes

Xn <1l (11.9)
n M SEST '
lo cual equivale® a

P{Vkéﬂ\f dng € IN tal que Vn > ng es

n M ST

La convergencia de X,,/n a u se produce, pues, con probabilidad 1.

Si se repasa la ultima parte de la demostracién anterior, puede observarse
que el suceso
Xn 1
_ < —
n ’ k}

crece a medida que ng aumenta. Entonces, segin (5.5), la conclusién (11.9)
se puede expresar

By, = {Vn > ng se cumple

Vk € IN lim P {Vn > ng se cumple

ng—00

Xn 1 )

n M‘ < k} -

La comparacién con (11.6) muestra con claridad la diferencia entre las afir-
maciones de la ley fuerte y de la ley débil. Alli se concluye que, cuando n
crece, se hace muy préoxima a 1 la probabilidad de que el promedio X,,/n se
diferencie poco de u. La ley fuerte, en cambio, asegura que se hace préxima
a 1, la probabilidad de que el promedio X,,/n se diferencie poco de p, no
sélo en el instante n, sino en cualquier momento posterior.

3 8i B, = {Elno € IN tal que Vn > no es ‘% — ,u‘ < %}, el razonamiento final del

ejemplo 11.11 prueba que
b ( Bk) 1
k=1

D)X
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Ejemplo 11.12
La ley fuerte de los grandes niimeros tiene algunas aplicaciones sorprendentes; una
de ellas es el teorema de los numeros normales de Borel.

Supongamos que se elige al azar un nimero real, x, en el intervalo (0,1). Es decir,
como se indicé en el ejemplo 5.9, el sorteo se realiza con densidad uniforme sobre
(0,1); de manera que cada subintervalo tiene probabilidad igual a su longitud.

Si se escribe la expresiéon decimal del niimero obtenido:

=0 212025...... Tn ...

cada cifra es un nimero aleatorio escogido entre los digitos 0 y 9.
La primera cifra, x; toma cada valor posible i = 0,1,...,9 en el intervalo

1 1+1

10" 10
es decir todos ellos con la misma probabilidad, 1/10. La segunda cifra, s, vale 4 si
x estd en el conjunto

[0°04,0°05) U [0'14,015) U . .. U [094, 0'95)

de longitud 1/10. De manera que toma el valor 4, o cualquier otro valor posible,
con probabilidad 1/10. En general, todas las cifras del desarrollo decimal de z son
digitos escogidos al azar entre 0,1,2,...,9.

Ademss, las distintas cifras son independientes entre si. Por ejemplo, el suceso {21 =
4} N {x2 = 7} se produce en el intervalo [0'47,0'48) de longitud 1/100. Y lo mismo
ocurre con cualquier combinacién de valores; es decir

. . 1 . .
Play =i,22 = j} = 755 = P{o1 = i} P{e2 = j}.
De la misma manera, {x; = 3,22 = 0,25 = 6} = [0'306,0’307) tiene probabilidad
1/1000, que no cambia por variar los tres digitos elegidos. Luego

P21 = i,29 = jws = k} = —— — P{ay = i} P{zs = j} P{ws = k}
1000

y asl sucesivamente para cualquier nimero de cifras del desarrollo.

En definitiva, escoger un ntimero al azar en (0, 1) y observar las sucesivas cifras de
su desarrollo decimal es un experimento aleatorio idéntico a realizar extracciones
sucesivas, con remplazamiento, de una urna que contiene diez tarjetas numeradas
de 0 a?9.

Segun esto, fijado un digito cualquiera —por ejemplo 6— es 1/10 la probabilidad de
que cada cifra decimal sea un 6. En virtud de la ley fuerte de los grandes ntimeros,
la frecuencia de seises que aparecen en el desarrollo decimal de = debe converger
a 1/10, con probabilidad 1. Es decir que, salvo en un subconjunto de probabilidad
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cero, todos los nimeros del intervalo (0,1) presentan, a la larga, una frecuencia de
seises igual a 1/10 en su desarrollo decimal; lo mismo que de cualquier otro digito.
Borel llamé normales a los ntimeros reales que presentan, en su desarrollo deci-
mal, proporcién 1/10 de cada uno de los diez digitos. La conclusién anterior indica
entonces que “practicamente todos” los nimeros del intervalo (0,1) son normales,
puesto que al escoger uno de ellos al azar, hay probabilidad 1 de obtener un niimero
normal.

Es curioso observar que, en los célculos practicos, sélo se utilizan ntimeros racionales
con un nimero finito de cifras significativas (seguidas de ceros) ninguno de los cuales
es un numero normal.

Tal y como ha sido formulada, la ley fuerte de los grandes nimeros es
susceptible de mejoras importantes. Kolmogorov consiguié demostrar que
para obtener la convergencia casi segura de X, /n hacia p, no hace falta
suponer que los sumandos tienen momento finito de cuarto orden, sino sélo
que la media pu es finita. Puede probarse que dicha condicién, ademéds de su-
ficiente, es necesaria; de manera que la existencia de esperanza matematica
finita para una variable aleatoria es equivalente a que ésta pueda ser apro-
ximada mediante los promedios estadisticos, X,,/n, obtenidos a partir de n
observaciones independientes de la variable.

Los argumentos de Kolmogorov son demasiado complejos para figurar en
este texto. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra como puede emplearse
la ley fuerte establecida para el andlisis de situaciones en las que no se cum-
plen sus hipétesis. Ademas, de paso, quedard resuelta una pequefia cuestién
pendiente en relacién con la paradoja de San Petersburgo.

Ejemplo 11.13
En el juego de San Petersburgo el jugador lanza una moneda hasta que obtiene la
primera cara y recibe 2™ euros si ha realizado n lanzamientos. La variable aleatoria
que expresa la ganancia es entonces

I =2" con probabilidad 1/2" parar=1,23,...

y, como se puso de manifiesto en el ejemplo 9.5,

= 1
LIESY 2 =00
n=1

En tal situacién, la ley fuerte de los grandes niimeros no es aplicable, ni siquiera en
la versién mds depurada que se ha citado en las lineas anteriores. Pero todavia se
puede saber qué ocurrira con la ganancia media por partida obtenida por el jugador.
En efecto, imaginese que el casino, con vistas a hacer el juego mas viable, anade
la regla siguiente: si el jugador no ha obtenido cara al cabo de N lanzamientos, el
juego se suspende sin ningun beneficio para el jugador.



