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Capitulo 2

El problema de la medida

2.1. Introduccion

Longitud, area y volumen son conceptos analogos cuya finalidad es evaluar el
tamano de conjuntos de una, dos o tres dimensiones, es decir de conjuntos que
pueden considerarse contenidos en R', R? y R? respectivamente. En los tres
casos, los propésitos y las ideas son analogos y permiten ademas tratar en forma
similar el caso de un espacio euclideo arbitrario, R¥.

Las nociones de drea y volumen que se remontan a la matematica griega en el caso
de figuras geométricas, se vieron pronto ligadas con la idea de integral, surgida
precisamente para calcular el area bajo una curva o el volumen limitado por
una superficie. Asi continuaron hasta finales del siglo XIX, cuando el desarrollo
del Andlisis matematico hizo necesaria la integracién de funciones con una gran
cantidad de discontinuidades para las que no sirven las definiciones de integral
dadas por Cauchy o por Riemann. Ello motivé un cambio radical, a partir del
cual el drea y el volumen, junto con la longitud (tradicionalmente ignorada por
no requerir técnicas de cdlculo especificas), se revelaron como conceptos bésicos
que son imprescindibles para perfeccionar el concepto de integral, en vez de estar
supeditados a él. Estas innovaciones, introducidas por Borel y a las que dio forma
definitiva Lebesgue en la primera década del siglo XX, constituyen el nicleo de
lo que se denomina teoria de la medida y, en la actualidad, longitud, area y
el volumen se denominan medidas de Lebesgue en los espacios R!, R? y R3
respectivamente.

Sobre espacios muestrales continuos, la probabilidad comparte muchas de las
propiedades comunes a los conceptos de longitud, area o volumen; incluso en
ocasiones (en modelos uniformes del tipo considerado en el capitulo anterior)
la probabilidad puede coincidir, a menos de una constante de proporcionalidad,
con la medida de Lebesgue sobre el espacio muestral. De ahi el interés, en este
momento, de prestar atenciéon a algunos de los problemas propios de la teoria de
la medida para prever las dificultades que surgen en los modelos probabilisticos
continuos.

12



2.2. Lalongitud en R 13

2.2. La longitud en R

Puesto que las complicaciones crecen al aumentar la dimension, consideremos en
primer lugar la idea de longitud. En esencia, ;qué es la longitud? Simplemente,
una forma de asignar un ndmero no negativo a ciertos conjuntos de R (a todos
si fuese posible) con tres propiedades fundamentales:

(a) La longitud de un intervalo de extremos a y b, independientemente de que
sea abierto, cerrado o semiabierto, es |b — al.

(b) Si A; y As son dos subconjuntos disjuntos de R con longitud definida, su
unién tiene como longitud la suma de las longitudes de cada uno de ellos.
Es decir, si A(A) designa la longitud de un conjunto A, se cumple

)\(Al U Ag) = )\(Al) + )\(Ag)

supuesto que A; N Ay = ().
(c) Si {A,} es una sucesién creciente de subconjuntos de R, con longitud de-
finida, y A = J,, A entonces
AA) = lim A(A4,).
n—oo

La segunda propiedad, denominada aditividad de la longitud, se extiende de
manera inmediata al caso de un nimero finito de conjuntos disjuntos, para los
que se cumple:

AMATUA U UA,) = A(A1) + A(A2) + -+ + A(4y). (2.1)

La aditividad y la continuidad para sucesiones crecientes que expresa la condicién
(¢), son propiedades que la longitud comparte con cualquier funcién de probabi-
lidad. Aunque aqui interesa considerarlas por separado, pueden agruparse en una
sola condicién: que la igualdad (2.1) se verifique también para cualquier sucesién
de conjuntos disjuntos (cf. proposiciones 3.3 y 3.4).

La longitud tiene una cuarta propiedad, muy relacionada con (b), que resulta de
gran utilidad:

(d) Dados dos conjuntos As C Ay con longitudes A\(Az) v A(A1) respectiva-
mente, el conjunto A; — Ay tiene longitud A(A;) — A\(A3) siempre que la
longitud A\(Az2) no sea infinita'. Es decir

A(Ar = Az) = A(A1) — A(A2). (2.2)

Noétese que si A7 — Ag tiene longitud A(A; — As), como Ay = Ay U (A1 — As),
se sigue de (b) que A(41) = A(A2) + A(A1 — A2) de donde resulta (2.2). De esta
manera, la condicién (d) sélo exige atribuir a A; — Ay (cuando A(4z2) < o0) la
unica longitud permitida por (b).

Sin mads, estas simples observaciones sobre lo que significa la longitud, permiten
construir ejemplos de gran interés.

1 Hay que exceptuar el caso en que A(A2) = oo, puesto que entonces A(41) = co y la
afirmacién A(A; — A2) = 0o — oo carece de sentido. Tal es el caso, por ejemplo, si Az = [a, o).
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Ejemplo 2.1

El conjunto de Cantor. La intensa actividad matemética de Cantor (1845 —
1918) estuvo relacionada sobre todo con la cardinalidad de los conjuntos infinitos.
Probd, por ejemplo, que el conjunto Q de los niimeros racionales es numerable,
mientras que no lo es el conjunto R de los nimeros reales. Establecié también
que R, R? y, en general, R son biyectivos y tienen, por tanto, el mismo cardinal:
el cardinal del continuo, Nj.

En el curso de estas investigaciones, Cantor ide6 un subconjunto del intervalo
[0,1] de la recta real con propiedades notables. Su construccién se muestra en la
figura 2.1 y consiste en suprimir del intervalo [0, 1] el tercio central, conservando
los dos tercios extremos; a continuacion, de ambos intervalos se elimina el tercio
central para formar en total cuatro intervalos; en el siguiente paso, se detrae el
tercio central de estos cuatro segmentos y asi sucesivamente.

0 1
| L]
0 1 2 1
3 3
I I I I
1 2 1 2 7 8
0 9 9 3 3 9 9 1
- - - - - - - -
0L 2 1 2 7 8 1 2 19 20 7 8 25 26 |
27 27 9 9 27 27 3 3 27 27 9 9 27 27

o
—

Figura 2.1: El conjunto de Cantor

Mas exactamente, si
12
A = =, =
3’3
1 2 78
A = [ — - —
+ = (54)v(5:9)
A — i 3 U l é U E @ U % %
27 \arar 277 27 277 27 27°27)
sea A = Uzozl A,,. El conjunto de Cantor es la diferencia

C=[01]-A=[0,1]-U>,A,.

Como unién de intervalos abiertos contenidos en [0,1], A es un conjunto abierto
distinto del intervalo cerrado [0, 1]. De manera que C es un conjunto cerrado y
no vacio. Por lo que se refiere a las longitudes, es

1 2 4 oot

AA4y) = 3 AA2) = 9’ AA3) = g7 - yen general, A(A,) "
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Al crecer N, Uﬁ[:l A,, crece hacia A luego, de acuerdo con (b) y (c), se tiene

N 0o
AA) = lim A(UN_, A4,) = lim AA) =Y

N—o00 N —o00

vt 13
3n 1-2/3

En consecuencia, segin (d),
AMC)=1-X(A) =0.

El hecho de que la longitud de C' sea cero indica que C' no contiene ningin
intervalo abierto, pues si contuviese al intervalo abierto I tendria que ser

AC) = \I) + MC = I) > A(I) > 0.

Asi, A es denso en el intervalo [0,1], puesto que cualquier subintervalo I, por
pequeno que sea, contiene puntos de A. Pero esto no significa que C' tenga pocos
puntos. En efecto, cada ntmero real z € [0,1] admite un desarrollo en base 3

o0
/ Q;
r=0aaza3...a;...=

T4 i
i=1

donde cada cifra a; puede ser 0, 1 6 2. Asi por ejemplo, en base 3,

1 , 2 2 7 8

=01, Z2=02. Z2=002. —=0721. — =0022. etc.
30,30,900,90,2700,ec

si bien este tipo de nimeros que admiten un desarrollo finito, son precisamente

aquellos que admiten otro infinito:
1 2 7 8
- =00222..., = =001222..., - =020222..., — =0/021222..., etc.
3 "9 "9 » 97 > e

El intervalo A; estd compuesto por todos los niimeros x cuya expresién en base
3 es de la forma 0'1...; Ay contiene los niimeros x cuya desarrollo comienza por
0’'01... 0 por 0'21...; las cuatro componentes de As se caracterizan respectiva-
mente por desarrollos de la forma 0'001..., 0'021..., 0’201...y 0'221...; y as{
sucesivamente. Por consiguiente, A estd formado por todos los nimeros x cuyo
desarrollo en base 3 contiene algtin 1, mientras que C' = [0, 1] — A estd constitui-
do por los nimeros que tienen un desarrollo en el que sélo intervienen las cifras
0y 2. Esto es

Cz{xe[o,l]

:E:Z% dondeai:Oé2}.

=1

Segun ello, es inmediato establecer una correspondencia biyectiva entre C' y todo
el intervalo [0, 1]. Basta asociar a cada elemento:

:vzi % eC — go(:v)zi a;/i

i=1 i=1
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es decir sustituir, en el desarrollo en base 3 de x, los doses por unos e interpretarlo
como un desarrollo en base 2. Desde luego, ¢ es una aplicacion inyectiva y sobre
el intervalo [0,1], ya que cualquier elemento = € [0, 1] admite un desarrollo en
base 2

xzz , donde b; =06 1

i=1

[\
s

que proviene del punto de C'

@) =Y 2

i=1

Queda asi establecido que C' tiene el mismo cardinal 8; que todo el intervalo
[0,1]. La conclusién, aparentemente paraddjica, es que todos los puntos de un
intervalo de longitud 1, se pueden reubicar dentro del intervalo (segin la trans-
formacién ¢ ') de manera que sus imigenes ocupen un conjunto C' de longitud
cero.

Tal hecho puede resultar menos sorprendente si se observa que todos los intervalos
de R tienen el mismo cardinal, dado que la aplicacién lineal

b(e) =" @ —a) e

b—a

transforma de forma biunivoca el intervalo (a,b) en el intervalo (¢, d), pese a que
las longitudes de ambos pueden ser muy diferentes. De forma similar, la aplicacién
7(x) = ae” es una biyeccién del intervalo infinito [0, 00) en el intervalo (0,a],
donde a puede ser tan pequeno como se quiera.

Es inmediato que los conjuntos numerables tienen longitud cero; asi se establece
en el siguiente ejemplo para el caso concreto de los racionales del intervalo [0,1].

Ejemplo 2.2

Es bien sabido que, dentro del intervalo [0, 1], el conjunto de los nimeros raciona~
les QN[0,1] es un conjunto numerable, que puede escribirse en forma de sucesién
{rn}nen. Puesto que cada racional r es un intervalo cerrado de longitud cero, se
sigue de (b) y (c) que

N
AQnN[0.1]) = lim A({ran < N})= lim > A({ra}) =0

n=1

de manera que el conjunto de los puntos racionales no ocupa ninguna longitud.
El argumento anterior puede reforzarse mostrando que, para cualquier € > 0
arbitrariamente pequeno, existe un subconjunto abierto A. de [0, 1] que contiene
a QN[0,1] y cuya longitud es inferior a . En efecto, se puede suponer que &
es irracional, porque en caso contrario puede sustituirse por un irracional menor
que €. Sea €1 = €/4 y consideremos el intervalo abierto Iy = (11 — 1,71 +€1) .
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Sea 7} el primer racional de la sucesién no incluido en I, su distancia dy a I
tiene un valor irracional (no nulo), al igual que e = min{e/23, da}; formemos
entonces el intervalo abierto Io = (1 — ea,75 + €2) .

Existird después un primer racional r4 no incluido en I; U I, situado a una
distancia irracional d de dicho conjunto, sea e3 = min{e/2% d3} y considérese el
intervalo Is = (1§ — 3,75 + £3) .

Esta regla de formacién, continuada indefinidamente, produce una sucesién {I,,}
de intervalos abiertos, disjuntos (puesto que el centro de cada uno dista de los
anteriores una cantidad superior a su radio). Su unién

Ae = Ufle I,

es un conjunto abierto que contiene a todos los racionales de [0,1] (porque el
racional r,, o bien estd en uno de los intervalos Iy con k < n o es centro de su
propio intervalo). Ademds, A. tiene longitud total

MA) =Y ML) =Y 2, <2 ;H =
n=1 n=1 n=1

El resultado es sorprendente habida cuenta que Q N [0,1] es denso en [0,1],
pero el razonamiento no deja lugar a dudas: existe un recubrimiento mediante
intervalos abiertos de los racionales del intervalo [0,1] cuyo complementario,
compuesto exclusivamente por nimeros irracionales, tiene una longitud superior
a 1 —e. Dado que € puede ser arbitrariamente pequeno, queda confirmado que

Ax(enfo,1])=0 y  A([0,1]-9Q)=1.

Los ejemplos anteriores muestran la utilidad del concepto de longitud; pero tam-
bién apuntan la complejidad que pueden tener ciertos subconjuntos de la recta
real. Cabe entonces poner en duda la idea ingenua de que todos los subconjuntos
de R deben tener una longitud definida.

De hecho, es posible construir un conjunto al que no se puede asignar longitud,
si se admite que al trasladar un conjunto de longitud definida su longitud no se
altera. Esta propiedad intuitivamente evidente puede deducirse de (a), (b) y (¢),
una vez asignada una longitud a todos aquellos conjuntos para los que es posible
hacerlo (cf. Prop. 2.9). En cualquier caso, tal afirmacién da sentido a la siguiente
construccion.

Ejemplo 2.3

Un conjunto sin longitud. Entre los puntos del intervalo [0, 1] puede definirse
la relacién de equivalencia

x~y siysdlosi z—yeQ

que relaciona dos nimeros x e y cuando su diferencia es un ntimero racional. La
clase de equivalencia de cada valor = es

A ={yel0,1] |[y=a+rconreQ}



18 Capitulo 2. El problema de la medida

y contiene un nimero numerable de puntos. Como se sabe, la coleccion {A4;}icr
de todas las clases de equivalencia distintas es una particién de [0, 1]; esto es

[071] = Uie[ A;.

De ello, puesto que [0,1] no es numerable, se deduce que tiene que haber una
cantidad no numerable de clases diferentes (es decir, que I no es numerable).
Ahora bien, de todas formas, el axioma de eleccién asegura la existencia un
conjunto W C [0, 1] formado por un tnico punto de cada A;.

Si se somete el conjunto W a traslaciones de cada magnitud r € QN [—1,1] se
obtiene una coleccién numerable de conjuntos

W,={r+w | weW}

contenidos en [—1,2] (pues =14+ 0 < r+w < 1+ 1), de la misma longitud
y disjuntos entre si (ya que si W, y W, tuviesen un punto en comin, x, seria
x=r+w=r"+w para ciertos w,w’ € W; con lo cual w —w’ =1’ — r serfa un
niimero racional y w ~ w’ en contra de la hipdtesis de que W sélo contiene un
punto de cada A;).

Ademsds, cualquier x € [0, 1] es equivalente al Gnico elemento w € W escogido de
la clase de equivalencia de x; de forma que = r+w para un ciertor € QN[ —1,1]
(como r = — w es, sin duda, —1 < r < 1). En resumen, el conjunto

W=U,con(-1,11Wr verifica [0,1]cWwc[-1,2].

Si se atribuye a W longitud no nula, A(W) = [, resulta A(W) = oo (puesto
que W es unién de un ntimero numerable de conjuntos disjuntos, todos ellos de
longitud [). Lo cual conduce a la contradiccién de que el intervalo [—1,2], de
longitud 3, contiene un conjunto de longitud infinita.

En cambio, si se toma A(W) =0, es A(W) = 0 y el intervalo [0,1], de longitud
1, resulta estar contenido en un conjunto de longitud nula.

En definitiva, no es posible asignar al conjunto W ninguna longitud, ni nula ni
positiva, sin caer en contradiccion con las propiedades que debe tener la longitud.

Puede entenderse ahora cual es el verdadero problema de la medida resuelto por
Borel y Lebesgue. Puesto que entre los subconjuntos de IR hay muchos medibles,
en el sentido de que se les puede asignar longitud, y otros que no lo son, ;qué
caracterizacion puede darse de los primeros? y ;cudl es el mecanismo adecuado
para determinar su medida?

Dar respuesta a ambas preguntas es uno de los objetivos basicos de la teoria de
la medida y supone un trabajo considerable. Aqui, sélo se describiran algunos
de los aspectos mas importantes de la solucién lo cual requiere, pese a todo, de
cierta terminologia introducida en la préxima seccién.

2.3. o-algebras. o-algebra de Borel en R

El objetivo de esta seccién es analizar la estructura que pueden tener algunas
familias de subconjuntos de un conjunto y las propiedades correspondientes. El
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motivo es que, tanto en teoria de la medida como en calculo de probabilidades,
juega un papel importante la estructura de o-algebra:

Definicién 2.1 Dado un conjunto arbitrario §2, una familia F de subconjuntos
de Q) tal que
1. para cualquier A € F es A¢ € F,

2. si {A,} es una coleccién numerable ? de subconjuntos de Q que verifican
A, € F para cadan, se cumple | J,, A, € F,

recibe el nombre de o-algebra de subconjuntos de ).

La definicién anterior tiene algunas consecuencias inmediatas.

Proposicion 2.1 Si F es una o-algebra de subconjuntos de (), se cumple
1.QeF y 0eF.

2. Si {A,} es una coleccién numerable de subconjuntos de 2 tal que A, € F
para cada n, se cumple (), A, € F.

e Fn efecto, dado cualquier A € F es A€ € F y, por tanto, 2 = AU A¢ € F.
Luego, también, ) = Q¢ € F. Ademds, es bien conocida la ley de De Morgan:

Mo An = (U, A7)

En caso de que los conjuntos A, pertenezcan a F, lo mismo ocurre con sus
. . . .
complementarios, AS, y con | J,, A%. En consecuencia, (), 4, € F. =

La definicién y las propiedades anteriores muestran que las o-dlgebras son aque-
llas clases de subconjuntos de 2, cerradas por cualquiera de las operaciones con-
juntistas (unién, interseccién y complementario) siempre que se realicen con un
nimero numerable de términos; en el sentido de que cualquier operacién llevada
a cabo con conjuntos que pertenecen a F, sigue siendo un elemento de F.

Ejemplo 2.4

Dentro de un conjunto cualquiera €2, existen muchas o-algebras de mayor o menor
interés.

La més grande es, sin duda, la familia P(Q2) de todos los subconjuntos de Q2 que
se denomina a veces la o-dlgebra discreta.

La mds pequeiia, es la coleccién {0, Q}, formada exclusivamente por el conjunto
vacio y el conjunto total que suele denominarse la o-dlgebra trivial.

Para cada conjunto A C (2, existe una o-algebra minima que lo contiene; es
concretamente

{0, A, A, Q.

De forma similar, dado otro subconjunto B de 2, que no sea disjunto con A ni
con A¢ la menor o-dlgebra que contiene a Ay a B es

{0,A B, A°, B, ANB, ANB®, AN B, A°NB°, AUB, AU B°,
A°UB, A°UB° (ANB)U(A°NB°), (ANB°)U(A°NB), Q }.

2 Una coleccién o familia de términos es numerable si puede ponerse en correspondencia
biyectiva con un subconjunto de IN. En particular, por tanto, incluye el caso de una coleccién
finita de términos.
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(Los conjuntos A y B dividen el espacio en cuatro piezas: ANB, AN B¢, A°N B
y AN B¢ entre los conjuntos de la o-algebra hay 6 formados por dos piezas: A,
A, B, B, (ANB)U(A°NB°) y (AN B°) U (A°N B); més otros 4 formados por
tres piezas: AU B, AU B¢, AU B y A°U B°. En total 2* conjuntos.

Al anadir més conjuntos la complejidad de la o-dlgebra crece a un ritmo vertigi-
1n0so; con n conjuntos cualesquiera puede constar hasta de 22") elementos.

Puesto que hay miiltiples o-algebras en cualquier conjunto, tiene interés la si-
guiente propiedad.

Proposicién 2.2 Sea {F;};cr una coleccion arbitraria de o-dlgebras en un con-
junto €2, entonces
F = miel Fi

es una o-algebra de subconjuntos de ().

e En efecto, si A € F, es A € F; para cada ¢ € [ y, por consiguiente, A € F;
para cada i € I. Luego, A° € F.

Anélogamente, si {A,} C F, serd {A,} C F; para cada i € I; o bien, puesto que
cada F; es o-algebra, | J,, A, € F; para cadai € I. Conlo cual, |J, A, € F. m

El resultado anterior permite dar la siguiente definicién.

Definicion 2.2 Dada una familia cualquiera C de subconjuntos de un conjunto
), la interseccion de todas las o-algebras que contienen a C:

o(C) = mfgc F

es la minima o-algebra que contiene a C, ya que esta contenida en cualquier o-
dlgebra F que contenga a C. Se denomina a o(C) la o-dlgebra engendrada
por C.

En el ejemplo 2.4 se ha construido directamente la o-algebra engendrada por una
familia de subconjuntos C que esté formada por un uinico subconjunto, A, o por
dos de ellos, Ay B. Pero, en el caso Q2 = R, la definicién tiene sobre todo interés
cuando la familia C estd formada por todos los intervalos.

Definicién 2.3 Sea 7 la familia constituida por todos los intervalos de R (abier-
tos, cerrados o semiabiertos, finitos o infinitos). La o-dlgebra o(Z), engendrada
por Z, se denomina la o-algebra de Borel en R y suele denotarse por B. Los
elementos de B se denominan conjuntos de Borel.

No existe una caracterizacion explicita de los conjuntos de Borel. La propia defini-
cién indica que es de Borel cualquier conjunto que pueda formarse mediante una
secuencia de operaciones conjuntistas a partir de un niimero numerable de inter-
valos. Asi que lo dificil es imaginar un conjunto que no pertenezca a la o-algebra
de Borel. Por ejemplo, se cumple:

Proposicion 2.3 Cualquier conjunto abierto de R es un conjunto de Borel. Lo
mismo sucede con cualquier conjunto cerrado, con cualquier intersecciéon nume-
rable de abiertos, con cualquier unién numerable de cerrados, etc.
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e En efecto, es conocido que cualquier abierto A de R se puede expresar como
unién numerable de intervalos abiertos disjuntos®. Por consiguiente, cualquier
abierto es un conjunto de Borel.

Asi mismo, si A es cerrado, A° es un abierto y, por consiguiente, de Borel. Lo
mismo sucede entonces con su complementario, A. m

En ocasiones, se plantean problemas relativos a la longitud que no involucran
a toda la recta real sino a un subconjunto fijo, A, que serd normalmente un
intervalo o un conjunto de Borel. En tal caso, los elementos de B disjuntos con
A son inttiles y por ello se considera la “parte” de la o-dlgebra contenida en A.
En general, la idea responde a la siguiente definicién.

Definicién 2.4 Sea F una o-dlgebra de subconjuntos de €2 y A un subconjunto
cualquiera de (), la familia

Fa={BCA|B=ANC paraalginC € F }
recibe el nombre de o-algebra restringida de F a A. Si ) = R y F es Ila

o-algebra de Borel, B, se denomina a B4 la o-algebra de Borel en A.

e La comprobacién de que F4 es una o-algebra de subconjuntos de A es muy
simple; si B € Fq es B=ANC con C € F, luego

B°=A—-B=A—ANC=AN(Q-C)

que pertenece a F4 por ser () — C' € F. Andlogamente, si es B, = AN C,, con
C, € F, para cada n, sera

U, B =AN(, Cn)

que pertenece a F4 porser |, Cp, € F. m

En el caso de la o-algebra de Borel, se puede caracterizar a B4 como la o-dlgebra
en A engendrada por las intersecciones de A con los intervalos de R. Asf lo indica
la proposicién siguiente.

Proposicién 2.4 Ba=0({ ANI | I es un intervalo de R }).

e En efecto, sea F la o-dlgebra en A que figura en el segundo miembro. Puesto
que B4 es una o-dlgebra que (por definicién) contiene a las intersecciones A N1,
para cualquier intervalo I de R, serd F C B4 (puesto que F es la minima de las
o-algebras que tienen esta propiedad).

Reciprocamente, la familia

F'={BeB| AnBeF}

es una o-dlgebra; porque, si B € F',es ANB = A—ANB € F, luego B¢ € F;
ademas, si {B,} C F', también |J,, B, € F' puesto que

AnU, Br) =U,(ANB,) e F.

3 La idea consiste en definir, para cada € A, la componente I, = (ag,by), donde a; =
inf{y| (y,x) C A} y bz = sup{y| (x,y) C A}; asi A serd unién de sus diversas componentes
que no pueden ser mds de un nimero numerable (pues cada una contiene racionales diferentes).
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Por otra parte, cualquier intervalo I de R pertenece a F'; luego es 7' = B. Ello
significa que F contiene a la interseccion A N B de A con cualquier conjunto
BeB;esdecir By CF. =

Un teorema sobre clases de conjuntos

La cualidad de las o-algebras de ser cerradas por cualquier operacién conjuntista,
con un numero numerable de términos, hace que sean adecuadas para multiples
propésitos. Sin embargo, como no siempre es facil comprobar que una familia
de conjuntos es una o-algebra, se hace preciso definir clases de conjuntos con
propiedades parciales.

Definicion 2.5 Una familia C de subconjuntos de un conjunto €2 se denomina
una m-clase si es Ay N As € C para cualquier par A;, Ay € C.
Una familia G de subconjuntos de 2 se denomina una A\-clase si cumple

1. Qeg.
2. AL — A eg SjAl,AQEgyAQCAl.
3. U, An€G si{A,} CG es una sucesion creciente de conjuntos.

Asi pues, las m-clases son sélo cerradas por intersecciones finitas. En cambio las
A-clases, ademads de contener a €2, son cerradas por diferencias propias y limites
de sucesiones crecientes; ello obliga a que sean cerradas por uniones de conjuntos
disjuntos, pero no por uniones de conjuntos arbitrarios (cf. Ej. 2.7). En cierto
sentido, las propiedades de las o-algebras estan repartidas entre las w-clases y las
A-clases, ya que se verifica:

Proposicion 2.5 Si una familia G de subconjuntos de () es a la vez w-clase y
A-clase es una o-algebra.

e En efecto A°=Q — A € G en virtud de (1) y (2). Ademas, si A, Az € G es
(A1 U A2)¢ = AT N A5

donde A N A§ € G (por ser m-clase) y, por tanto, A; U A2 € G. Asi pues G es
cerrada por uniones finitas.

Entonces, para cualquier sucesién {A,} C G, como Uﬁ[:l A;, es una sucesién cre-
ciente (al crecer N)) de conjuntos pertenecientes a G, se sigue de (3) que -, 4,
pertenece a G. En definitiva, G es una o-dlgebra. m

El mismo tipo de razonamiento utilizado para probar la proposicién 2.2 establece
la afirmacién siguiente.

Proposicién 2.6 Si {G;};er es una coleccion arbitraria de A-clases en un con-
junto €, la interseccion de todas ellas es también una \-clase.

Segun ello, la interseccién de todas las A-clases en 2 que contienen a una familia
cualquiera C de subconjuntos de €2 es una A-clase, la mas pequena que contiene
a C, que se denomina la A-clase engendrada por C.

El siguiente resultado es una version del teorema de clases monétonas que cons-
tituye una herramienta importante de la teoria de la medida.
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Proposicion 2.7 Si C es una w-clase y G es una A-clase que contiene a C,
entonces G contiene a la o-dlgebra engendrada por C. Es decir o(C) C G.

e En efecto, sea H la A-clase engendrada por C; con lo cual H C G. Segtn la
proposicién 2.5, si se prueba que H es una 7-clase, serd una o-algebra; como
contiene a C, se cumplird o(C) C H y la demostracién estard completa.

Para ver que ‘H es una m-clase, considérese

glz{ACQ| ANBeH paratodoBGC}.

Es facil comprobar que G; es una A-clase? y, también, que C C G; (puesto que C
es una m-clase). Luego H C G;. Ello significa que

ANBeH  cualquieraquesean A€ Hy B eC. (2.3)
En segundo lugar, consideremos
Go={BCQ| BNA€c?H paratodo A€ H}.

De nuevo es sencilla la comprobacién de que G2 es una A-clase que, segin (2.3),
contiene a C; sera pues H C Gs. Es decir

ANBeH  cualquieraquesean A€ Hy B € H.

Asi pues, H es una m-clase y el razonamiento esta completo. m

Nétese que H coincide con o(C) pues, por un lado, o(C) C H y, por otra parte,
como o(C) es A-clase, se cumple H C o(C).

2.4. Los conjuntos con longitud

No expondremos aqui el método empleado en teoria de la medida para extender
la longitud a conjuntos mas generales que los intervalos. Sin embargo, algunas de
sus consecuencias mas importantes tienen un enunciado simple y claro. Concre-
tamente, permite establecer la siguiente conclusion:

Se puede atribuir longitud a los conjuntos de una clase L de conjuntos, de forma
que se verifiquen las propiedades (a), (b), (¢) y (d) de la seccién 2.2.

Mas exactamente, se cumple:

(a) Cualquier intervalo I pertenece a Ly A(I) = |b—al si a y b son los extremos
de I.

(b) Si Aj, As € L son conjuntos disjuntos entonces Ay U Ay € Ly

)\(Al U Ag) = )\(Al) + )\(AQ)

4 Por ejemplo, si A, es una sucesién creciente de conjuntos tales que A, N B € H para
cualquier B € C, serd
Un An)nB=U, (AnNB)eH
puesto que A, N B es una sucesién creciente y H es una A-clase. El resto de las propiedades se
comprueba de forma andloga.
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(c) Si{A,} es una sucesién creciente de conjuntos pertenecientes a £, entonces
A=, Anely
AA) = lim A(Ap).
n—r oo

(d) Si A1,A2 € Ly Ay C A;, entonces Ay — Ay € L y, supuesto que sea
A(Az) < o0, se cumple

(A1 = Az) = M(A1) — A(A2).

De esta forma, el logro de Lebesgue consistié en probar que el problema de la me-
dida tiene solucién: los conjuntos medibles pueden agruparse en una determinada
clase de conjuntos £, a cuyos miembros se les puede asignar longitud respetando
los postulados (a), (b), (¢) y (d). La técnica para definir la longitud no tiene
mucho interés practico pero, en cambio, si es relevante disponer de informacién
acerca de la clase £ de los conjuntos medibles.

Para ello, cabe observar que las propiedades (a), (¢) y (d) establecen que L es
una A-clase que contiene a la w-clase, Z, de los intervalos. La proposiciéon 2.7,
asegura entonces que L contiene a la o-algebra de Borel, B.

Este es el sentido de la siguiente proposicién que recoge, para el caso de la longi-
tud, las principales conclusiones del teorema de extension, uno de los resultados
claves que se demuestra en la teoria de la medida.

Proposicion 2.8 La longitud puede extenderse de manera unica a todos los
conjuntos de Borel de la recta real.

e La prueba de la unicidad es sencilla. Sea K = [—k, k] e imaginemos que A
y p son formas distintas de atribuir longitud a los subconjuntos de Borel de K
de manera que se verifiquen, en ambos casos, los postulados (a), (b), (¢) y (d).
Entonces

E={BeBk | \(B)=pu(B)}

es una A-clase de subconjuntos de K, como puede comprobarse de forma inme-
diata®. Como & contiene a la m-clase de los subintervalos de K, coincide con By
es decir A(B) y p(B) coinciden para cualquier B € Bg. En virtud de (c), lo
mismo ocurre para cualquier B € B, puesto que

A(B) = klggo AMBNK) = klggo wBNK)=u(B). m

Segun el resultado anterior la o-algebra de Borel adquiere un papel decisivo en
relacién con el problema de la medida. A pesar de que no sea viable especificar un
conjunto de Borel genérico, ni proporcionar un método operativo para calcular
la longitud de uno cualquiera de ellos, a efectos tedricos no hay problema de
imprecisién al referirse a la longitud de uno de tales conjuntos. A la vez, se trata
de una familia de conjuntos lo suficientemente amplia para que nunca tenga

5 Por ejemplo, si A1, As € £y Az C Ap es
A(Ar — A2) = A(A1) — A(A2) = p(A1) — p(A2) = p(Ar — Az)

donde todos los valores son finitos puesto que A2 C A; C K. Las restantes propiedades se
comprueban de forma anéloga.
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interés practico preocuparse por conjuntos que no sean de Borel. Es mas, el
conjunto W del ejemplo 2.3 es uno de los pocos conjuntos conocidos que no es
de Borel.

Como ejemplo de las ventajas que supone precisar la clase de los conjuntos a los
que se atribuye longitud, puede observarse que, en B, la propiedad (d) pasa a
ser una consecuencia directa de (b). Ya que, si Aj, As € By Ay C Ay, entonces
Ay — Ay = A1 N AS € B. Estédn definidas, por consiguiente, las longitudes A\(A;),
AAz2) y M(A1 — A2) y (b) obliga a que sea A(A; — Az) = A(A1) — A(Az2), supuesto
que A(Ag) < 0.

En el mismo sentido, no es dificil establecer ahora (véase Ej. 2.8) la afirmacién
previa al ejemplo 2.3. Concretamente:

Proposicién 2.9 Dados Ac ByzeR,siz+ A={x+yl|y € A}, entonces
r+AeByAz+ A) =AA).

2.5. El area en R?

La cuestién de asignar drea a los subconjuntos del plano R? tiene un plantea-
miento muy similar al de la longitud en R, con la principal diferencia de que el
papel que juegan los intervalos en R, lo desempenan en R? los rectdngulos de
lados paralelos a los ejes. Para abreviar, sélo recibiran el nombre de rectdangulos
los conjuntos de la forma

(a1,b1) x (a2,b2), [a1,b1] % [a2,b2), (a1,b1] % (a2,b2], etc.

productos de un intervalo (abierto, cerrado
o semiabierto, finito o infinito) sobre cada

bo uno de los ejes, como se muestra en la fi-
gura adjunta.
as Cada rectdngulo de forma definida queda

determinado por dos puntos: el extremo in-
¢ 3 ferior a = (ai,a2) y el extremo superior

@ bl b= (bl,bg).

La idea de &rea se rige por reglas casi idénticas a las empleadas en relacién con
la longitud:

(a) Un rectdngulo de extremos a y b tiene drea igual a (by — ay)(ba — a2),
independientemente de qué lados estén incluidos en él.

(b) Si A; y As son conjuntos disjuntos de R? con area definida, su unién tiene
como area la suma de las areas de cada uno de ellos; es decir,

A2(A1 U Az) = Aa(A1) + A2(A2)

donde A2(A) designa el drea de A.

(c) Si{A,} es una sucesién creciente de subconjuntos de R? con area definida
y A=, An, se verifica

)\Q(A) = lim )\Q(An)
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Tales principios estuvieron presentes desde el principio en el desarrollo de la
integral como método de célculo del area limitada por una funcién acotada, f,
en un intervalo [a,b]. De hecho, es bien sabido que el concepto de integral de
Riemann utiliza las sumas

|
_

n

s(f,.P)=) (viy1—x;) inf  f(z)
o TE[Ti,Tiq1]
n—1

S(f,P)= (Tiv1 —x)  sup  f(z)
i—0 T€[Ti,Tit1]

como aproximaciones a dicho drea (por defecto y por exceso respectivamente)
asociadas a una particién P = {z1,...,2,} del intervalo [a,b].

Ello corresponde a sumar las dreas de las
dos series de rectdngulos disjuntos que se
muestran en la figura. Si, al variar la par-
ticién P, coinciden

sups(f,P) 'y infS(f,P)
P P

|
1
|
|
el valor comin define la integral de Rie- !

|
|
|
|
mann, f;f(;v) dr. a1z 3 T4 35 b

No obstante, la integral de Riemann no es la mejor utilizacién posible de los
principios que a los que obedece la idea de area, porque su existencia requiere
de ciertas propiedades de continuidad del integrando. Asi lo pone de relieve el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5

Una funcién definida en el intervalo [0, 1] que no es continua en ningin punto es
la funcién de Dirichlet:

[ 1 sizeQn[0,1]
f(x)_{ 0 sizel0,1]-Q

que vale 1 en los puntos racionales y 0 en los irracionales.

Desde luego, sea cual sea la particién P del intervalo [0,1] que se considere, en
cada intervalo de la particién es inf f(z) = 0 y sup f(x) = 1; luego las sumas de
Riemann valen s(f, P) = 0y S(f, P) = 1, independientemente de la particién P.
Por consiguiente, no existe la integral de Riemann de la funcién f.

Ahora bien, el conjunto de R? “limitado” por la grafica de la funcién de Dirichlet
y el eje x estd compuesto por segmentos verticales A,., de longitud 1, situados
sobre cada valor racional r del intervalo [0, 1]. As{ que el &rea de dicho conjunto,
A, es facil de determinar: cada segmento A, es un rectangulo de drea nula y, como
hay un niimero numerable de ellos, su unién tiene area nula. Esto es, escritos los
racionales de [0,1] en forma de sucesién {ry }nen, se tiene

Mo(A) = Jim Ao (Uny Ar,) = limy o sy da(4r,) =0.
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De forma similar, la funcién

[0 size@n]0,1]
1_f(“’>_{ 1 size[0,1]-Q

tampoco es integrable en el sentido de Riemann, puesto que, como en el caso
anterior, es s(f,P) = 0 y S(f,P) = 1 para cualquier particién P. Ahora, el
subconjunto B de R? comprendido entre su gréfica y el eje x se compone de un
numero no numerable de segmentos verticales, de longitud 1, situados sobre los
irracionales del intervalo [0,1]. No cabe sumar las dreas nulas de un nimero no
numerable de segmentos para obtener el area de B, sino que hay que observar
que A y B son conjuntos disjuntos cuya unién es todo el cuadrado [0, 1 ]2. Si se
puede asignar a B un drea Ag(B) tendrd que ser

A2(A) + Aa(B) = Ao([0,1T)

y, dado que el 4rea del cuadrado [0,1]% es 1y Ay(A) = 0, se obtiene Ay(B) = 1.

Esta ultima manera de proceder pone de relieve un cuarto requisito de la nocién
de drea que “casi” se deduce de (b):

(d) Si A2 C Ay son conjuntos con drea definida A2 (As) y A2(A1), supuesto que
A2(Asg) < oo, debe ser

)\2(141 — AQ) = )\Q(Al) — /\Q(AQ)

A la vista del ejemplo anterior pueden plantearse dos cuestiones de interés. Por un
lado, lo mismo que en el caso de la longitud en R, cabe preguntarse cudles son los
subconjuntos de R? a los que se puede asignar un 4rea, sin violar los principios (a),
(b), (¢) y (d). En segundo lugar, parece que la idea de integral puede modificarse
para hacer integrables funciones para las que fracasa la definicién de Riemann.
Respecto al primer problema, una vez sabido lo que ocurre con la longitud, no
cabe hacerse demasiadas ilusiones: hay conjuntos en R? a los que no se puede
atribuir area de forma coherente.

Ejemplo 2.6

Un conjunto sin area. Sea W el subconjunto de R sin longitud al que hacia
referencia el ejemplo 2.3. El conjunto V. = W x [0, 1] estd constituido por seg-
mentos verticales, de longitud 1, situados sobre los puntos de W.

Supuesto que pudiese atribuirse area a V, si se le somete a traslaciones horizonta-
les de vector (r,0) para cada r € QN[—1,1], se obtiene una coleccién numerable
de conjuntos

Vi=A{(r+w,y)[weW,ye[0,1]}

del mismo area y disjuntos entre si, tales que

[051]2 - UTEQO[—l,l] ‘/7“ C [_172] X [051]
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Por consiguiente, no puede atribuirse a V' area cero, so pena de caer en la contra-
diccién de que [0,1 ]2 estd contenido en un subconjunto de drea cero. Tampoco
puede atribuirse a V area positiva, pues ello daria lugar a que el rectangulo
[—1,2] x [0,1] contenga un conjunto de &rea infinita.

El proceso de extensién del drea en R? es idéntico al de la longitud en R; establece
que se puede atribuir area a los conjuntos de una familia £y de subconjuntos de
R?, de manera que se cumplan los postulados (a), (b), (¢) y (d). Segin ellos,
Lo tiene estructura de A-clase y, como contiene a la w-clase de los rectangulos,
contendra a la o-algebra engendrada por estos que, segun la definicién siguiente,
se denomina la o-dlgebra de Borel en R?:

Definicién 2.6 Sea T, la familia constituida por todos los rectangulos de R2.
La o-dlgebra o(Z,), engendrada por I, se denomina la o-algebra de Borel en
R? y se representa habitualmente por B2. Los elementos de B? reciben el nombre
de subconjuntos de Borel de R?.

Asi, en este caso, el teorema de extension afirma:

Proposicién 2.10 Todos los conjuntos de B? tienen 4rea definida y tnica.

La o-4lgebra B2 est4 constituida por aquellos conjuntos que pueden construirse
mediante operaciones conjuntistas a partir de un nimero numerable de rectangu-
los y comprende a todos los subconjuntos de R? que tienen un interés préctico.
En particular, se cumple:

Proposicién 2.11 Todo conjunto abierto de R? es un conjunto de Borel. Lo
mismo sucede con cualquier conjunto cerrado, con cualquier intersecciéon nume-
rable de abiertos, con cualquier unién numerable de cerrados, etc.

e De hecho, la familia de los cuadrados
C(rie)=(r1—e,r1+¢) X (re —e,ra +¢)

donde 1,72 y € son racionales, es una coleccion numerable de rectangulos y cual-
quier conjunto abierto A de R? puede expresarse como unién de tales cuadrados.
En efecto, dado cualquier € A, existe una bola abierta B(x,d) contenida en
A, ademds en B(x,§/4) puede encontrarse un punto r» = (r1,r2) de coordenadas
racionales. Si se toma un racional ¢ con 6/4 < ¢ < §/2, el cuadrado C(r,¢)
contiene a x y estd contenido en A (pues lo estd en B(x,d)). Luego

A= C(r,e)

si la unién incluye todos los cuadrados C(r,e) contenidos en A. En definitiva,
cualquier abierto es un conjunto de Borel. Lo mismo ocurre con sus complementa-
rios —los cerrados—, con la intersecciones numerables de abiertos o con las uniones
numerables de cerrados. m

También son conjuntos de Borel en el plano los productos de dos conjuntos de
Borel arbitrarios de la recta real. Mas exactamente:
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Proposicién 2.12 Si B x B designa la familia de todos los subconjuntos de R?
de la forma B; X Bs, donde By, By € B, la o-dlgebra engendrada por B x B
coincide con la o-algebra de Borel en R?. Es decir, o(B x B) = B2.

e En efecto, como todo rectangulo es producto de dos conjuntos de Borel unidi-
mensionales, se tiene Zo C B x B C o(B x B). Por tanto, la minima o-algebra
que contiene a s es més pequeiia que o(B x B); en simbolos:

B? C ¢(B x B).

Dado que o(B x B) es la menor o-dlgebra que contiene a B x B, establecer el
contenido reciproco, se reduce a ver que B x B est4 contenido en B2. Para ello,
consideremos

F = { A€B| AxIecB? para cualquier intervalo I}

y probemos que se trata de una o-dlgebra. En primer lugar, si A € F e [ es
cualquier intervalo, sera

Ax T =R xI—-AxI

siendo Rx I € Ty y A x I € B2, luego A°¢ x I € B?, o bien A° € F. Por otra
parte, si A, es una sucesién de elementos de F, se tiene

(U, 4An) x I =1, (A, xI)

y, como A,, x I € B?, se cumple (|, A,) x I € B?; con lo cual |J,, 4, € F.
Obsérvese ademas que la o-algebra F contiene a cualquier intervalo de R y, a su
vez, estd contenida en B. Tiene que ser pues F = B, lo cual asegura que A x I
pertenece a B2 cualquiera que sean A € B y el intervalo I.

Consideremos ahora

f’z{BEIB|A><B€IB2 para cualquier A € B }

que, segin puede probarse de manera analoga a la anterior, tiene estructura de
o-dlgebra. Evidentemente F’ estd contenida en B y, segtin lo anterior, cualquier
intervalo I pertenece a F'; luego F' = B

Tal igualdad establece, en definitiva, que A x B € B? cualquiera que sean A € B
yBeB. =

La o-dlgebra o(BB x B) que aparece en el enunciado anterior responde a un con-
cepto general:

Definicién 2.7 Sean F; y Fo o-dlgebras de subconjuntos de £, y Qo respecti-
vamente. La familia de subconjuntos de 01 X Qs:

FixFo={AxB|AcF,BeF}

engendra una o-dlgebra, o(F1 X F2), llamada o-algebra producto de F; y Fa
que suele representarse por Fi1 ® Fa. Es decir, J1 ® Fo = o (F1 X Fa).
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En estos términos, la proposicién anterior afirma: B2 = B @ B.

Hay una relacion entre el drea y la longitud que puede expresarse con facilidad
en el caso de conjuntos de la forma A x B pertenecientes a B x B.

Proposicién 2.13 Si A, B € B se verifica
A2(A x B) = A(A) \(B). (2.4)

e Para mostrarlo, es necesario restringirse primero al caso de conjuntos de Borel
contenidos en un intervalo acotado cualquiera K = [—k, k]. Porque, entonces, es
facil ver que la familia

G1={AeBg|A(AxI)=AA)AI) para cualquier intervalo ] C K }

es una A-clase® que contiene, segin (a), a la 7-clase de los subintervalos de K.
En consecuencia, G; = By, lo cual significa que (2.4) se cumple si A € Bg y B
es un subintervalo de K. A continuacién, sea

G2 = {B € Bk | X2(A x B) = A(A)\(B) para cualquier A € By }.

De nuevo, G es una A-clase que, segun lo anterior, contiene a la w-clase de los
subintervalos de K. Por tanto, Go = Bk y (2.4) se verifica cualquiera que sean
A, B € Bg.

Por ultimo, si A y B son conjuntos cualesquiera de B, no necesariamente acotados,
A = ANK, By = BNK y Ay x By, son sucesiones crecientes hacia A, By Ax B
respectivamente. Se tiene pues

Mo(A x B) = lim Ao(A x Br) = lim A(AA(Bi) = AAA(B). =

Las dos ultimas proposiciones indican que el concepto de area resultaria exacta-
mente el mismo si se consideran como “rectangulos” todos los conjuntos de B x B
y se sustituye el postulado (a) por la igualdad (2.4).

La integral de Lebesgue

Los resultados anteriores constituyen la base sobre la que Lebesgue elabor6 un
nuevo concepto de integral que puso fin a las dificultades tedricas con las que
tropieza la integral de Riemann. Conseguia, en primer lugar, ampliar de forma
considerable el conjunto de funciones integrables y, gracias a ello, mejorar de for-
ma sustancial las propiedades de convergencia de la integral cuando el integrando
converge.

La idea de Lebesgue es la siguiente: En vez de tomar una particién del eje de
abscisas, se divide el eje de ordenadas, mediante los puntos de la forma k/2",
donde n es un numero natural fijo y k es entero.

6 Por ejemplo, si A1, Az € G1 y A1 D Aa, se cumple
)\2((,41 — AQ) X I) = )\Q(Al X I) — )\Q(Az X I) = )\(Al))\(l) — )\(AQ))\(I)
= [AMA1) — AMA2)]AI) = AM(A1 — A2)A(])

(la primera y la ultima igualdad requieren que las dreas y las longitudes sean finitas). Por
consiguiente A; — Az € G;. El resto de las propiedades se comprueba de forma similar.



