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22 Capitulo 1. Procesos Estocasticos

1.6. Las dificultades del caso 7' no numerable

Las dificultades en relacién con los procesos estocasticos en tiempo continuo
—o simplemente no numerable- tienen su origen en el siguiente hecho.

Lema 1.6 SiT es no numerable, cualquier conjunto A de la o-algebra pro-
ducto ET en ET es de la forma

A={fe BT | (f(to). f(tr),-... f(t,),...) € B}

para alguna sucesién {t, },ev C T y algtin conjunto B € EN (12).

El enunciado indica que no pertenece a £ ningiin subconjunto de ET que
imponga condiciones en méas de un niimero numerable de instantes. Pensan-
do en el caso en que T es un intervalo de R y (F,€) = (IR, IB), no son
sucesos de £ conjuntos conflictivos tales como

{fEET|t51[1pb]f(t)§c}, {fEET\lir?supf(t)Sc},
€la, —a

{f € E"| f es continua en a}, {feE"| f(t)#c Vteab]}, et

que involucran en su definicién mdas de un ndmero numerable de instantes.
Luego, sup;eiq f(t), limsup,_,, f(t),... tampoco son variables aleatorias
ET-medibles. Ahora bien, la distribucién IP de cualquier proceso s6lo asigna
probabilidades a los sucesos de £ y permite obtener tinicamente la distri-
bucién de las variables aleatorias £7-medibles. Es, expresado en general, lo
que ya se ha puesto de relieve en el Ejemplo 1.3.

Bésicamente, en el modelo candnico, ocurre que = E”, formado por todas
las funciones de T en E, es demasiado grande y la o-dlgebra 7" demasiado
pequena para que sea posible hacer afirmaciones probabilisticas sobre con-
juntos o variables del tipo indicado. Pero la o-dlgebra £ no puede cambiarse
sustancialmente, sin perder la ventaja de que la probabilidad esté determi-
nada en ella por las distribuciones finito-dimensionales. Asi pues, en el caso
sumamente frecuente en que sea necesario referirse a las probabilidades de
algunos de estos conjuntos y variables conflictivos, no hay més remedio que
confiar en que el proceso estocastico en consideracién tenga trayectorias con
“cierto grado de regularidad” y que, gracias a ello, sea posible deducir las
probabilidades asociadas a ellos a partir de otros que si pertenecen a £7

En consecuencia, el estudio detallado de un proceso estocastico {X;}er en
tiempo continuo requiere que:

12 Véase el Ejercicio 1.3.
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(a) exista un conjunto U C E” de funciones con ciertas “condiciones de
regularidad”, en el que se considerard la o-algebra (13)

g ={UnA|Ae&m);

(b) el proceso estocéstico {X;}ier tenga trayectorias de U. Es decir,
X(Q) C U o, equivalentemente, es medible la aplicacién

X (Q,F,P)— (UED).
En tal caso, su distribucién serd la probabilidad en (U, &L) dada por
Py(U) = P{X Y (U)} paracada U € &J.

(U, Sg , IPy) es el espacio de probabilidad candnico para los proce-
sos estocasticos con trayectorias en U y distribucion [Py. Fn él se define
el representante candnico de todos ellos mediante Y;(f) = f(t) para
cualquier feUyteT.

Asi por ejemplo, para un proceso estocastico con T un intervalo de IR y
(E,€) = (IR, B), cuyas trayectorias pertenezcan a C = C(T, F), conjunto
de las funciones continuas de T' en E, puede asegurarse que

{feC|sup fO)<cl=Cn{feE"| sup f(t)<c} (1.7)
te[a,b] t€[a,bjNQ

es un suceso de Sg , puesto que el ultimo conjunto del segundo miembro
pertenece a £T. Por consiguiente, estd bien definida la probabilidad

ZP(C{ sup f(t) < c} = ZP{f e ET| sup f(t)< c}.
t€la,b] t€la,bjNQ

La misma conclusién puede obtenerse aunque U sea un conjunto mas amplio
que C, siempre que se cumpla una igualdad similar a (1.7).

En caso de un proceso estocédstico {X;}ier explicitamente definido en un
espacio de probabilidad concreto, en el que € no sea un subconjunto de ET
serd normalmente sencillo apreciar si sus trayectorias cumplen una u otra
condicion de regularidad. Asi, en el Ejemplo 1.1 no cabe duda de que todas
las trayectorias son funciones continuas. Analogamente:

Ejemplo 1.6

Sea {(&n, n) fnew un proceso estocdstico en tiempo discreto con espacio de esta-
dos E = (0,00) x IR, el cual proporciona dos sucesiones de variables aleatorias:

13 Véase CP2 Definicién 2.4.
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&, > 0y n, € IR. Para concretar puede pensarse que {&, }nen son variables in-
dependientes con distribucién exponencial de pardmetro 1, mientras que {n, bnemn
son independientes con distribucién A(0,1) y ambas independientes entre si.

Pero sea cual sea su distribucién, sélo con suponer que > o . &, es divergente, se
’ n=1 )
puede definir el proceso estocdstico en tiempo continuo, con T = [0, c0):

m st 0<t< &
M st G <t<b+E
Xe=q9 m st G+L<t<&+E+E

que permanece en el estado 7, desde el instante 7, = > . | & hasta antes del
instante 7,41 = 7, + &,41 v salta en ese momento al estado 7,,41.

En principio, {X;}:>¢ estd definido en (ET, N P) donde P es la distribucién de
la sucesion {(&n, M) nemn. Su espacio de estados es IR, de forma que su espacio
canénico es (IRT, BT, IP), donde IP la distribucién deducida de P (a través de
las distribuciones finito-dimensionales P{X;, € By,..., X, € By}). Este espacio
candnico es problematico, porque IP no mide la probabilidad de propiedades rele-
vantes de {X;};>0 (como, por ejemplo, sup;cp, 4 Xt < ).

Ahora bien, las trayectorias de {X;};>0 son funciones escalonadas, continuas por
la derecha, del tipo representado en la Figura 1.3.

na(w) e——

173 () g

W | bW | B G ey

12 (w) A

Figura 1.3: Trayectoria tipica

Pertenecen por tanto al conjunto
D={f¢ RT |Vt €T f(t+) = f(t) y existe f=)}

lo cual hace posible razonamientos del tipo (1.7) con C reemplazado por D. Asi pues,
se puede considerar a {X;};>0 como proceso con trayectorias en I, descrito por el
espacio canénico (DD, BDT ,IPp), en el que no tienen lugar muchas de las dificultades
inherentes a (IRT, BT, IP).



