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xv



1.3. Decisiones aleatorizadas 17

1.3.1. Decisiones aleatorizadas sin experimentación

En general, el marco teórico para incluir decisiones aleatorizadas en un pro-
blema de decisión sin experimentación no es complicado. Simplemente debe
suponerse que A está dotado de una σ-álgebra A, que cumpla {a} ∈ A para
cualquier a ∈ A y respecto a la cual L(θ, ·) sean funciones medibles. Mientras
A sea un conjunto discreto o un subconjunto de un espacio eucĺıdeo, IRn,
ello no comporta ninguna dificultad, supuesto que las funciones de pérdida
son razonablemente regulares.
Después, las acciones aleatorizadas, α, serán distribuciones de probabi-
lidad en (A,A), que asignen una probabilidad α(A1) a cada subconjunto
A1 ∈ A. Con ellas, el decisor especifica las reglas que regirán el sorteo de la
acción a ∈ A que empleará.
La función de pérdida se extiende para acciones aleatorizadas mediante la
expresión

L(θ,α) =

∫

A
L(θ, a)α(da). (1.2)

Y, el espacio de todas las acciones aleatorizadas α sobre (A,A), que tengan
una pérdida finita, para cada θ ∈ Θ, se designa habitualmente por A⋆.
Por supuesto, puede considerarse que A ⊂ A⋆, identificando cada acción
a ∈ A con la distribución causal que asigna probabilidad uno a {a} (de ah́ı,
la conveniencia de imponer que {a} ∈ A).
Esta forma de proceder sustituye el problema de decisión original (A,Θ, L)
por (A⋆,Θ, L), en el que L se ha extendido mediante (1.2). Con ello se
amplia el conjunto de acciones posibles y el análisis del problema puede ser
más sencillo en A⋆ que en A. Al menos, A⋆ tiene la ventaja de ser convexo, en
el sentido de que, para cualesquiera α1,α2 ∈ A⋆ y λ ∈ [0, 1], la combinación
lineal convexa λα1 + (1− λ)α2 vuelve a ser un elemento de A⋆ (o sea, una
distribución en (A,A)).

Ejemplo 1.9
Si un problema de decisión cuenta sólo con tres acciones: A = {a1, a2, a3}, entonces
cada distribución de probabilidad α sobre A se caracteriza por

α1

α2

α3 (0, 0, 1)

(1, 0, 0)

(0, 1, 0)

α(a1) = α1, α(a2) = α2, α(a3) = α3.

De modo que

A⋆ = {(α1, α2, α3) ∈ IR3
+ | α1 + α2 + α3 = 1}

se representa como el triángulo que une los pun-
tos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1), en el espacio IR3.
Lo mismo ocurriŕıa en IRn, si A contase con n
acciones.
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Supuesto que L(θ, a1) = 2θ, L(θ, a2) = θ2 y L(θ, a3) = θ + 1, el proceso de aleato-
rización añadiŕıa infinitas acciones adicionales con

L(θ,α) = α1 2θ + α2 θ
2 + α3 (θ + 1).

1.3.2. Decisiones aleatorizadas con experimentación

Inicialmente la idea de aleatorización en un problema de decisión con ex-
perimentación es la misma. Como se dijo, aqúı el problema de decisión es
(D,Θ, R), donde D es la clase de todas las reglas de decisión d : X 7→ A a
las que (1.1) asocia un riesgo R(θ, d) finito.
Para definir una regla de decisión aleatorizada es necesario dotar a D
de una σ-álgebra, D, sobre la que definir medidas de probabilidad, δ, que
indiquen la distribución con la que se sortea la regla de decisión d ∈ D que
se utilizará. Dado que D es un espacio funcional –de funciones de X en A–,
la elección de D puede ser más delicada (5). Pero no será necesario entrar
en detalles técnicos sobre ello.
Lo que śı es importante es asociar con cada regla de decisión aleatorizada
una función de riesgo:

R(θ, δ) =

∫

D
R(θ, e)δ(de) (1.3)

promedio de los riesgos R(θ, d) respecto a la distribución δ con la que la
regla de decisión d es elegida.
El conjunto de todas las reglas de decisión aleatorizadas, δ, que tengan
asociado un riesgo finito R(θ, δ), se representa por D⋆. Igual que el caso sin
experimentación, la aleatorización amplia el problema de decisión estad́ıstico
(D,Θ, R), sustituyéndolo por (D⋆,Θ, R).

Ahora bien, hay un procedimiento alternativo de introducir la aleatorización
en un problema de decisión con experimentación. En lugar de sortear primero
la regla de decisión d que se utilizará y observar, después, el resultado x del
experimento, para adoptar la acción d(x), puede hacerse al revés. Primero

5 Debe hacerse de tal manera que pertenezcan a D los conjuntos ciĺındricos

{d ∈ D | d(x1) ∈ A1, . . . , d(xn) ∈ An} (x1, . . . , xn ∈ X , A1, . . . , An ∈ A).

Aśı podrá hablarse de la probabilidad con la que δ elige una regla de decisión que asocia
a cada una de las observaciones xi una acción en Ai. También debe conseguirse que los
riesgos R(θ, ·) sean funciones medibles de (D,D) en (IR, IB); lo cual vuelve a ser posible
si L(θ, ·) son funciones suficientemente regulares.
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se observa el resultado x del experimento y, después, se emplea una acción
aleatorizada γ(x) ∈ A⋆, que es función del resultado obtenido x.

Esto significa emplear lo que se denomina una regla de comportamiento,
definida como una aplicación γ : X 7→ A⋆. Puede observarse que ello supone
introducir la experimentación, en el problema ya aleatorizado (A⋆,Θ, L) del
apartado anterior, de manera similar a como se hizo en la sección 1.2.4.

Repasando el procedimiento alĺı descrito, primero será necesario dotar a A⋆

de una σ-álgebra, que se representará por A⋆ (6).

Segundo, y más importante, hay que definir el riesgo asociado a cada regla
de comportamiento γ. En consonancia con (1.1), será

R(θ, γ) = Eθ[L(θ, γ(X))] =

∫

X
L(θ, γ(x)) Pθ(dx) (1.4)

donde L(θ, γ(x)) es la extensión de la pérdida introducida en (1.2).

El conjunto de todas las reglas de comportamiento, γ, con riesgo finito,
se representará por Γ. Aśı, (Γ,Θ, R) es una nueva ampliación del proble-
ma de decisión con experimentación (D,Θ, L), diferente de la que supone
(D⋆,Θ, R).

Existe un trabajo teórico importante, debido a Wald y Wolfowitz (1951), que
establece que ambos problemas, (Γ,Θ, R) y (D⋆,Θ, R), son equivalentes.
En el sentido de que, para cada regla de decisión aleatorizada δ, existe
una regla de comportamiento γ con el mismo riesgo: R(θ, δ) = R(θ, γ). Y,
rećıprocamente, para cada regla de comportamiento γ, hay una regla de
decisión aleatorizada δ que tiene el mismo riesgo.

Las reglas de comportamiento son más fáciles de utilizar en la práctica, pero
las reglas de decisión aleatorizadas simplifican muchos razonamientos.

Ejemplo 1.10
En la situación del ejemplo 1.7, hab́ıa cuatro reglas de decisión: D = {d1, d2, d3, d4},
cada una de las cuales figura como una fila de la tabla

x = 1 x = 2

d1 a = 1 a = 1
d2 a = 1 a = 2
d3 a = 2 a = 1
d4 a = 2 a = 2

θ = 1 θ = 2

d1 2 −3
d2 3/4 9/4
d3 −7/4 −5/4
d4 −3 4

6 La forma estándar de hacerlo es tomar como A⋆ la mı́nima σ-álgebra que hace
medibles las aplicaciones α 7→ α(A1) cualquiera que sea A1 ∈ A. Cabe suponer que las
pérdidas L(θ,α) son funciones medibles de α, respecto a A⋆.


