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PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Tras practicamente una década desde la apremiante publicacion de la
primera edicién (2011), con la entrada en vigor del denominado Plan Bolo-
nia, he procedido a la revisiéon del material tratado en este libro aprovechan-
do la experiencia docente acumulada durante este tiempo. Aunque el
planteamiento general contintia siendo el mismo, pues las necesidades para
la formacion del alumnado de Quimica no han cambiado, las modifica-
ciones fundamentales son las siguientes. El Capitulo 2 (desarrollos de fun-
ciones con desarrollos ortogonales), detectado como el mas complicado, se
ha reescrito e incorpora nuevos ejercicios y problemas resueltos. En el Capi-
tulo 8 (tratamiento de errores en datos experimentales) se amplia la per-
spectiva inicial relativa a los errores sisteméticos y sus interrelaciones. Hay
un nuevo Capitulo, el 11, en el que de manera global se discuten en detalle
aplicaciones representativas, esperando asi allanar para el alumnado la
comprension de determinados conceptos basicos de la materia. Se han
suprimido los Apéndices I (practicas) y II (series de Fourier). El primero
porque, dada la estructura final que se ha ido decantando para las activi-
dades de practicas, resulta mejor fijarlas dentro de cada curso adecuan-
dolas, en forma y tiempo a invertir, a las necesidades del momento. El
segundo porque el tema tratado alli se ha incluido someramente en el nuevo
Cap. 2 como una aplicacién natural mas; nétese que el contenido basico rel-
ativo a estos desarrollos ya estaba presente dentro de este mismo capitulo en
la primera edicién, y este cambio sélo formaliza su presentacién. Los demas
capitulos del libro presentan también cambios en forma de comentarios y
explicaciones adicionales, mejoras en la notacién, o ejercicios y problemas
adicionales mas adaptados al nivel del alumnado de hoy.

Dadas las caracteristicas de este tipo de texto sobre técnicas matematicas
aplicadas, no es posible incluir en €l extensas tabulaciones de férmulas y
tablas matematicas. La utilizacién paralela de Manuales de Férmulas y Tablas
Matematicas, como material necesario, es pues obligada para poder abordar el
estudio de los temas aqui tratados. Las conocidas Tablas Schaum (McGraw-
Hill) son posiblemente las mejor adaptadas a los objetivos de este curso.
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Se han corregido todas las erratas localizadas, un proceso que por causas
de fuerza mayor no pudo completarse en la primera edicién electrénica
(2013). Aunque la correccién de erratas se sabe que es un proceso que no
necesariamente converge a cero, sélo hay que leer los prélogos de muchas
obras que tienen que utilizar simbolos matematicos, este autor espera fer-
vientemente que de quedar alguna no sea significativa. A este respecto, ten-
go que agradecer la ayuda prestada por todos aquellos estudiantes y com-
pafieros que me han sefialado erratas en la primera edicién, yendo aqui mi
agradecimiento muy especial a la Prof. M.* Isabel Esteban Pacios (Dept.
CC y TT Fisicoquimicas, UNED) y al Tutor Intercampus Ricard Casas
Rodriguez (C. A. UNED Tarrasa).

La necesidad de formacion en técnicas matemaéticas para el alumnado de
las carreras de Ciencias Quimicas y Fisicas es vital. Sin embargo, y por lo
que respecta a la Quimica, este autor ha venido observando una falta de
atencion progresiva sobre este punto en los Planes de Estudio universitarios
de las ultimas décadas. Sin esta formacién el conocimiento que pueda
adquirirse de ciertas disciplinas quimicas estara «hueco», con el agravante de
que cualquier progreso real dentro de ellas quedara vedado de entrada a los
estudiantes interesados en seguirlas. En estos tiempos de un uso extendido
de «software» instalado en computadores, un buen «software» matematico
puede ayudar a disimular dichas carencias, pero esto por si s6lo no las
arregla. De nada sirve el almacenamiento en poderosos medios electrénicos
de hechos, ecuaciones, desarrollos, rutinas de calculo, y demas cuestiones
cientificas, si cada estudiante no hace suyo este conocimiento mas alla del
«click» que los pone inmediatamente a su alcance. El estudio activo es siem-
pre una fascinante obligacién.

Con este libro trato modestamente de contribuir a disminuir el desfa-
vorable impacto que el problema aludido esta teniendo sobre el alumnado
universitario de Ciencias Quimicas. Si ademas consigo llamar la atencion a
un nivel mas amplio sobre esta circunstancia, entonces podré darme por
razonablemente satisfecho.

Finalmente, quiero agradecer muy sinceramente a la Editorial UNED
todas las facilidades y ayuda dadas para la realizacién de este proyecto.

Madrid, agosto, 2019

Luis M. Sesé Sanchez
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CariTuLO 1
AJUSTE DE FUNCIONES CON POLINOMIOS:
TECNICAS DE COLOCACION Y DE MINIMOS CUADRADOS

1.1. Introduccién

A. Polinomios de colocacion
1.2. Ajustes con polinomios de colocacién
1.3. La tabla de diferencias y los polinomios de Newton
1.4. El polinomio de Lagrange
1.5. Otras técnicas

B. Minimos cuadrados
1.6. Concepto y aplicacién al caso lineal
1.7. Ajustes de minimos cuadrados de orden superior

Bibliografia

Problemas tedricos y numéricos

Se presenta una introduccién operativa de la aproximacién de funciones
reales de variable real. Primero se trata el problema de aproximar mediante
polinomios de colocacién funciones definidas no mediante una expresion anali-
tica sino mediante una tabla numérica (x;, y,), normalmente asociada a un con-
junto de resultados experimentales, discutiendo de forma general el problema del
error cometido. Con ello se pone de manifiesto que las operaciones matemaéticas
aproximadas a realizar quedan reducidas a las meramente aritméticas (suma,
resta, multiplicacién y divisién), lo que redunda en la facilidad de calculo
(manual y con maquina). Por otra parte, el uso de polinomios se ve beneficiado
por el hecho de que las diferenciaciones e integraciones son inmediatas y pro-
ducen también polinomios. Ademas sus raices son facilmente calculables y una
alteracion del origen de coordenadas no altera su forma global, ya que sélo
cambian sus coeficientes. Se introduce el concepto de tabla de diferencias, muy
util por otra parte en el analisis de datos (biisqueda de errores de entrada), y se
aplica a la obtencién de dos tipos de polinomios de colocacién cldsicos para
datos igualmente espaciados: avance y retroceso de Newton. Seguidamente, se
estudia el polinomio de Lagrange, indicado para representar datos no
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igualmente espaciados. Se contintia con la presentacién del problema general de
la aproximacién de minimos cuadrados en la base polinémica convencional
como una alternativa con propiedades de suavidad a los ajustes polinémicos
anteriores. Las cuestiones tratadas aqui se completaran con detalle en capitulos
siguientes, tanto desde el punto de vista numérico como del estadistico.

Colocacién Minimos cuadrados
Argumentos Argumentos Argumentos
Igualmente espaciados Desigualmente espaciados Igual/Desigualmente espaciados
Tablas de diferencias Pol. Lagrange Casos:
Pol. Newton Lineal
(Pol. Lagrange) (Error RMS)

Orden superior

Caps. 3,9 ¢
Caps. 2,7

1.1. Introduccién

Supodngase un fenémeno fisico o quimico que se describe con dos varia-
bles (x, y(x)) como, por ejemplo, una cinética quimica con valores de la con-
centracion c(t) de un reactivo (o de un producto) en funcién del tiempo ¢,
(t, c(t)) la posicion x(¢) de un mévil unidimensional en funcién del tiempo ¢,
o la energia de interaccién u(r) de dos atomos en funcién de la distancia
entre ambos, (v, u(r)). La ecuacién exacta del fenémeno en cuestién, en
general y = y(x), pudiera ser conocida o desconocida. Si la funcién es cono-
cida y suficientemente simple, trabajar con ella directamente puede resultar
adecuado. Pero si la funcién es conocida pero complicada y hay que eva-
luarla muchas veces, o si la funcién es desconocida y sélo viene dada por una
tabla finita de datos (x;,y,),i =1, 2, 3, ..., N, entonces la utilizacién de «ajus-
tes» de datos numéricos particulares de tales funciones utilizando funciones
simples conocidas resultan bien muy ventajosos en el caso de la funcién
conocida, bien la forma mas razonable de tratar matematicamente con la
funcién desconocida. Tales ajustes deben claramente seguir criterios defini-
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dos que garanticen la fiabilidad de las manipulaciones que se hagan con
los datos.

Hay una gran variedad de criterios y de funciones simples a utilizar en
este contexto y, dependiendo del problema, algunos son mas adecuados que
otros. Todos ellos y sus diversas aplicaciones forman la disciplina del Calcu-
lo Numérico, de la cudl se dice que es tanto una ciencia como un arte, como
puede deducirse facilmente del comentario anterior. El uso de céalculo con
computador esta fuertemente ligado a las aplicaciones de esta rama de las
matematicas, maxime teniendo en cuenta que la mayor parte de los proble-
mas de interés en quimica y en fisica no pueden ser resueltos de una manera
analitica exacta. El estudioso de estos temas se ve asi en la necesidad de ela-
borar estrategias aproximadas para obtener respuestas a los problemas. Estas
estrategias se basan en el disefio de los programas de calculo en lenguajes
como fortran, C, pascal, y otros. Aprender estas técnicas de programacion es
un asunto que requiere cursos especializados y no se van a tratar aqui.

La comprensién de la naturaleza de los métodos numéricos puede, no
obstante, lograrse con aplicaciones que no van a mucho mas alla de aquéllas
que pueden realizarse con calculadoras de escritorio o con el uso de recursos
sencillos en ordenador personal. Esta comprensiéon es muy importante, pues
capacita al que la posee para analizar los resultados obtenidos y para poder
diseniar esas estrategias de calculo adecuadas cuando se trata de resolver un
problema nuevo. Como se dice en el argot: «S6lo cuando se sabe resolver un
problema a mano, se puede empezar a disefar bien un programa de calcu-
lo». Tal es el objetivo general de este texto: aprender, comprender, y aplicar
estos métodos en casos suficientemente simples pero a la vez suficiente-
mente ilustrativos. De entre los métodos utilizados en este campo van a
presentarse en este capitulo dos que son basicos para tratar con funciones
dadas por tablas numéricas: los polinomios de colocacién y las aproxima-
ciones de minimos cuadrados. Los polinomios de colocacién ajustan exac-
tamente los puntos tabulares y forman la base del cidlculo numérico clasico
(interpolacién, diferenciacion, integracion, etc.). Las aproximaciones de
minimos cuadrados realizan una «suavizaciéon» de los puntos tabulares,
pero como nota distintiva estan relacionados con conceptos fundamentales
para el estudio de sistemas atémicos y moleculares, como son los desarrollos
en serie de funciones ortogonales. Por otra parte, no hay que desdenar nun-
ca el uso de representaciones gréficas de los datos (x;, ¥;) que orienten en la
decisién del tipo de ajuste a realizar.
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A. POLINOMIOS DE COLOCACION
1.2. Ajustes con polinomios de colocaciéon

El uso de polinomios p®™(x) para aproximar funciones (conocidas o no)
tiene una gran cantidad de ventajas, ya que la aproximacion

y(x)=p™(x)=a, +ax+ax* +..+ax" (1.2.1)

involucra sélo potencias 1/ con j entero positivo, lo que resulta muy con-
veniente tanto desde el punto de vista del calculo manual como con maqui-
na de calcular. Ademas, tanto la derivaciéon como la integracién de p®™(x)
son operaciones inmediatas que producen de nuevo polinomios, y las # rai-
ces de p™(x) pueden calcularse con un esfuerzo razonable. Ademas, un
mero cambio del origen de coordenadas no afecta a la forma general de la
aproximacion, sino sélo a los coeficientes a,. Por brevedad en la notacién,
en adelante y cuando convenga se utilizara [x, x,] = x, <x < x, para deno-
tar un intervalo cerrado y (x,, x,) = x, < x < x, para denotar un intervalo
abierto.

Todo esto esta relacionado con el hecho de que la base de los polinomios
{x”]ﬂzaac ={1, x, 2%, x3,...} es completa sobre cualquier intervalo cerrado [x,, x,],
lo que forma la esencia del conocido teorema de Weierstrass que establece
que cualquier funcién continua arbitraria y(x) puede expresarse con tanta
precisiéon como se desee mediante un polinomio

y(x) = p(”)(x) =a,+ax +a2x2 +o.t+ax"; x <x<x (1.2.2)

1 2
sin mas que ir afiadiendo términos a,x’ al desarrollo. Esto implica la acota-
cién siguiente para la diferencia entre la funcién y la aproximacién en el
intervalo:

y(x)-p™(x)|<e (1.2.3)

en donde € es una cota prefijada y el orden n a alcanzar depende de tal cota
7 = 12 (¢). El anterior es sencillamente el criterio de convergencia uniforme (tie-
ne lugar en todo el intervalo a la vez) y la demostracién debida a Bernstein
(1912) involucra un tipo especial de polinomios que no son muy adecuados en
la practica para el célculo. No obstante, se pone con todo ello de manifiesto el
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caracter completo de la base polinémica como base del espacio vectorial de las
funciones continuas en un intervalo finito (la dimensién de este espacio vec-
torial es infinita). El uso de un criterio de convergencia diferente, como el de
convergencia en media que se vera mas adelante, lleva naturalmente al con-
cepto de ajuste por minimos cuadrados. El problema a resolver en ambos
casos es el de la determinacién de los coeficientes a;. En problemas fisico-qui-
micos las variables x e y tienen dimensiones (unidades). Esto implica que los
coeficientes de los ajustes también las tienen. Por ejemplo, en (1.2.1.): a, tiene
dimensiones de y, a, dimensiones de y/x, a, dimensiones de y/x?, y asi sucesi-
vamente. Cuando se determinan estos a, tales dimensiones forman parte de la
respuesta, si bien, cuando no hay posibilidad de error, pueden omitirse por
estar claras del contexto del problema.

Opciones de ajuste polinémico

Dentro de los ajustes polinémicos hay un buen nimero de opciones,
colocacion, osculacion, splines, etc., pero hay que indicar primero que en la
practica es preferible utilizar varios polinomios de grado pequefio para
representar secciones de la funcién y(x) en vez de utilizar un tnico polino-
mio de grado elevado que represente a la funcién en su conjunto. Esto
resulta especialmente importante para minimizar el efecto de las fuertes
oscilaciones de los polinomios en los extremos del intervalo de ajuste, que
son tanto mas pronunciadas cuanto mayor es el grado, y pueden destruir la
calidad de una operaciéon numérica (derivada, integral, etc.).

En esencia la aproximacién por polinomios de grado pequeno (entre 1y
5) esta relacionada con el familiar desarrollo de Taylor en torno a un punto
X = x,, y truncado a un cierto orden, para una funcién («de buen comporta-
miento») continua con derivadas continuas y finitas:

d 1(d’ 1(d" n
y(x)zy(x0)+ Ey O(x—x0)+2—! EZ (x—x0)2+....+;! ﬁ (x—xo) (124)
0 0

del que se sabe que, cuanto mas cercanos sean x y x, un grado bajo en el
truncamiento ya realiza una buena aproximacién. En este caso de los poli-
nomios de Taylor la magnitud del error cometido al truncar a un cierto
orden n es, en principio, conocida. Se trata del resto de Lagrange:
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(n+1
R (x)= @Tf!)u—xo)”“ (1.2.5)

en donde & es un punto indeterminado dentro del intervalo abierto definido
por x y x, y que depende de x, & = &(x), y se denota con y™*! a la derivada
(n + 1)—ésima de y(x). Esta expresion, conocida y(x), permite acotar en los casos
adecuados el valor absoluto del error R (x), una operacién siempre necesaria,
pero que en el caso de la aproximacién polinémica numérica no va a ser siempre
posible de ser llevada a cabo con la misma exactitud que la de Taylor.

Antes de seguir adelante, es importante sefialar la cuestion del radio de
convergencia r de la serie asociada a desarrollos del tipo (1.2.4), es decir del
comportamiento de (1.2.4) cuando n — < en los posibles intervalos cerrados
(x,— 7, x, + r). Esto marca las regiones en las que el uso de la serie tiene sen-
tido para calcular y(x) por sustitucién de valores x concretos en ella. Aunque
se remite al lector a la bibliografia del Analisis Matematico, puede resultar
Gtil aqui notar que para una serie de potencias Y, cn(x—xo)", denotando

7 =limsup{/|c |, el radio de convergencia es r = 1/7. Esto significa que r tomara
n—>oo

los posibles valores: 1) 1/7para 0 < T <+ oo; ii) +c0 para 7 =0; y iii) 0 para 7 = +c.

Ademas, si existe el limite » = lim‘cn /c, +1‘ (puede ser +), el valor de tal limite

n—o0

nétese que coincide con el de r. Se tiene asi para la serie: a) convergencia
absoluta en el intervalo (x, —r, x, + r); y b) divergencia fuera de ese intervalo.
(Si el intervalo de convergencia tiene radio +, la serie converge absoluta-
mente para todo valor real x, y no hay divergencias). Los comportamientos
en los extremos |x — x,| = » caen fuera de estos criterios, puede haber con-
vergencia o divergencia, y hay que analizarlos por separado considerando las
series numéricas a las que dan origen.

El criterio de colocacion: casos simples
Si s6lo se conocen dos datos o puntos (x,, y,) v (x,, y,), con x, < x, el gra-

do de la aproximacién a y(x) sera como méaximo del tipo lineal, es decir una
linea recta de la forma

y(x) = pP(x); y-y, =22 (x-x) (1.2.6)
X ™%
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una representacion que claramente «coloca» la funcién en los puntos tabu-
lares y(x,) = y,, ¥(x,) = y,. Se representa asi linealmente lo que sucederia con
y(x) para cualquier x, < x < x,, algo que se conoce como interpolacion, pero
también representa linealmente todo lo que sucederia con y(x) para cualquier
x exterior al intervalo de definicién conocido (extrapolacion). La interpolacion
tiene sentido, pero la extrapolacién ya no lo tiene y como se vera mas ade-
lante da, salvo casos muy especiales, estimaciones completamente erréneas
del comportamiento de la funcién. Para simplificar la notacién, y sabiendo
que el polinomio es siempre una aproximacion a la funcién exacta descono-
cida, en adelante se escribiran convencionalmente con el signo igual

2O(x)=y: y_ylzyz__xl(x_xl) (1.2.7)

2 1

Si hubiera que hacer distinciones entre los valores reales exactos y los
estimados con la aproximacién, se denotaran oportunamente.

El caso siguiente es el de conocer tres datos o puntos, (x,, y,), (x,, ¥,), ¥
(x;, ¥;) con x, < x, < x, lo que va dar una aproximacién de colocacién como
maximo cuadrética:

PP (xX)=y=a,+ax+a,x’; x <x<x, (1.2.8)

debiendo estudiarse la compatibilidad del sistema de ecuaciones lineales
resultante para obtener los coeficientes a;

_ 2
Y, = a, +a,x, +a,x
v, =a,+ax,+ a2x22 (1.2.9)

— 2
y3 = ao + a1x3 + a2x3

De nuevo se plantea la cuestion de lo que sucede para diferentes valores
de x y la discusion es mutatis mutandi la misma que antes relativa a (1.2.6)
en cuanto a la interpolacién e extrapolacion.

Ejercicio 1.2.1

Discutir la existencia y unicidad de un polinomio p?(x) = a, + a,x*> que
ajuste una tabla de dos puntos (x,, y,), (x,, ¥,).
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La parabola que se plantea como funcién de ajuste es de eje vertical y con
s6lo dos incégnitas a, y a,, lo que dados dos puntos tiene, en principio, sen-
tido. El sistema a resolver es pues

_ 2
Y1 =4y tayx,

_ 2
Y, =a, ta,x,

y para que sea compatible determinado el rango de la matriz de los coefi-
cientes A debe necesariamente ser r(A) = 2 = numero de incégnitas. Esto
implica el determinante no nulo

2
lx1

2
1 x5

= xj - xf #0

lo que lleva a que el ajuste tiene sentido si se verifican las condiciones
x,# +x,. Si las dos abscisas son iguales, x, = x,, no hay parabola definida
con eje vertical que pase por tales puntos, y si las dos abscisas son de sig-
no contrario, x, = —x,, entonces puede haber infinitas pardbolas que
pasen por ellos (Fig. 1T.1). De manera que para que exista una tnica
pardbola deben satisfacerse las condiciones indicadas por la no anulacién
del determinante.

Figura 1T.1. Ejemplos de la no unicidad en un polinomio de ajuste al no haber condiciones
suficientes. Existen infinitos polinomios de segundo grado p®(x) = a, + a,x> que pasan
por los puntos (-1, 2) y (+1, 2).
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Podria pensarse que el problema ha quedado resuelto, pero queda por
analizar un detalle méas relacionado con la naturaleza de la solucién obteni-
da. Nétese que no se ha hecho ninguna referencia a los valores y, pues no
van a afectar a la existencia de solucién en tanto se cumplan las condiciones
sefialadas arriba. Sin embargo, siy, =y, entonces

p(z)(x) =a,+ a2x2 ={a,=0}=qa,; x #=xx,

y la solucién final no mantendria la forma cuadratica inicial. Desde el punto
de vista de la utilidad de la aproximacién en aplicaciones concretas esta cir-
cunstancia puede perfectamente representar un problema no deseado. El cal-
culista numérico debe, por consiguiente, estar precavido contra una gran
variedad de efectos que, no siendo erréneos matematicamente, si pueden
resultar inconvenientes en las aplicaciones.

Observaciones de interés

En general con N + 1 datos, {(x,, ¥,)},_; v,;, con los valores x; en orden cre-
ciente, puede ensayarse en principio un polinomio grado N, p™(x) =y = a, +
ax + ayx* +..+ ayx”, del que habra que estudiar su compatibilidad y las
cuestiones sobre su validez en puntos x arbitrarios. En ausencia de mas
informacién sobre la funcién exacta y(x) el criterio de colocacién suele dar
buenas aproximaciones para el comportamiento global de dicha funcién
siempre que: i) se utilicen grados polinémicos no muy elevados, lo que
implica una segmentacién de la tabla original; y ii) se restrinja su uso a la
regién conocida x, < x < x,,, (interpolacién). La prediccién de lo que puede
suceder fuera de esta regién (extrapolacién) suele ser errénea en la mayor
parte de los casos. Hay que notar que la resoluciéon de un sistema de ecua-
ciones, del tipo (1.2.9), para determinar los coeficientes de un polinomio de
grado N, resulta poco eficiente. Es preferible utilizar técnicas un tanto més
sofisticadas como: iii) los polinomios de Newton (avance, retroceso), Everett
u otras versiones cuando los datos estan igualmente espaciados (x,,, —x, =/
= constante > 0; o iv) el polinomio de Lagrange cuando los datos estan des-
igualmente espaciados.
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1.3. La tabla de diferencias y los polinomios de Newton

Para una funcién tabular definida por una tabla de datos {(x;, y,)},_, v con
los argumentos x, igualmente espaciados x,,, — x, = & = constante > 0 una for-
ma eficiente para poder determinar su polinomio de colocacién viene dada por
la construccién que se muestra en la Tabla 1.1. Esta construccién se contintia
por la derecha y hacia abajo hasta agotar todas las posibilidades de efectuar
diferencias entre valores y, y sus magnitudes A"y, asociadas. Estas A%, se
denominan diferencias de avance (de Newton) y su forma general es clara-
mente A"y, = A™'y, , — A*'y,. El orden méaximo »n con columna no nula que pue-
de alcanzarse en este tipo de tabla es, para N + 1 puntos, justamente N.

Puede suceder, sin embargo, que aparezca constancia en una determi-
nada columna n < N, A", = constante, lo que directamente indica que las
diferencias de orden n + 1 van a ser todas nulas. En este caso la funcién
admite una representacién polinémica de grado n mediante el polinomio de
avance de Newton. Si la funcién tabular es en realidad un polinomio, éste
sera el resultado obtenido con el de avance recién mencionado, siempre
que el numero de datos utilizado asi lo garantice, y la representacién sera
exacta. Si la funcién no es polinémica, entonces la representacién obtenida
sera de utilidad para trabajar en la regién de definicién de la tabla.

Tabla 1.1. Tabla de diferencias de avance para datos igualmente
espaciados: x,,, — x, = h = constante

k X, Vi Ay, Ay, Ny,
Xy Yo

Ao =31-,
1 X ¥ Ny, = Ay, - Ay,

Ay =y,-9, Ny, = Ny, - Ny,
2 X, Y, Ay, = Ay, - Ay,

Ay, =y5-, Ny, = Ay, - Ny,
3 X3 Y3 Ny, = Ay; - Ay,

Ay, =9,-9; Ny, = Ny, - Ay,
4 X, s Ny, = Ay, - Ay,

Ay, =y5-y,

40



AJUSTE DE FUNCIONES CON POLINOMIOS: TECNICAS DE COLOCACION Y DE MINIMOS CUADRADOS

El polinomio de avance de Newton

Para una tabla igualmente espaciada el polinomio de avance de Newton
esta dado por

D1 = vy + kg + = ke(k—1)A2y, + k(e ~ 1) (k= 2)A 3y, + ..+
2! 3!
| (1.3.1)
+...+—'k(k—1)...(k -n+1DA"y, +...
n!

en donde por comodidad se ha utilizado la variable de ordenacién auxiliar k

X, —X
k= k 0.
h M

x,,,— X, = h=constante >0; 0<k<N

y que esta definida incluso para puntos no tabulares pero comprendidos den-
tro del rango delimitado por los argumentos x,. Asi los valores k no son
necesariamente enteros, por ejemplo para x, < x < x, los valores de esta
variable de orden estarfan entre 0 < k < 1, para x, < x < x, los valores de esta
variable de orden estarian entre 1 < k < 2, y asi sucesivamente. La expresion
general para el error del ajuste por colocacién recuerda a la del resto de
Lagrange (1.2.5) y para un polinomio de grado » es

(x=x,)(x—x))..(x—x,)
(n+1)!

y(x) = p"(x) = y1(E) (1.3.2)

en donde & es un punto indeterminado que esta dentro del intervalo abierto
definido por x, y x, pero no puede coincidir con ninguno de los puntos
tabulares. Mas adelante, en el Cap. 3 se tratara con esta expresion en detalle
para las aplicaciones.

EJERCICIO 1.3.1
Obtener la tabla de diferencias para la funcion y(x) = 3x* + x — 1, en el inter-

valo [-1, 1] utilizando un espaciado h = 0,25.

Cualquier otro espaciado / y utilizando un intervalo de tabulacién dife-
rente presentaria un resultado andlogo con constancia en las diferencias
segundas, pero no necesariamente con el mismo valor constante.
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Tabla 1.2. Ejercicio 1.3.1
Tabla de diferencias de avance para y(x) = 3x> + x — 1; & = 0,25

X Yk Ay, Ny, Ay,

0 -1 1

-1,0625
1 -0,75 -0,0625 0,375

-0,6875 0
2 -0,5 -0,75 0,375

-0,3125 0
3 -0,25 -1,0625 0,375

0,0625 0
4 0 -1 0,375

0,4375 0
5 0,25 -0,5625 0,375

0,8125 0
6 0,5 0,25 0,375

1,1875 0
7 0,75 1,4375 0,375

1,5625
8 1 3

EJ1ErcICIO 1.3.2

Obtener los polinomios de avance de Newton para una tabla de diferencias
en la que se tienen los comportamientos: a) A%, = 0; b) Ay, = 0.

a) El polinomio en este caso serd de grado n = 1 y es sencillamente la
ecuacion de una linea recta:

x—x,
P =Y, +kAy, =, +TAyO =y, +m(x—x,)
b) El polinomio serd ahora de grado n = 2 y es la parabola:

1
P = o +kAy, + Ek(k - l)AzyO =

l(x—xo)(x—xo—h)Azy

2
=a+bx+cx
2! h? 0

X — X,
yo+TOA3’o+
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El polinomio de retroceso de Newton

La numeracién de los datos en una tabla igualmente espaciada no tiene
porqué empezar necesariamente en k = 0 y puede hacerse esta operacion
tomando como origen cualquier punto de la tabla. La eleccién anterior es la
natural cuando se va a calcular un polinomio de avance de Newton, pero un
polinomio de diferencias reversivas o de retroceso tomaria la numeracion
k = 0 partiendo del dato N y asignando al resto de los datos indices negativos
correlativos. La situaciéon se resume en la Tabla 1.3, en la que como antes se
tienen valores x, crecientes al ir hacia abajo.

Como puede comprobarse la tabla es idéntica a la anterior de avance, los
resultados para las diferencias se obtienen de la misma forma, solamente la
notaciéon de cada elemento difiere. Con esta nueva construccién se puede
determinar el polinomio de retroceso de Newton:

D=3y KV, 4 A (k4 DV + kel + (k4 2)VPy, 4ot
2! 3! (1.3.3)
+...+ i'k(k +1D..(k+n-1)V"y, +...
mn!

con la definicién de la variable auxiliar k idéntica a la de antes, pero cuyos
valores son ahora k < 0 al estar el origen en el argumento x maximo de la

tabla k=2_

%o

;xOZx.

Tabla 1.3. Tabla de diferencias de retroceso para datos igualmente espaciados:
X, — X, = h = constante >0

k X Yi Vv, Vi, Viy,

Vy =v,-y,
-3 X, ¥, V& ,=Vy,-Vy,

VY, =Y,-9, Viy, =Vy, -V,
-2 X, ¥ Vi, =Vy, - Vy,

Yy, =y,-v, Viyy = Viy, - Vi,
-1 X Y V= Vyy- Vv,

Vg =Y-3.
0 X Yo
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Figura 1T.2. (a) Polinomio de colocacién de 5° grado a una serie de datos. (b) Ajustes parciales
a los datos anteriores utilizando polinomios de 2° grado consecutivos.

Observaciones prdcticas

Hay que tener en cuenta que una tabla finita con N + 1 datos igualmente
espaciados puede representarse igualmente tanto con el polinomio de avance
como con el de retroceso. Si se efectiian y utilizan todas las diferencias hasta el
orden n méaximo posible, ambas representaciones son idénticas, ya que el
polinomio que ajusta una tabla finita es tinico (Fig. 1T.2). El utilizar una u otra
version, avance o retroceso, depende de la aplicacién que vaya a hacerse.
Para una precision en el calculo prefijada, si la zona de interés esta en la par-
te superior, puede ser suficiente utilizar una aproximacién de avance con
grado j < n que ya suministre resultados aceptables y evite engorrosas opera-
ciones que no los mejorarian sustancialmente. Lo mismo sucede con el poli-
nomio de retroceso si el interés se concentra en la zona inferior de la tabla.

En linea con la discusion precedente, conviene sefialar que existen otros
polinomios de colocacién para tablas igualmente espaciadas y que estan
adaptados para situaciones en las que el interés esta en zonas apartadas de
los extremos (Gauss, Everett, etc.). Estas versiones utilizan un origen situa-
do en un punto interior de la tabla y numeran los datos como positivos o
negativos segin sean de mayor o menor argumento x, que el del origen
seleccionado x,. Mas adelante, en el Cap. 3 y al estudiar las aplicaciones, se
considerara con mas detalle este tipo de ajuste «central».

En todos los casos de polinomios de ajuste por colocacion se utilizan
determinados operadores de diferencia, como los de avance A o de retroce-
so Vpresentados arriba para los polinomios de Newton, o los denominados
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operadores de diferencia central utilizados en los polinomios de Gauss,
Everett, etc. Estos operadores permiten una formulacién compacta de las
expresiones de estos polinomios y utilizan todos la misma tabla de dife-
rencias, pero seleccionando puntos de ella adecuados a cada caso. También
conviene insistir de nuevo en que resulta siempre mas ventajoso utilizar
polinomios de grado pequeno que representen segmentos de la tabla, en
vez de utilizar representaciones polinémicas de alto grado que incluyan la
tabla completa.

1.4. El polinomio de Lagrange

Cuando la tabla de datos {(x, v,)},_; y., no esta igualmente espaciada las
técnicas anteriores no son utilizables y hay que recurrir a otros métodos. El
mas sencillo, siguiendo el criterio de colocacién de puntos tabulares, es el lla-
mado polinomio de Lagrange. Si se desea ajustar la tabla completa, esto se
logra con el algoritmo:

N+1
™ (x)= 2 ( Y(x) j#i=j=12,,i-Li+1.,N,N+1 (1.4.1)
j#i

i=1

en donde los casosi =1 ei = N + 1, son simples de interpretar. Esta expresién
se puede reducir utilizando menos puntos para representar segmentos de esa
tabla. La suma incluye tantos sumandos como puntos se utilicen, siendo
cada sumando un producto de N factores, y con j recorriendo los niimeros
entre 1 y N + 1 evitando siempre el casoj = i. Es facil comprobar que el algo-
ritmo anterior reproduce (coloca) la tabla o su segmento ajustado. La apli-
cacion de este algoritmo puede parecer un tanto complicada y se va a ilustrar
con un ejemplo numérico concreto en el siguiente Ejercicio.

EJErciciO 1.4.1

Se conocen las tres parejas de datos temperatura-presion siguientes perte-
necientes a la curva de fusion del helio-4:

T(K) 10 13 20
P(kg/cm?)  604,2506 917,7237 1810,5190

Encontrar una representacion polinémica para esta tabla.
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Va a tomarse la temperatura como variable independiente y como hay
tres datos el polinomio sera en principio de grado 2: P?(T) = a + bT + cT>.
Para determinar los coeficientes podria efectuarse la resolucién del sistema
de ecuaciones (1.2.9) derivado de sustituir los datos. Esto seria esencial-
mente correcto, pero en general resulta siempre mas eficiente calcular el
polinomio de Lagrange, que en este caso viene dado por

(T-13)(T -20) (T -10XT -20) P4 (T-10XT-13) P -
(10-13)(10-20) ' (13-10)(13-20) % (20-10)20-13) 3
(T-13X(T -20) 604,2506 + (T -10)T -20) 917,7237+ (T-10)(T-13)
(10-13)(10-20) (13-10)(13-20) (20-10)(20-13)

P(Z)(T)z

1810,5190

Esta es una expresiéon muy cémoda para evaluar valores de P en tempe-
raturas comprendidas en el intervalo de definicion (interpolacion).

1.5. Otras técnicas

Todas las estrategias de ajuste anteriores van a considerarse con mas
detalle en el Cap. 3 en conexién con sus aplicaciones. Hay que sefialar que no
son las tnicas y que existe una gran variedad de técnicas de colocacion por
polinomios aparte de ellas y conviene mencionar algunas: i) el método de
Aitken, que utiliza polinomios de colocacién con grados crecientes que van
ajustando subconjuntos de los puntos tabulares; ii) la técnica de las dife-
rencias divididas, que generalizan las diferencias vistas antes construyendo
cocientes de éstas entre diferencias de argumentos; iii) los polinomios oscu-
ladores, que no sélo colocan datos tabulares de la funcién, sino también
valores de las derivadas de ésta en esos puntos; y iv) los ajustes por splines
cubicos, que utilizan los valores de la funcién y estimaciones de su derivada
segunda para construir aproximaciones cubicas entre cada dos puntos tabu-
lares consecutivos. En este tltimo caso el polinomio de «splines» toma entre
(x, ¥) y (x.,1, ¥,,,) la forma que, para N + 1 puntos, involucra a {y7}._, »

p(3)(x)=Ayl. +By.,,+Cy + Dy, 1.5.1)

i+1 i+1

Por continuidad, las y7 verifican un sistema lineal de N-1 ecuaciones, y

X.1—X
A: i+1 : B —
Xig =X X

(1.5.2a)
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1 1
C= E(A3 -A)x,-x) ;5 D= g(B3 = B)(y — ;)" (1.5.2b)

Se trata de un ajuste aplicable a cualquier tipo de tabla. Una eleccién
comun es yjy = yy = 0 en los extremos de la tabla («splin» ctibico natural).

B. MINIMOS CUADRADOS
1.6. Concepto y aplicacion al caso lineal

Una técnica de aproximacién de funciones definidas por una tabla numérica
con N + 1 puntos, {(x;, ¥,)}._,y que no tiene que estar necesariamente igualmente
espaciada, y que es diferente de la de colocacién, es la de minimos cuadrados.
Aqui el criterio director es el de hacer minima la suma de los cuadrados de las
diferencias entre cada valor de entrada y, y su valor correspondiente J obtenido
a través de la expresién que se postula como aproximacion. Para el caso de
una expresion polinémica de grado 7 esta estimacién vendria dada por

n
y,=y(x,)= Zamxlf“ =a,+ax, +a,x +..+ax' (1.6.1)
m=0
Para ajustar el conjunto completo de puntos se exige que los coeficientes
a,, sean tales que

N
S=2[y(xl.)—37(xi)]2 =minimo >0 (1.6.2)

i=0

Notese que en minimos cuadrados la tnica relacion existente entre el gra-
do del polinomio # y el namero de puntos a ajustar N + 1 es que n < N, es
decir que lo habitual es tener un nimero de puntos bastante mayor que el
grado del polinomio de ajuste. Si n = N, entonces S = 0 y se tendria con
(1.6.1) el polinomio de colocacién a la tabla.

La funcién S depende de los coeficientes a,, como variables y su mini-
mizacién se lleva a cabo de la manera habitual: derivando parcialmente
con respecto a los a,,, igualando a cero cada una de estas n ecuaciones line-
ales y resolviendo el sistema resultante. La demostracién general de que
este sistema tiene solucién tnica y que efectivamente da un minimo requie-
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re recursos matriciales fuera del alcance de este curso. Sin embargo, para
entender como se procede y, ademas por la importancia practica que pre-
senta, es muy ilustrativo estudiar con detalle el caso del ajuste lineal.

Estudio del caso lineal: determinacion de los coeficientes

La estimacion lineal , = j(x,) = a, + a,x; lleva a la minimizacién de la
funcién

N
S(aO'al):z[y(xi)_ao_a1xi]2 (1.6.3)
i=0

a través de las condiciones necesarias

aS N N N
[871 =2 Zyi—Zao—Zalxi =0 (1.6.4a)

0 i=0 i=0 i=0
aS N N N
9 _ 5 y - _ 2l_q 1.6.4b

que se reducen finalmente al sistema de dos ecuaciones (normales) con dos
incognitas a, y a, siguiente

N N
Zyi =(N+1a, + le. a; b, =s,a,+s,a, (1.6.5a)
i=0 i=0

N N N
leyi = in a, + lez a; bl =5,a,* 5,4, (1.6.5b)
i=0 i=0 i=0

en donde las definiciones de los parametros, b y s, son inmediatas. Las solu-
ciones de este sistema son

Szbo - slbl . _ sobl - slbO
-0 =

a, = (1.6.6)

2 2
S8y =8 S8, =8
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Con ello el conjunto inicial de puntos {(x;, y,)},_, v se representa mediante
la denominada recta de minimos cuadrados dada por

y=y=a,+a,x; X,SX<Xxy

Ahora hay que analizar la naturaleza de esta solucion.

Unicidad de la solucion

La solucién anterior es tnica, pues el determinante de la matriz de los
coeficientes s es distinto de, y mayor que, 0:

D=|"° l=s,5,-5>0 (1.6.7)

N N N N N
D:(N+1)2xl2 Zx —(N+1)Zx Zinxk=
i=0 i=0 i=0 i=0 k=0 (1.6.8)
(N+1)ixf—iixlxk ixf NZx —ZZxxk, i,k=0,1,2,..
i=0 i=0 k=i i=0 i=0 i<k

en donde la doble suma completa sobre i y k se ha desdoblado en dos con-
tribuciones i = k e i # k. Notese la abreviatura utilizada para la suma (doble)
restringida i < k

E X X = XX + XoXy + XoXs +... +XOXN +
i<k
XX, +x1x3 +...+x1xN +

El paso final es notar que D puede escribirse como una suma de términos

positivos
D= Z(x Jck)2 NZx —ZZxxk>O

i<k i<k

49



CALCULO NUMERICO Y ESTADISTICA APLICADA

Se concluye asi la compatibilidad del sistema y la solucién tinica para
éste (rango = 2 = namero de incégnitas).

El cardcter de minimo

La siguiente cuestion es la de la naturaleza como minimo de la solucion.
Sobre bases intuitivas la cuestién parece clara: una suma de cuadrados tiene
como valor minimo absoluto posible S = 0, y la basqueda del «punto» (a,, a,)
que lleve a la situacién estacionaria dada por las ecuaciones (1.6.4) parece
que garantiza ya la del minimo. Ademas, S no parece ser un problema de
maximos, pues por mera construcciéon una suma de cuadrados no esta, en
principio, acotada superiormente.

Es ilustrativo, sin embargo, probar que la solucién encontrada conduce
verdaderamente al minimo para S(a,, a,) consistente con la tabla de datos.
Para ello hay que demostrar que el Hessiano H es positivo en el punto solu-
cién (1.6.6) del sistema normal (1.6.5), es decir que existe extremo local
para la funcién de dos variables S.

rs s
2
H = - dayda, >0 (1.6.9)
?s s
aal aao aaf

y que sus elementos diagonales también lo son (el extremo es un minimo)

2 2
IS0, TS, (1.6.10)
aag aaf

De aqui en adelante, y por simplicidad de notacién, se omitiran cuando
no sean necesarias las variables constantes en las derivaciones parciales. Se
tienen asi las desigualdades

°S 0o (oS

%_%(%J 2(N+1)=25,>0 (1.6.11a)
2’S (1.6.11b)
. 2 =25,>0 O
aalz [a“l] ;x 7
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Por otra parte, las derivadas cruzadas son

0°S (1.6.12)
=2 =2 .6.
da,a, aa E)a Z’C 5
y el Hessiano resulta
2s, 2s,
H=|_"° =4(s,s,—5{)=4D>0 (1.6.13)
2s, 2s,

quedando asi demostrada la cuestién. Nétese que el minimo encontrado
para el problema es absoluto.

La «bondad» del ajuste

El dltimo punto es de la bondad o adecuacién de la expresion lineal
propuesta J, = y(x,) = a, + a,x, para representar a la tabla de datos. Primero
nétese que la funcién lineal no pasa, en principio, necesariamente por los
puntos que pretende ajustar y, en general, las desviaciones son y, - 3, # 0. Se
ha obtenido que la suma de los cuadrados de estas desviaciones, S(n = 1), es
un minimo, pero deben hacerse dos consideraciones: a) ¢se obtendria una
representacion mejor con un polinomio de minimos cuadrados de orden
mayor 1 > 2 en el sentido de obtener un valor para S aiin menor, S(n > 2) <
S(n = 1)?; b) ¢tiene sentido realizar tal ajuste ampliado?

Estas dos consideraciones pueden estar incluso relacionadas, ya que si
por argumentaciones tedricas se supiera que la relacion esperada debe ser
lineal, entonces careceria de sentido realizar ajustes con n > 2. Este tipo de
operacion caso de ser exitosa podria indicarnos un fallo en el modelo teéri-
co, aunque esto no suele ser habitual, o bien un problema sistematico en la
toma de datos tabulares. Si por el contrario, no hay informacién a priori
sobre la férmula a ajustar, entonces la bisqueda con n > 2 puede resultar de
gran interés para mejorar al maximo la descripciéon empirica del fenémeno
mediante una férmula matematica manejable, como es la de minimos cua-
drados, y que ademas suaviza los posibles errores en los datos de entrada.

Hay que tener presente que la metodologia de minimos cuadrados puede
ser analizada desde dos puntos de vista complementarios: el del mero calculo
numérico tratado anteriormente, y el de los aspectos estadisticos que se
estudiard posteriormente en este texto (Caps. 5, 7, 10). Todo ello esta rela-
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cionado con las posibles medidas del error del ajuste y de la significacion
estadistica asociada, temas sobre los que se hablara mas adelante en cone-
xién con el error RMS, el coeficiente de correlacion, y el analisis de la
varianza. Finalmente, debe senalarse que la técnica de minimos cuadrados es
una muy poderosa técnica general dentro del campo de la optimizacion de
funciones, estando ademas en la raiz de las aplicaciones de representacion
de funciones con convergencia en media (desarrollos en serie de funciones
ortogonales) que se estudiaran mas adelante (Caps. 2y 9).

La utilidad extendida del caso lineal

El caso lineal es particularmente interesante por su simplicidad y por las
posibilidades de reducir dependencias funcionales complicadas y = f(x) a
relaciones lineales mediante cambios adecuados de variables. Asi, por ejem-
plo, relaciones empiricas tipicas reducibles a forma lineal son las siguientes:

i) Doble logaritmica:y =ax™ - Iny =Ina + m In x,
que se puede expresar como

Y=lna+mX; Y=Iny;, X=Inx; A=lna—->Y=A+mX (1.6.14)
con la condicién de que los valores de las variables y del parametro a sean
todos mayores que ceroy > 0,x > 0,a > 0.

ii) Semilogaritmica:y =am* —>1Iny =Ina + x In m,

que se puede expresar como
Y=Ina+XInm; Y=Iny;, X=x; A=lna; M=Inm—>Y =A+MX (1.6.15)
con la condicién de que los valores de la variable dependiente y de los dos

parametros sean todos mayores que ceroy > 0,m2 > 0, a > 0.

iii) Hay otros cambios de variable admisibles (deben ser mondétonos en el
dominio de variacion de la variable) que incluso pueden hacer uso de puntos
tabulares para simplificar el problema. Por ejemplo, pueden mencionarse

1 X=x
- —>Y=aX+b; (y 20 (1.6.16)
SRS {Yzl/y} aX+b; (y#0)
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X=x-x
0

y:ax2+bx+c; Y:y—yo >Y=aX+d (16173)
X—XO

En (1.6.17a) se ha utilizado un punto tabular, (x,, y,), para hacer lineal la
funcién cuadratica, perdiendo uno de los puntos de entrada y debiendo
realizar el ajuste lineal con N puntos {(x;, ¥,)},_, y ¥ las nuevas variables trans-
formadas X e Y. En estos casos conviene ensayar con varias elecciones del
punto a utilizar para ver la consistencia de los resultados, y una solucién
final razonable (hay otras) suele ser la de tomar los valores medios de los
parametros a y d resultantes de estos ensayos. No hay que olvidar transfor-
mar a las variables originales del problema, que suelen tener asociado un
sentido fisico-quimico, y que en el caso (1.6.17a) puede calcularse con

d=b+2ax; c:yo—bxo—axé (1.6.17b)

Una buena comprobacion de que el ajuste tiene sentido y no se han cometido
errores de «bulto» viene dada por la comparacién entre los valores y, de la tabla
de entrada y aquéllos que se pueden estimar con la relacién postulada 7, = y, .., .

iv) El uso de representaciones graficas simples de las funciones mas
comunes (lineal, doble logaritmica y semilogaritmica) en diferentes tipos de
papel gréfico estandar (milimetrado, doble logaritmico y semilogaritmico) no
debe desdetiarse, y es siempre una gran ayuda en este asunto. De una mane-
ra rapida se puede tener una idea de cuél es la forma funcional que esconden
los datos y proceder asi a su ajuste numérico final por minimos cuadrados
con un conocimiento fundado. Relaciones empiricas mas generales para el
ajuste de datos que pueden ser mejoradas mediante la técnica de los mini-
mos cuadrados se presentaran en el Cap. 7.

v) Por el momento una expresion ttil del error de ajuste de minimos cua-
drados es el denominado error RMS («root-mean square») que para N + 1

datos se construye como
_ [ Soin (1.6.18)
N+1
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que contiene al valor minimo S_; resultante para S. Esta expresién general
puede utilizarse también para los ajustes de minimos cuadrados de orden
superior n > 2. El error RMS tiene obviamante las dimensiones (o unidades)
de los datos y,. Dado que RMS no es una medida definitiva del eror, muchas
veces se omiten tales unidades al dar su valor, quedando éstas definidas
por el contexto.

vi) Finalmente, es interesante sefialar que los cambios de variable loga-
ritmicos se aplican en fisicoquimica sobre variables/magnitudes que tiene
dimensiones. Notese que como tal no existe el logaritmo de una magnitud con
dimensiones (unidades fisicas), por ejemplo, no existe In(3m.s™!). Tampoco
tienen sentido otras operaciones trascendentes similares, como exp(3m.s™),
cos(3m.s™), etc., (en calculo trigonométrico se utiliza el radian, que no tiene
dimensiones; el uso de «grados», que tampoco tendrian dimensiones fisicas,
no es recomendable). Los argumentos de todas estas operaciones deben
necesariamente ser adimensionales. ;Hay entonces alguna contradiccién con
lo que se ha indicado en i) y ii)? Es una cuestién de uso y «economia» de
comunicacion la que lleva a que no se descienda a poner explicitamente lo
que se hace en realidad al aplicar dichos cambios. Asi, en los cambios dados
en i) y ii), por ejemplo, se esta efectuando el paso a una escala logaritmica,
pero definiendo implicitamente cada valor de la variable/parametro afectado
con respecto a su unidad fisicoquimica. Considérese la ecuacion i) y = ax™,
expresada en forma dimensionalmente correcta y homogénea en el uso de las
unidades particulares; un caso ilustrativo es la relacién espacio-tiempo
e(m) = g(m.s?) x t*(s?)/2. El paso intermedio aqui y" = a*x*™ puede visuali-
zarse, por ejemplo, como: y* = y/[1 X unidades de y], x* = x/[1 X unidades de x],
a* = al[1 X unidades de a]. Todos los datos marcados con * permanecen idén-
ticos en valor a los datos originales, pero ahora son adimensionales. La line-
alizacion se escribe como In y* = In a*+m In x*, o Y*=A* + mX* (los expo-
nentes como m no tienen dimensiones). Esto permite calcular A* como un
namero adimensional, de manera que A* = lna* — a* = exp(A*) > a = a* x
[1 X unidades de a], y todo queda en orden. Comentarios similares pueden
hacerse para el caso ii), en el que es x el parametro sin dimensiones. Como se
ha dicho, es por brevedad que todos estos cambios intermedios se omiten en
la practica de las operaciones de ajuste. No obstante, y aunque pueden pare-
cer superfluos, estos cambios implicitos tienen su importancia fisicoquimica
y son claves en determinados desarrollos (estados estandar o tipo en Termo-
dinamica). Ademas, muchos errores se producen por no prestar atencién a la
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dimensionalidad de las férmulas y operaciones subsiguientes, por lo que
esta pequenia reflexién siempre es util.

Muchos de los detalles anteriores pueden verse ilustrados en el siguiente
Ejercicio en el que se presentan someramente algunas ideas basicas sobre el
error en los calculos.

EJjercicio 1.6.1

Para los elementos quimicos comprendidos entre Z = 20 (Ca) y Z = 30 (Zn) y
utilizando un equipo de baja precision se han obtenido los siguientes valores de
las frecuencias de las lineas K, de sus espectros caracteristicos de Rayos-X

z 20 23 25 28 30
Ju,(em™) 5450 6310 6890 7754 8338

Utilizando la técnica de minimos cuadrados estimar el valor de la constante
de apantallamiento o para estos elementos sabiendo que la relacion tedrica
aproximada que deben seguir los datos anteriores (Ley de Moseley, 1913) es

\/g = A(Z -0). Comparar con el valor de Moseley o= 1,13.

Se trata de un simple ajuste lineal en el que haciendo y=,/v , x = Z,
a,=-Ao,ya, =A, se tiene la recta (Fig. 1T.3)

V=a,+ax

Figura 1T.3. Ley de Moseley para los elementos quimicos entre el Ca (Z = 20) y el Zn (Z = 30)
con datos del ejercicio 1.6.1. Las diferencias entre la recta dibujada con los datos tabulares y el ajuste
de minimos cuadrados son inapreciables a la escala del grafico. No obstante, el ajuste de minimos
cuadrados da mejores resultados cuantitativos al suavizar los «errores de entrada.
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Siguiendo la técnica expuesta antes se plantea el sistema

N N
Zyl. =(N+1)a0+[2xl}al; b, = s,a, + 5,4,
i=0 i

i=0
N N N
Xy, = x. |la, + x*la; b =sa +s,a
i i %o i |4 1= 5% T 59
i=0 i=0 ,

Para calcular conviene ordenar los datos en la forma siguiente

iox X7 y; Xy,

0 20 400 5450 109000
1 23 529 6310 145130
2 25 625 6890 172250
3 28 784 7754 217112
4 30 900 8338 250140
Y =126 3238 34742 893632

en donde la ultima fila da los resultados de sumar las columnas correspon-
dientes. El sistema a resolver es

Say+ 126a, = 34742
126a,+3238a, = 893632

y las soluciones son a, = -Ac = -328,1401274, a, = A = 288,7515924, con lo
que la constante de apantallamiento es

o= +1,1364

Redondeando por exceso a dos decimales se tiene o= +1,14. Finalmente
para no recargar la notacion este resultado redondeado se escribe con la con-
vencion de signo igual

o=1,14

Este resultado es muy préximo al obtenido por Moseley o = 1,13

(A=40,76R , R = 109677,6 cm™). Un paso mas en la comparacién es com-
probar la proximidad entre los datos estimados para las frecuencias y los
datos de entrada. La tabla siguiente retine ambos junto con los que pueden

determinarse con la ley de Moseley exacta /v, en unidades de cm™?).
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