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1 Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales y las aplicaciones lineales y bilineales sobre ellos fueron
el objeto de estudio de la asignatura de Algebra. En este capitulo recordaremos
algunas de las definiciones, adaptiandolas a espacios independientemente de su
dimension y del cuerpo conmutativo sobre el que estén definidos. Todas las de-
finiciones y resultados de este capitulo son validos para cuerpos conmutativos K
cualesquiera, a los que llamaremos simplemente cuerpos. Sin embargo, estaremos
pensando siempre en los casos real y complejo, ya que en el resto del curso serdn
los cuerpos que usaremos.

En este capitulo omitiremos en general las demostraciones de los resultados,
dado que son analogas a las ya vistas en el curso de Algebra.

Ademaés, introduciremos algunas construcciones nuevas, como el espacio vec-
torial cociente y el producto tensorial de espacios. Aunque el espacio cociente
tiene un uso limitado en el curso, fundamentalmente asociado a la construccién
de la compleciéon de espacios y, en concreto, de los espacios L, de funciones, la
importancia del espacio Lo hace que sea un concepto importante. Por otro lado,
el producto tensorial no sera usado en el resto del curso, pero es fundamental para
el estudio del formalismo cuantico y la teorfa de tensores.

1.1 Espacios vectoriales

En esta secciéon recordaremos las nociones de espacio vectorial y subespacio
vectorial. Las definiciones y resultados no anaden nada nuevo a lo visto en la
asignatura de Algebra, aunque algunos ejemplos de espacios de dimensién infinita
pueden ser nuevos.



1.1 ESPACIOS VECTORIALES

Definicién 1.1.1 (Espacio vectorial, vector, escalar) (ALG) Dado un conjunto
no vacio E y un cuerpo K, una ley de composicion interna u operacion interna
+ en E, llamada suma, y una ley de composicion externa® - de K en E, llamada
producto por escalares, diremos que E tiene estructura de espacio vectorial
sobre K o que F es un K-espacio vectorial si:

EVa) la operacion + es conmutativa:
Yo,weE, v+w=w+wv;

EVb) la operacion + es asociativa:

Vu,v,we E, u+ (v+w)=(u+v)+w;
EVe) la operacion + tiene elemento neutro:

deeF tal que Vve E,e+v=v+e=v
EVd) todo elemento tiene inverso (llamado opuesto) respecto a +:

VveFE, JweFE tal quev+w=w+v=e,

donde e es el elemento neutro;
EVe) el producto por escalares es distributivo respecto a la suma en E:

VAeK, Vowe B, A-(v+w)=X-v+ A\ w;
EVf) el producto por escalares es distributivo respecto a la suma en K:

VA pueK, YoeE, (A+p)-v=XAv+pu-v;
EVy) el producto por escalares es asociativo:

VA pueK, Yoe E, A-(u-v)=(A\n)-v;
EVh) el elemento neutro del cuerpo, 1 € K, actua trivialmente en E:
VveFE, 1-v=wu.

A los elementos de E se les llamard vectores y los elementos de K serdn llamados

escalares. Al elemento neutro de E se le llamard vector cero, denotado® por 0 o
0. El opuesto de un vector v serd denotado por —v.

Normalmente diremos simplemente que E es un espacio vectorial cuando no
sea necesario especificar el cuerpo sobre el que estd definido o éste sea claramente
deducible.

1Una ley de composicién interna u operacion interna en un conjunto A es una apli-
cacion f: Ax A— A. En el caso de llamarla suma, se denota f(a,b) = +(a,b) =a+0.

2Una ley de composicién externa de un conjunto C en un conjunto A es una aplicacién
g:CxA— A En el caso de llamarla producto por escalares se denota

g(c,a) =-(c,a) =c-a=ca.

3Aunque es en general muy poco usada por su incomodidad, preferiremos la segunda
notaciéon por claridad.



CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo 1.1.2 (ALG) Los conjuntos K", n € N, de n-uplas de ele-
mentos del cuerpo son espacios vectoriales sobre K con las operaciones

(xlamQa"'7xn)+(y17y27"'ayn) = (ZCl +y1>x2+y27"'7xn+yn) y

Az, 22, xn) = (N2, AT, o N y).

Ejemplo 1.1.3 (ALG) El conjunto de ntimeros complejos, C, es
un R-espacio vectorial con las operaciones suma y producto usuales.
También es un C-espacio vectorial.

Ejemplo 1.1.4 El conjunto de funciones f : K - K es un K-espacio
vectorial, con las definiciones habituales de suma de funciones y producto
de un elemento del cuerpo por una funcién:

(f+9)(x) = flx) +g(x) (X)) =Af(2).

Ejemplo 1.1.5 (ALG) El producto cartesiano, o siemplemente pro-
ducto, de varios espacios vectoriales F1, ..., F, sobre un mismo cuerpo,
denotado por Ey x Fg x -+ x E,, 0 [1j_; Ey es un espacio vectorial sobre
el mismo cuerpo con las operaciones

(v1,v2, ..., v) + (W1, W,y ..., wy) = (V1 + W1,V +Wa, ..., 0, + W),
AMvr,v2, ..., 0n) = (v, Advg, ..., Aoy,
V/\EK, Yug, wg EEk, k= 1,...,n.

Igualmente, el producto cartesiano de infinitos espacios vectoriales
Ey, ke J, sobre un mismo cuerpo, [I;.; Ek, €s un espacio vectorial, con
las operaciones

(V&) ket + (Wr)res = (Vg + Wk ) ke
A- ('Uk)kej = ()\Uk)kEJ, Vvk,wk € Ek, VieK.

Ejercicio 1.1.6 Demostrar que el conjunto de sucesiones KN tiene
estructura de espacio vectorial, con operaciones suma y producto por
escalares definidas de modo andalogo al ejemplo 1.1.2.

Notese que el espacio de este altimo ejercicio es un caso particular del ejemplo
1.1.5, pues KN = [Ty K.

Ejercicio 1.1.7 Demostrar que todo C-espacio vectorial tiene tam-
bién estructura de espacio vectorial sobre R.
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1.1 ESPACIOS VECTORIALES

En general, los espacios vectoriales que puedan ser C-espacios se consideraran
como espacios sobre C y no sobre R, a no ser que se especifique explicitamente lo
contrario.

Notacioén. De ahora en adelante prescindiremos del punto para el producto
por escalares: A-v = Av.

Recordemos dos propiedades de los espacios vectoriales.

Proposicion 1.1.8 (ALG) Dado un espacio vectorial E, se verifican las si-
guentes propiedades
a) 0v=0, YveE,
b) (-1)v=-v, YoeE.

1.1.1 Subespacios vectoriales

Algunos espacios vectoriales estan incluidos dentro de otros, lo que da lugar al
concepto de subespacio vectorial.

Definiciéon 1.1.9 (Subespacio vectorial) (ALG) Dado E un espacio vectorial,
y F un subconjunto no vacio de E, diremos que F es un subespacio vectorial de
FE si F también tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones heredadas

de E.

Diremos que un subespacio vectorial F' de E es un subespacio vectorial
propio si F+E y F +{0}.

Proposicion 1.1.10 (ALG) Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y
F ¢ E un subconjunto suyo no vacio. Entonces F es subespacio vectorial de E si
las dos siguientes condiciones se cumplen:

a) VoweF, v+wekF,
b) VAeK, YveF, \veF;

0, equivalentemente, si VA, u e K, Vo,we F, Av+ pw € F.

Ejemplo 1.1.11 (ALG) En C3, el subconjunto {(z,y,2), x+iy =0}
es un subespacio vectorial.

Ejemplo 1.1.12 (ALG) En R?, el subconjunto {(z,y,2), z+y >0}
no es un subespacio vectorial. Por ejemplo, el vector (1,0,0) no tiene
opuesto dentro del conjunto.

Ejemplo 1.1.13 El conjunto de funciones

f:R —>R tales que f(x) >0 VxeR
8



CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

no es un subespacio vectorial del espacio del ejemplo 1.1.4, ya que no
verifica la propiedad EVd). Por ejemplo, la funcion constante f(x) =1
no tiene funcién opuesta en el conjunto.

Ejemplo 1.1.14 El conjunto de funciones
f:R—>R tales que f(x)=0, V2 <0

si es un subespacio vectorial del espacio del ejemplo 1.1.4.

Obsérvese, en estos dos dltimos ejemplos, la analogia con el caso finitodimen-
sional R". En el ejemplo 1.1.14, la condicién impuesta es andloga a un conjunto
de condiciones del tipo xx = 0, que son lineales en R", mientras que en el ejem-
plo 1.1.13 la condicién es anédloga a un conjunto infinito de condiciones del tipo
x> 0, que no son lineales en R™. Asi, por ejemplo, igual que las condiciones del
tipo ¥ axzr = 0 son lineales en R", condiciones del tipo ¥ oy f(xx) = 0 para
ciertos xp también es lineal, y, en su versién continua, las condiciones del tipo
Jr a(z) f(z)dz = 0 también son lineales.

Ejemplo 1.1.15 (ALG) El conjunto de sucesiones cuyo limite es 0
es un subespacio del espacio de sucesiones C. A este nuevo espacio lo
llamaremos cy. Es un subespacio ya que para cualesquiera dos sucesiones
x=(2)21 7y = (yn)s2, con limite 0, y para cualquier escalar A € C,
las sucesiones £ +y = (Tn +Yn )iy ¥ AT = (Azy,) o, tienen también limite
0.

Ejemplo 1.1.16 Dado K = R o C con la topologia usual, el conjunto
de funciones f : K - K continuas es un subespacio del conjunto de
funciones de K en K, ya que la suma de dos funciones continuas es otra
funcién continua, y si f es continua y A es un escalar Af también es
continua (AMI y MMI). A este nuevo espacio lo llamaremos C(K).

Ejemplo 1.1.17 Para un subconjunto de los reales o de los comple-
jos A podemos también construir el espacio C(A) de funciones continuas
f A — K, definidas tnicamente en A y continuas en A. En Mecénica
Cuantica tienen mucho interés los espacios de funciones complejas de va-
riablereal f: R - Cy,dado AcR, f: A - C, como C-espacios. Estas se
usan para describir particulas en una recta o localizadas en un conjunto
real A. Recuérdese que una funcion de este tipo se puede descomponer
con dos funciones reales de variable real, de la forma f = Re(f)+iIm(f).
En Cuéntica también se usaran los espacios de funciones f : R™ — C con
n = 2,3, cuando las particulas estén en un plano o en el espacio, pero
nosotros apenas nos ocuparemos de ellos.

Al espacio C([a,b]) se le denota usualmente por C[a,b].

9



1.1 ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 1.1.18 Demostrar que el conjunto de funciones de varia-
ble real, con imagen en R o en C, y continuas f(z) tales que lim, .o f(z) =
0 es un subespacio vectorial del conjunto de funciones reales. A este nue-
vo espacio lo llamaremos Cy(R).

Ejercicio 1.1.19 (ALG) Demostrar que dado un espacio vectorial
FE y dos subespacios suyos F'y G, la interseccion F'n G es siempre un
subespacio vectorial de E, pero la uniéon F'uG es un subespacio vectorial
de Esiysolosi FcGoGCcF.

1.1.2 Suma y suma directa

Ejercicio 1.1.20 (ALG) Dado un espacio vectorial E, y dos subes-
pacios vectoriales suyos F'y GG, demostrar que el espacio suma F + G,

F+G={v+w, ve FweG},

es también un subespacio vectorial de F.

Un caso particularmente interesante de suma es la suma directa, en el que las
descomposiciones de vectores como suma de vectores de cada uno de los sumandos
es lnica.

Definicién 1.1.21 (Suma directa) (ALG) Dado un espacio vectorial E, y dos
subespacios vectoriales suyos F y G, diremos que @ es suma directa de F' y G,
denotado por E=F &G, si E=F+G y FnG={0}.

Proposicion 1.1.22 (ALG) Dada una descomposicion de un espacio como
suma directa, E = F & G, tenemos que

Vue E, A(v,w) e FxG tal que u=v+w.

Observacion 1.1.23 En el caso de espacios de dimensién infinita, podemos
llegar a tener infinitos sumandos, por ejemplo Fy, Eo,--- € E (de hecho, podria
ser hasta una familia no numerable {F;};es, Ej € F; en tal caso, los elementos
de la suma de los espacios siguen siendo sumas finitas de vectores de los distintos
espacios, ya que las sumas infinitas no tienen sentido, atin). Asi, la suma de una
familia finita de subespacios Fj seria

n
ZEk:{v1+U2+"'+'Un; UkEEk}.
k=1

Ademas, muchas veces se usa el simbolo suma directa aunque la suma no llegue
a generar todo el espacio. Lo que sucede es que si F'+ G no llega a ser todo F,

10



CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

pero FnG = {6}, entonces tenemos que el subespacio F + G si se descompone
como la suma directa F' @ G.

La suma directa de una familia numerable de subespacios Ey, k=1,2,..., que
verifican E; n Ej, = {0} si j # k, se denota por

@;ZlEj ,

tanto si esta suma es igual al espacio ambiente como si no.

Ampliacion

En algunos casos, se puede encontrar la suma directa de espacios E1,...,FE, o
E;, k€ J, que no son subespacios de otro. En este caso se esta considerando como
espacio ambiente el producto cartesiano [;_; Ek, 0 [1xes Ek, y cada sumando es
identificado con el subespacio, isomorfo a él,

E1 x {0} x {0} x--x {0},
{0} x Eg x {0} x - x {0},

Eq
Es

112

1R

112

E, = {O} X {0} X {0} XX B

v los subespacios correspondientes para el caso infinito.

Notese que la suma directa finita de espacios coincide con el producto carte-
siano, mientras que la suma directa infinita no. De nuevo, esto es debido a que en
las sumas directas s6lo se permiten combinaciones lineales finitas.

1.1.3 Espacio vectorial cociente

Una construccion muy util es la de espacio vectorial cociente*. Para el curso no
es necesario hacer un estudio profundo de esta construccién, pero conviene tener
una idea general que iremos desarrollando con los dos ejemplos mas importantes
del curso: el producto tensorial de espacios y los espacios L, de funciones. Ademés,
la construcciéon cociente (aunque sin estructura de espacio vectorial) también se
usa para la construcciéon de la complecién de espacios métricos.

Al hacer un cociente uno se olvida de ciertas propiedades de los vectores y se
concentra Gnicamente en otras, “identificando” como uno solo ciertos conjuntos de
vectores: aquellos relacionados entre si por una relaciéon de equivalencia forman
una clase de equivalencia. En el caso de los espacios vectoriales se parte de un

4Tanto una definicién mas extensa del espacio vectorial cociente como una discusién
sobre la necesidad de demostrar que la suma y el producto por escalares estén bien
definidos se encuentran en el apéndice C.

11



1.2 SPAN Y BASES LINEALES

espacio E' y un subespacio vectorial suyo F'. La relacién de equivalencia para
tomar el conjunto cociente E/F es

vew <= v-—weF.
Y los elementos de E/F, las clases de equivalencia, son de la forma

[v] ={w, w~v}={w,v-—weF}.

La suma en E/F se define sumando dos representantes cualesquiera de las
clases,
+: E/FxE|F - E/F
([v],[w])  » [v]+[w]=[v+w]’
que se puede demostrar estd bien definida (no depende de la eleccion de represen-
tantes).

El producto por escalares se define igualmente usando un representante de la
clase:
Kx E/F - E/F
A w]) = Aol =[]

1.2 Span y bases lineales

En esta seccién repasaremos los conceptos de combinacién lineal, independen-
cia lineal, espacio generado por un conjunto y base lineal de un espacio vectorial.
De nuevo, todos estos contenidos ya formaron parte del curso de Algebra, aunque
es muy recomendable su lectura para tener claro el concepto de base lineal en
espacios de dimensi6én infinita.

Definicién 1.2.1 (Combinacion lineal) (ALG) Dado un espacio vectorial E,
y un conjunto de vectores {v1,va,...,v,} S E, una combinacion lineal de
V1,V2,...,U, €S una expresion del tipo

n
V=AU1 + AUy + - + )\n'Un = Z Akvka
k=1
para ciertos escalares Ai, ..., A\,.

Notese que, en la definiciéon anterior, el conjunto de vectores que participan en
una combinacién lineal es finito. Esto tendra mucha importancia posteriormente,
pues cuando hablemos de bases en espacios de Hilbert se permitiran series ademas
de sumas finitas.

Definicién 1.2.2 (Span o espacio generado por un conjunto de vectores)
(ALG) Dado un espacio vectorial E, y A € E un subconjunto suyo no vacio,
llamamos span de A o espacio generado por A al conjunto de combinaciones
lineales de elementos de A. Este subespacio serd denotado por span(A).

12



CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

Definiciéon 1.2.3 (Sistema generador) Dado un espacio vectorial E, se dice
que A< E es un sistema generador de E si E =span(A).

El subespacio generado por un conjunto también recibe el nombre de envol-

tura lineal, que no usaremos en el curso.

Recuérdese que span(A) + span(B) = span(A u B).

span{v}

v
3
v

FIGURA 1. Subespacio generado por un vector v # 0 en R2.

Ejercicio 1.2.4 Demostrar que, efectivamente, el conjunto de com-
binaciones lineales de vectores de un conjunto cualquiera A ¢ F no vacio
es un subespacio vectorial de F, tal y como se afirma en la definicion.

Ejercicio 1.2.5 En CV, describir el espacio cgo = span(A), siendo

A={ep, keN}, e; =(1,0,0,0,...), e2=(0,1,0,0,...), ..., ex = Ok )pey, - -

Ejercicio 1.2.6 Calcular, en C? como C-espacio el span de (0, 1+7).
Calcular el span de (0,1 +4) considerando C? como R-espacio.

Calcular, en C como C-espacio el span de {i}, asi como el span de i
considerando C como R-espacio.

Definiciéon 1.2.7 (Dependencia e independencia lineal) (ALG) Dado un es-

pacio vectorial E, y un conjunto de vectores {vy,va,...,v,} € E, diremos que un
vector v € IV depende linealmente de vy, vo,...,v, siv se puede expresar como
combinacion lineal de vi,va,...,U,.

Diremos que un conjunto A € E, A + {0}, es linealmente independiente

st ninguno de los vectores del conjunto se puede escribir como combinacion lineal
del resto de vectores del conjunto.

13



1.2 SPAN Y BASES LINEALES

Por tanto, diremos que un conjunto A € E es linealmente dependiente si
existen v € A, v1,va,...,0p € A={V} y A1, Aa,..., A, escalares del cuerpo tales que
v = 22:1 )\k'Uk-

Ademds, diremos que el conjunto {6} es linealmente dependiente.

Esta definicién de independencia lineal es equivalente a la que se suele dar
como definicién. Esta equivalencia la recogemos en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.8 (ALG) Un conjunto finito de vectores vi,vs,...,v, € E es
linealmente independiente si y sdlo si la inica forma de obtener el vector 0 como
combinacion lineal de ellos es la trivial, es decir, st

)\1v1+)\2v2+-~+)\nvn=ﬁ = )\1:>\2:"‘:)\n:0-

Un conjunto infinito A € E es linealmente independiente si y sdlo si todo
subconjunto finito suyo es linealmente independiente.

Ejemplo 1.2.9 (ALG) En el espacio R3, el vector (-4,2,9) es com-
binacion lineal de los vectores (-1,1,4) y (2,0,-1), ya que

(-4,2,9) =2(-1,1,4) - 1(2,0,-1).

Ejemplo 1.2.10 En el espacio C? el vector (1,i) depende lineal-
mente de (1,1), (0,2) y (-1,0), ya que, por ejemplo,

(1,4) :0(1,1)+%(0,2)-(-1,0), 0

(1,4) =i(1,1)+0(0,2) + (-1 +14) (-1,0).

Ejemplo 1.2.11 En CV el conjunto {ey, k € N} del ejercicio 1.2.5
es linealmente independiente.

Ejercicio 1.2.12 (ALG) Demostrar que, en un espacio vectorial
FE, todo conjunto que contenga al vector 0 es linealmente dependiente,
usando la proposicién 1.2.8.

Ejercicio 1.2.13 Demostrar que, dados ey = (J;,1)52; (véanse ejem-
plos en el ejercicio 1.2.5), x = (1,1,1,...) e y=(1,1/2,1/3,1/4,...), el
conjunto {e, k € N} u{xz,y} es linealmente independiente.

14



CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

Si nos fijamos en los ejemplos 1.2.9 y 1.2.10 vemos un hecho singular: en el
primero de ellos la combinacién lineal es tinica, no se puede conseguir ninguna otra,
mientras que en el segundo no lo es. Esto deriva del hecho de que los vectores (1, 1),
(0,2) y (-1,0) son linealmente dependientes. Esta diferencia es la que motiva el
concepto de base lineal de un espacio vectorial, llamada simplemente base en el
curso de Algebra®. Noétese que los vectores del ejemplo 1.2.9 no forman una base
de R3, aunque si del subespacio generado por ellos.

Definicién 1.2.14 (Base lineal o de Hamel) (ALG) Dado un espacio vectorial
E y un subconjunto suyo B se dice que B es una base lineal o base de Hamel
de E si

a) B es linealmente independiente, y

b) E =span(B).

Por tanto, las bases lineales son los sistemas generadores linealmente indepen-
dientes de los espacios. Por ejemplo, una base lineal de R? seria

Definicién 1.2.15 (Coordenadas) Dados un espacio E, un vector v € E y una
base lineal B = {ey}res del espacio, se llamardn coordenadas de v respecto a B
al dnico conjunto de coeficientes coordp(v) = (vg)kes tal que v = Y j Vpek.

El siguiente resultado no lo demostraremos por exceder el nivel del curso®.

Teorema 1.2.16 Todos los espacios vectoriales tienen bases lineales. Y todas
las bases lineales de un espacio tienen el mismo cardinal.

En el capitulo 3, sobre espacios normados, veremos otro tipo de bases: las bases de
Schauder. Es por ello que llamamos a estas bases lineales y no unicamente bases, para
diferenciarlas de las que estudiaremos mas adelante. Para espacios de dimensién finita
las bases lineales y las nuevas bases que definiremos coinciden, por lo que en este caso
no sera necesario hacer tal distincién.

6Su demostracion requiere del uso del Lema de Zorn y herramientas de Teorfa de
Conjuntos.
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1.2 SPAN Y BASES LINEALES

El que todas las bases lineales de un espacio dado tengan el mismo cardinal,
permite definir la dimensién de un espacio en funcién de este cardinal.

Definicion 1.2.17 [Dimensidn de un espacio vectorial, espacios finitodimen-
sionales y de dimensidon infinita] (ALG) Dado un espacio vectorial E, y B ¢ E
una base lineal cualquiera de E, llamaremos dimension de E al cardinal de B,
y la denotaremos por dim(F).

Diremos que E es un espacio finitodimensional de dimension n € N si tiene
una base lineal B con card(B) = n (y, por tanto, todas sus bases lineales tienen
cardinal igual a n).

Diremos que E es un espacio de dimension infinita si, para todo nimero
natural n € N, E no tiene ninguna base lineal B con card(B) = n, o, equivalen-
temente, si tiene una base lineal B de cardinal infinito”. Nos referiremos a esta
propiedad con dim(E) = oo, recordando el hecho de que dos espacios de dimension
infinita no tienen por qué tener la misma dimension, debido a lo expuesto en el
pie de nota anterior sobre los diferentes cardinales transfinitos.

Ejemplo 1.2.18 El espacio cgg del ejercicio 1.2.5 tiene dimension
infinita, ya que B = {eg, k € N} es una base lineal de él. Recuérdese el
gjercicio 1.2.13, donde se demuestra que B es un conjunto linealmente
independiente®.

Ejercicio 1.2.19 Demostrar que en el espacio de funciones de va-
riable real f: R — C existe un conjunto infinito numerable de funciones
linealmente independiente (con lo que se demuestra que tiene dimen-
sién infinita). Demostrar que existe un conjunto infinito no numerable
de funciones linealmente independientes (con lo que se demuestra que
su dimension no es R, el cardinal de N).

"Obsérvese que no hemos dicho que un espacio tenga dimensién infinita si tiene una
base lineal B con card(B) = co. Esto se debe a que oo no es un cardinal. Hay distintos
tipos de infinito no comparables, como por ejemplo el cardinal de N y el cardinal de R,
sobre lo cual hemos recogido algunos contenidos bésicos en el apéndice C. La definicién
anterior de espacio de dimensioén infinita si se puede formular diciendo que son aquellos
espacios que tienen una base lineal B de cardinal infinito (sin especificar), pero no con
una igualdad del tipo card(B) = co. Por otro lado, la primera definicién dada de las dos
equivalentes, tiene la ventaja de poder ser establecida sin recurrir al Lema de Zorn, ya
que el teorema 1.2.16 se puede demostrar de manera mucho mas simple para espacios de
dimension finita. Por dltimo, es importante observar que las bases lineales de espacios de
dimensioén infinita en muchos casos son “imposibles de encontrar” explicitamente, aunque
se sepa que existen.

8Si Ac Cy C es linealmente independiente, A también es linealmente independiente
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CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

Al igual que en la asignatura de Algebra, todo vector tendra una tunica expre-
siébn como combinacion lineal respecto a los vectores de la base lineal. Por tanto,
dado un espacio E y una base lineal B = {e;j, j € J} tendremos para cualquier
v € F una tnica expresién del tipo

v = Zvjej, v; €K, v; =0 para casi todo? jeJ.
jeJ
La condicién de que casi todos los coeficientes deban ser 0 viene de que las com-
binaciones lineales de vectores involucran necesariamente sé6lo una cantidad finita
de vectores. Esto contrastara con el nuevo tipo de bases que definiremos para los
espacios Hilbert.

Dia 2

1.3 Operadores y funcionales lineales

En esta seccién recordaremos las aplicaciones u operadores lineales entre dos
espacios vectoriales, y veremos un caso particular importante: los funcionales li-
neales, que forman el espacio dual algebraico. Por dltimo, recordaremos los calcu-
los matriciales elementales relacionados con aplicaciones lineales ya vistos también
en la asignatura de Algebra, especificando como serian para el caso de funcionales.

1.3.1 Aplicaciones lineales

Entre dos espacios vectoriales existen muchas funciones. Por ejemplo,
RZ - R3 o g: R? - C(R)
(z,y) = (2,3,-1) (a,8,7) = az®+7yfz’
Pero hay unas funciones particulares que se “portan bien” con la estructura de

espacio vectorial, llevando siempre combinaciones lineales de vectores a combina-
ciones lineales de sus imagenes. Son las llamadas aplicaciones lineales.

Definiciones 1.3.1 (Aplicacién lineal, homomorfismo u operador lineal. Mo-
nomorfismo, epimorfismo e isomorfismo) (ALG) Dados dos espacios vectoriales E
y F sobre un mismo cuerpo K, y una aplicacion T : E — F entre ellos, diremos que
T es una aplicacion lineal, homomorfismo u operador lineal si se cumplen
las dos siguientes condiciones

AL a) T(v+w)=T(v) +T(w), Yv,w e E, llamada linealidad respecto a la suma
de vectores,

AL b) T(M) = XT'(v), VA e K, Yv € E, llamada linealidad respecto al producto
por escalares,

9Para casi todo, en este contexto, quiere decir salvo para, a lo sumo, un conjunto
finito. Notese que para espacios finitodimensionales esta precisién no es necesaria, ya que
no anade nada si de partida tenemos una base finita.
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1.3 OPERADORES Y FUNCIONALES LINEALES

0, equivalentemente, si verifica
AL ¢c) T(A + pw) = XT(v) + pT'(w), YA, peK, Yo,weE.

Diremos que una aplicacion lineal T' es un homomorfismo si es inyectiva, que
es un epimorfismo si es sobreyectiva, y que es un isomorfismo si es biyectiva.

Dos espacios vectoriales se dicen isomorfos si existe algin isomorfismo entre
ellos.

Normalmente diremos simplemente operador en lugar de operador lineal.

Notacién. Cuando un operador 1" actile sobre un vector v usaremos a menu-
do la expresion Tv = T'(v). La composicion (también llamada producto) de dos
operadores Ty S serd denotada por T'S en lugar de T'o S.

Ejemplo 1.3.2 La siguiente aplicacion es lineal e inyectiva.
T: C* - c?
(z,y) = (iw+2y,2-V2y,y+x)

Ejemplo 1.3.3 La siguiente aplicacién, llamada restriccién al con-
junto [a,b], es lineal y sobreyectiva

|[a,b] : C(R) - C[a,b]
f = f‘[a,b] ’
donde fl(q,) €8
f|[a7b] : [a7 b] - K
v i)

Ejercicio 1.3.4 Dibujar la grafica de f(z) = * y de f|[_1 1] para el
caso K =R.

Ejemplo 1.3.5 El operador derivacion en C*(R), el espacio de
funciones continuas infinitas veces derivables,

D: C*(R) - C*(R)
f > f/ )
es lineal y sobreyectivo, debido a la linealidad de la derivada y a que

la integral de toda funcion infinitas veces derivable es también infinitas
veces derivable.

Ejercicio 1.3.6 Demuéstrese que los operadores de los ejemplos
1.3.3 y 1.3.5 no son inyectivos pero si suprayectivos, y que el operador del
ejemplo 1.3.2 no es suprayectivo. Si definimos el operador |, ) anélogo
a 1.3.3 demostrar que tampoco es sobreyectivo.
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CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 1.3.7 Una combinacién lineal convexa es una combi-
nacion del tipo 3p_1 Apvr, 0 < A <1, Y71 A = 1. Y un conjunto de un
espacio vectorial se dice convexo (MMI) si toda combinacion lineal con-
vexa de elementos del conjuntos sigue siendo un elemento del conjunto.
Para caracterizar los conjuntos convexos basta con probar esa condicion
para combinaciones lineales convexas de dos elementos arbitrarios:

C c E es convexo <= Vo,weC, VAe[0,1], w+(1-NweC.

Demostrar que si tenemos una aplicacion lineal T : E - F| y C es
un conjunto convexo de E, entonces T'(C') es un conjunto convexo de F.

FIGura 2. Dados dos vectores v y w, el conjunto de vectores que
pueden ser expresados como combinacioén lineal convexa de ellos estan
determinados por el segmento de la figura.

Las siguientes figuras son ejemplos de un conjunto convexo y uno
no convexo respectivamente.

En el primer caso todos los segmentos determinados por dos vectores
caen dentro del conjunto, mientras que en el segundo no todos lo hacen.
Notese que estamos haciendo cierta identificacion de puntos y extremos
de vectores en los dibujos.

Fisicamente, una combinacién lineal convexa

n n
Z)\kvk,OS/\kﬁl,Z)\kzl
k=1 k=1
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1.3 OPERADORES Y FUNCIONALES LINEALES

se puede ver como el centro de masas de los diferentes v, con peso Ag.
Un conjunto es convexo si y sélo si para cualquier distribucién de pesos
en él concentrada en un conjunto finito de puntos!® el correspondiente
centro de masas sigue estando en el conjunto.

Gracias a que las aplicaciones lineales llevan combinaciones lineales de vectores
a combinaciones lineales de las imagenes, y a que dada una base lineal todo vector
tiene una expresion inica como combinacién lineal de los vectores de esa base, para
definir una aplicacién lineal basta determinar cémo actia sobre cada elemento de
la base. Por ejemplo, si definimos un operador T : C?> - C3 de la forma
T: C* - c?

(2,4) =~ (1,0,0)

(Oa 1) = (_Z.v 2i7 3)
y “extendemos por linealidad” a todo el espacio, conocemos la imagen de cualquier
vector bajo T, ya que {(2,4), (0,1)} es base de C2. Por ejemplo, el vector (2i,/3)
es combinacién lineal de la forma

(2i,v3) =i (2,4) + (V3 +1)(0,1),
por lo que
T(2i,V/3) =iT(2,i) + (V3 +1)T(0,1)
=i(1,0,0) + (V3 +1) (=4,2i,3)
= (—V/3i,2V/3i +2i,3V/3 + 3).

Para cualquier otro vector de C? podemos usar un razonamiento anélogo, pues
tenemos las combinaciones lineales

(21,20) = % (2,7) + (zQ-z%) (0,1), V21,2 € C.

La condicién de sistema generador de las bases lineales es esencial para que,
determinadas las imé4genes de los elementos de una base lineal, sepamos cé6mo es
la imagen de cada vector. Y la condicién de independencia lineal es esencial para
que las combinaciones lineales sean tinicas, pues de no ser asf la aplicaciéon podria
no poder ser extendida linealmente. Si recordamos el ejemplo 1.2.10 e intentamos
definir un operador T : C2 - C3 de la forma

T: C? — C3

(1,1) ~ (1,0,0)
(0,2) ~ (0,1,0)”
(-1,0) ~ (0,0,1)

es imposible que sea lineal: de principio tenemos que 7'(1,1) = (1,0,0), pero
si fuera lineal tendriamos que, como (1,1) = %(0,2) - (-1,0), deberiamos tener
también que

T(1,1) - %T(O,Z) _T(-1,0) = (o, %,-1) +(1,0,0).

10A4n no sabemos como sumar infinitos vectores.
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CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

Observacion 1.3.8 Los operadores, como funciones que son, pueden tener
algiin problema para estar definidas en todo el espacio. En el caso en que el
dominio de un operador T': E — F no coincida con todo el espacio, explicitaremos
siempre este hecho con “definido en el correspondiente dominio”, siendo éste el
maximo posible donde pueda definirse el operador, siempre dentro del espacio
origen F. Esto tendra especial importancia en las proposiciones y teoremas, ya
que en estos se considera que los operadores estan definidos en todo el espacio
origen F. En el caso en que el dominio no sea todo el espacio, se podria hacer
una versiéon nueva de cada resultado cambiando cada operador T : E — F' por
T :D(T) - F, y exigiendo a D(T') las condiciones que se exijan a F en cada
caso. Notese que el dominio D(T') de un operador lineal T': E' — F siempre es un
subespacio vectorial de FE.

Ejercicio 1.3.9 En el espacio s de sucesiones complejas defi-
nimos el operador

T: S - C
(z6)i21 = Zkliz
Compruébese que T no esta definido en todo s. Demuéstrese ade-

méas que cg, el subespacio de sucesiones que convergen a 0, no esta
contenido en dom(7T").

Ademas, un operador determina otros dos espacios vectoriales muy importan-
tes, su nucleo y su rango o imagen.

Definicién 1.3.10 (Nucleo de un operador) (ALG) Dado T : E - F' un ope-
rador lineal, el niicleo o kernel de T es el conjunto

ker(T) ={veE, T(v)=0r}.

Proposicion 1.3.11 (ALG) Dado un operador T : E — F, definido en su
correspondiente dominio, el nicleo ker(T) y el dominio D(T) son subespacios
vectoriales de E, y la imagen o rango de T, R(T) =im(T) =T(FE), es un subes-
pacio vectorial de F.

En el curso de Algebra ya se vio que el nucleo y la imagen de un operador
son espacios vectoriales. No se dijo nada acerca del dominio ya que los operado-
res lineales en espacios de dimensién finita no presentan este tipo de problemas.
Los operadores lineales en dimension finita involucran tnicamente combinacio-
nes lineales finitas de las coordenadas, por lo que no puede haber magnitudes no
convergentes como la del ejercicio 1.3.9.

El ntcleo es especialmente ttil para caracterizar cuando un operador es inyec-
tivo.
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1.3 OPERADORES Y FUNCIONALES LINEALES

Proposicion 1.3.12 (ALG) Un operador lineal T : E - F es inyectivo si y
sdlo si ker(T) = {0g}.

Ejercicio 1.3.13 Demuéstrese que si T': E — F' es un operador in-
yectivo y A es un subconjunto linealmente independiente de F, entonces
T(E) es un conjunto linealmente independiente de F'.

Ejercicio 1.3.14 En el espacio s = CV de sucesiones complejas,
demostrar que dada cualquier sucesion z = (z,,)ne; la aplicacion
T, : s - s
(xn)%o:l = (xnzn);o:l ’
es una aplicacion lineal. Determinar qué condiciones ha de cumplir la
sucesion z para que: a) T, sea inyectiva, b) T, sea suprayectiva.

El hecho de que la imagen sea un subespacio vectorial permite demostrar el
siguiente resultado.

Teorema 1.3.15 Dos espacios vectoriales E y F son isomorfos si y sélo si
tienen la misma dimension.

DEMOSTRACION. Dados dos espacios £ y F' con la misma dimensién es sen-
cillo construir un isomorfismo entre ellos: si consideramos dos bases {u;}jes ¥
{vj}jes (notese que hemos escogido el mismo conjunto de indices dado que los
dos espacios tienen la misma dimension) de E' y F respectivamente, entonces

T: E - F
U; = Uy
determina un isomorfismo entre £y F.

Para la implicacion contraria tomemos tnicamente una base {uy}rex de E.
Si existe un isomorfismo S : E — F, esto quiere decir que S es sobreyectiva, por
lo que im(S) = span{f(u;),j € J} y B" = {f(u;)}jes es un sistema generador
de F. Ademés, S también es inyectiva, lo que implica que B’ es linealmente
independiente. Por tanto B’ es una base de F' con el mismo cardinal que las bases
de F, v F y F tienen por tanto la misma dimensién. O

El nucleo y la imagen también participan en unos teoremas muy importantes
en espacios vectoriales: los teoremas de isomorfia. Enunciemos el mas importante.

Teorema 1.3.16 (Primer Teorema de Isomorfia) Dado un operador lineal T :
E - F, la aplicacion

T: E/ker(T) - im(T)
[v] = T(v)

estd bien definida y es un isomorfismo.
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CAPITULO 1 ESPACIOS VECTORIALES

De este teorema se deducen algunos resultados estudiados es la asignatura de
Algebra. Primero, una férmula de dimensiones para un operador T: E — F,

dim(FE) = dim(ker(7)) + dim(im(7")) .

Y ademads, que, si F es finitodimensional, un operador T : £ — E es un isomor-
fismo si y s6lo si es inyectivo, y si y s6lo si es sobreyectivo.

Aunque la formula si es cierta en el caso de operadores de dimension infinita,
el ultimo resultado no lo es en general. En dimension finita, para que un opera-
dor T : E - E sea isomorfismo debe ser sobreyectivo, por lo que im(7T') = E' y
dim(im(7")) = dim(F), y al nicleo no le queda mas opciéon que tener dimension
0, y por tanto T debe ser también inyectivo. En el sentido inverso, si el niicleo
es cero T es inyectivo y las dimensiones de im(7T") y E coinciden, asi que esos
espacios han de ser iguales y el operador es también sobreyectivo, por lo que T es
biyectivo y es un isomorfismo. Sin embargo, en dimension infinita, que las dimen-
siones de F e im(T') sean infinitas no garantiza que el ntcleo sea 0 (informalmente,
0+oc0o=1+00=..=n+0o0), por lo que el operador puede ser sobreyectivo sin ser
inyectivo. Ademés, que E e im(7T') tengan ambos dimension infinita no garanti-
za que sean el mismo espacio, por lo que el operador puede ser inyectivo sin ser
sobreyectivo.

Ejercicio 1.3.17 En el espacio s de sucesiones complejas, definimos
el operador “shift” o traslacion a la derecha como
St s - s
(21,22,23,24,...) = (0,21,22,23,...)
Compruébese que Sy es inyectivo pero no es sobreyectivo, y por tanto
no es un isomorfismo. Determinese S, (s).

Ejercicio 1.3.18 Demuéstrese que el “shift” a la izquierda
S_1: s - s
(2172272;37243"') = (22723724725?"') ’

es sobreyectivo pero no es inyectivo. Detérminese su ntcleo.

Dada una aplicacién lineal inyectiva T : B — F', se puede definir la aplicacion
inversal! 771 :im(T) — E, que resulta ser también un operador lineal.

El operador 77! asi definido es biyectivo.

HNotese que la aplicacion inversa estrictamente puede no existir, ya que T’ deberfa ser
biyectiva para tener una inversa propia. Sin embargo, si nos restringimos al subespacio
T(E) = im(T) de F, T ya resulta biyectiva. Cuando E = F' el conjunto de operadores
de F en E tiene estructura de grupo con la composiciéon. En este caso, esta inversa es
llamada a veces inversa por la izquierda, dado que T7'T = I, que es el elemento neutro del
grupo, pero TT7! = Il7(gy- Si T(E) = E entonces en este tltimo caso tenemos que 7!
es también inversa por la derecha, y por tanto puede ser llamada propiamente inversa.
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Por altimo, resultara util considerar el conjunto de todos los operadores lineales
entre dos espacios, y darle estructura de espacio vectorial.

Proposicion 1.3.19 Dados dos espacios vectoriales E y F, el conjunto L(E, F)

de todos los operadores lineales T : E — F, con la suma habitual de funciones y el
producto por escalares habitual, tiene estructura de espacio vectorial.

Cuando los espacios E y F' coincidan, llamaremos al espacio de operadores
lineales simplemente L(E). Es decir, L(E) = L(E,E).

Dia 3

1.3.2 Funcionales lineales, espacio dual algebraico

Entre los operadores lineales, hay una familia particular cuyo espacio imagen
es el cuerpo de escalares. Por ejemplo,
f c3 - C
Y

(21,22,23) + 221 —izg+3eV¥zg

Definicién 1.3.20 (Funcional o forma lineal) (ALG) Llamaremos funciona-
les lineales o formas lineales a las aplicaciones lineales de un espacio vectorial
E en su cuerpo de definicion.

Los funcionales lineales son aplicaciones lineales, considerando el cuerpo K
como un K-espacio vectorial 1-dimensional.

En la seccién anterior ya vimos un funcional lineal en el ejemplo 1.3.9, aunque
no estaba definido en todo el espacio. En esta secciéon, consideraremos tinicamente
funcionales lineales que estén definidos en todo el espacio origen.

Ejemplo 1.3.21 La funcién evaluacion en 0,
f=ev: CK) - K
g~ 9(0)=evo(g) ’

o en cualquier otro punto, es un funcional lineal en C(K).

Ejemplo 1.3.22 El conjunto ¢ de sucesiones complejas convergentes
es un espacio vectorial, y la funcién limite

lim : c — C

; )
(Zn);ozl = hmn—»oo Zn

es un funcional lineal en c.
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Aligual que hicimos con los operadores, también se puede considerar el espacio
de todos los funcionales lineales L(E,K) que tiene un nombre especial: es el
espacio dual algebraico.

Definicién 1.3.23 (Espacio dual algebraico) Dado un espacio vectorial E so-
bre un cuerpo K, el espacio dual algebraico E* = L(E,K) es el espacio vectorial
sobre K formado por todos los funcionales lineales f: E — K.

Como comentamos anteriormente (parrafos previos a la observacion 1.3.8), para
determinar una aplicacién lineal basta saber cudl es la imagen bajo la aplicacién de
los elementos de una base lineal. Los funcionales lineales son aplicaciones lineales,
por lo que este hecho sigue siendo vélido.

Por tanto, dado un espacio F, y una base lineal A = {e;, j € J} de E, podemos
definir para cada j € J el siguiente funcional
fj : F - K
(2) €;j = 1
e, —» 0 Vk=j,

0, expresado de manera més compacta, fj(er) = d; 5. Este funcional actia sobre
cada vector v dando como resultado el coeficiente que acompana a e; en la ex-
presion v = } ey vje;. Por tanto, fj(v) no es mas que la coordenada j-ésima del
vector v.

En el espacio K" de n-uplas, con la base canénica B = {e;, j = 1,...,n} todos
los funcionales lineales tienen la forma
f(r1,29,...,2n) =01@1 + Qoo + - + ATy -
Como fj(x1,x2,...,2,) = ;, todo funcional lineal f se puede poner como com-
binacion lineal de los funcionales {f;, j=1,...,n}:

f=aifitasfot+anfn.
Por tanto, {fj, 7 =1,...,n} es una base lineal de K"”, llamada base dual de B.

Esto se puede extender a cualquier espacio finitodimensional y a cualquier base
lineal del mismo, dando lugar al siguiente resultado.

Teorema 1.3.24 Sea E un espacio vectorial de dimension finita, y una base
lineal suya B = {e;, j = 1,...,n}. Entonces el conjunto {fj,j =1,...,n}, con
los f; definidos segun la ecuacidn (2) anterior, es una base lineal del espacio
dual algebraico E*. Consecuentemente, E y E* tienen la misma dimension y son
1somorfos.

Ampliacion

Observacion 1.3.25 Este resultado no es cierto en dimension infinita. Dada
una base lineal A de un espacio E, los funcionales f; si son linealmente indepen-
dientes, pero no generan todo el espacio dual algebraico E*. Veamos como ejemplo
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1.3 OPERADORES Y FUNCIONALES LINEALES

qué sucede con el espacio cgg del ejercicio 1.2.5, que es un espacio de dimensién
infinita del tipo més sencillo que hay al tener base lineal numerable. El funcional

T: Co0 d C
()21 = X1z
es lineal y est4 bien definido'? en todo cgg, ya que los elementos de cgg tienen la
forma,

Y

z=(z1,22,--+,2k,0,0,0,0,...),
lo que hace que la serie sea en realidad una suma finita para cada vector y, por
tanto, convergente. Sin embargo, 1" no se puede poner como combinacién lineal
finita de los f;, pues recordemos que fj(z) = zj, y necesitarfamos infinitos de
ellos para llegar a tener 7. Por tanto, en el caso de c¢q, tenemos que para la

base canonica definida en el ejercicio los elemenos {f;,j € N} no forman una base
lineal'® de E*.

Un razonamiento similar al anterior se puede seguir con cualquier espacio de
dimension infinita y cualquier base lineal suya, escogiendo una familia numerable
de esa base y llegando a la misma conclusién. De todos modos, con el ejemplo
anterior nos conformaremos en este curso.

Por ultimo, veamos cémo una aplicacién lineal entre dos espacios induce una
aplicacién entre sus duales. Si tenemos una aplicacion lineal T : F — F y un
funcional lineal f: F — K, entonces foT : E — K es también lineal, por lo que
es un funcional lineal en E. Fijado T, esto se puede hacer para cada funcional
feF*. Ademas, (\f+ug)oT =AfoT +pugoT, por lo que la asignacion

frfoT

es un operador de F* en E*.

1.3.3 Calculos matriciales en espacios finitodimensionales

Los célculos en espacios vectoriales de dimension finita se pueden realizar me-
diante operaciones matriciales.

Dada una base lineal B = {e;, j =1,...,n} de un espacio E de dimensién n, la
aplicacion coordp (ALG) que asigna a cada vector de E sus coordenadas respecto
a B,

coord : E - K"
U1
v=Yivie =

Un,
PRecuérdese el ejercicio 1.3.9.

13De hecho, el dual algebraico de cgp es isomorfo al espacio s de sucesiones complejas,
que no tiene ninguna base lineal numerable.
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es un isomorfismo lineal.

Este isomorfismo permite “traducir”’, dadas dos bases lineales Bg y B de dos
espacios finitodimensionales, cualquier aplicacion lineal A : E — F' entre dos espa-
cios vectoriales en una aplicacién entre los respectivos espacios de coordenadas.

De todos modos, nos centraremos directamente en los espacios K", con los
vectores descritos como columnas, y esencialmente usaremos la base candnica. En
este caso, cualquier matriz A € M,, ,,(K) induce una aplicacién lineal de K" en
Km

Tp: K - K™
v o~ Av’

es decir,
V1 a1l a2 v Qlp V1
() ag1 G2 v A2n V2
T . = . . . . .
Un, m,1 Gm2 ° Amn Un,

En el sentido contrario, toda aplicacion lineal de K" en K™ es de esta forma
para alguna matriz A € M, ,,(K).

La asignacion A — T4 es lineal, por lo que la correspondencia anterior hace
que L(K",K™) y My, »(K) sean linealmente isomorfos, y que también L(E, F)
¥y M (K) sean linealmente isomorfos para dos K-espacios E y F' cualesquiera
de dimensién n y m respectivamente.

1.3.4 Expresion matricial de funcionales lineales

Los funcionales lineales no son una excepcién. Por tanto, cualquier funcional

lineal sobre K" viene inducido por una matriz fila A = ( a1 g o O, ) de
tamafio 1 x n, tomando {1} como base del espacio imagen, el cuerpo K:
fa:  K* - K
V1 U1
ol S R D |
Un Un

Esto hace que muchas veces se vea a los elementos del espacio K™ como el espacio
de vectores fila
(a1,00,...,0p), aj eK.

Dado un funcional lineal f y una base lineal {e;, j = 1,...,n}, su matriz (o
vector fila) asociado viene determinado por

(a1 = f(e1), a2 = f(e2),...,an = f(en)).
Ademés, estas seran sus coordenadas respecto a la base dual {f;, j=1,...,n} de
la base {ej, j=1,...,n} (ver ecuacién (2) para la definicién de base dual).
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