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TEMA 5

ONDAS ELECTROMAGNETICAS: PROPAGACION LIBRE

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar la propagacion libre del campo electromagnético en distintos medios:
dieléctricos perfectos, medios con pequenas pérdidas y medios conductores. Ade-

mas estudiaremos la propagacion del campo electromagnético en la frontera entre
dos medios.

Objetivos especificos
= Ecuacién de ondas.

= Campos armoénicos. Permitividad compleja. Factor de propagacién comple-
jo.

= Propagacién de ondas planas en medios sin pérdidas. Potencia transmitida.
= Propagacién en medios con pérdidas.

= Buen conductor. Profundidad de penetracion.

= Dieléctrico de bajas pérdidas.

= Polarizacién de una onda plana.

= Paquete de ondas. Velocidad de grupo.

= Reflexiéon y transmision de ondas planas: incidencia normal.

= Reflexiéon y transmision de ondas planas: incidencia oblicua.
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Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo
magnético. Dominar el calculo vectorial integral y diferencial. Notacién fasorial.
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INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar la propagaciéon del campo electromagnético
a través del espacio libre y en medios materiales. Veremos que, a partir de las
ecuaciones de Maxwell y desacoplando los campos eléctrico y magnético, obte-
nemos ecuaciones de ondas para cada uno de los campos. Esto significa que el
campo electromagnético se propaga en el espacio como un fenémeno ondulatorio
y el estudio de esta propagaciéon es el objetivo del presente tema. Las ondas lu-
minosas emitidas por el sol y las transmisiones de radio emitidas por antenas de
telecomunicaciones son ejemplos tipicos.

Consideraremos la propagacion en medios sin pérdidas, es decir, en un die-
léctrico perfecto (como el aire) y en medios con pérdidas que son medios ca-
racterizados por una conductividad finita y en los que una parte de la potencia
transportada por la onda electromagnética se disipa en forma de calor, de forma
que la onda se atenta conforme se propaga.

Onda plana uniforme —s

Figura 5.1. Las ondas emitidas por una fuente electromagnética presentan
frentes de onda esféricos en las proximidades de la fuente, pero para un
observador lejano, el frente de ondas parece aproximadamente plano

Cuando una fuente emite energia, ésta se propaga hacia fuera en forma de
ondas esféricas como se ilustra en la figura 5.1. Para un observador suficiente-
mente alejado de la fuente, el frente de ondas aparece aproximadamente plano,
como si fuera una parte de una onda plana uniforme con propiedades uniformes
en todos los puntos del plano tangente al frente de ondas. La propagacién de

187



ELECcTROMAGNETISMO 11

ondas planas puede describirse mediante coordenadas cartesianas con las que es
mas facil trabajar matematicamente que con las coordenadas esféricas necesarias
para describir la propagacion de una onda esférica. Por consiguiente, aunque en
rigor una onda plana no existe, resulta una buena aproximaciéon para estudiar la
propagacién de ondas desde el punto de vista fisico.

1. ECUACION DE ONDAS

De todas las posibles soluciones de la ecuaciéon de ondas para los campos eléc-
trico y magnético, nos limitaremos a las més sencillas que corresponden a las
denominadas ondas planas. Esto no constituye una acusada limitacion ya que,
como hemos comentado, las ondas esféricas se pueden considerar como planas a
distancias suficientemente grandes de las fuentes porque en estas condiciones, el
radio de curvatura de la superficie esférica de fase constante de la onda electro-
magnética es muy grande comparado con las dimensiones de la region del espacio
donde se considera el campo.

Para obtener la ecuacién de ondas partiremos de las ecuaciones de Maxwell y
de las ecuaciones constitutivas:

oD
H-= — 1
V X J+ 5 (5.1)
0B
E=-—— 2
V x 5 (5.2)
V-B=0 (5.4)
J=9E ; B=uH ; D=c¢E (5.5)

En este tema no trataremos de relacionar las ondas con sus fuentes, cuestiéon
que queda para mads adelante. Por tanto, consideramos una regién del espacio libre
de cargas. Esto significa que la densidad volumétrica de carga es nula en la region
que estamos considerando, p = 0. Ademés, suponemos que tratamos con medios
lineales, homogéneos e isotropos, lo que se traduce en que tanto la permitividad
eléctrica € como la permeabilidad magnética p son escalares independientes de las
coordenadas y del tiempo.
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Si aplicamos el rotacional a la expresion diferencial de la ley de Faraday, ec.
(5.2), y hacemos uso de la relacion vectorial (C.44) tenemos

V(V-E)—VQE:—%(VXB)

Puesto que estamos considerando una regiéon del espacio libre de fuentes, p = 0,
entonces el primer término de esta expresién es nulo. Teniendo en cuenta el teore-
ma de Ampére y la ecuacién constitutiva para el campo magnético, la expresion

anterior queda
D
V’E = Mﬁ <J - 8)

ot ot
Finalmente, haciendo uso de las ecuaciones constitutivas (5.5), obtenemos
OE 0’E
VZE — py— — pe—> =0 5.6
MY gy ~ e (5.6)

que es la ecuacion de ondas homogénea para el campo eléctrico. Normalmente
podremos despreciar el segundo o el tercer término dependiendo del medio que
consideremos. En un medio no conductor, el segundo término se anula y queda la
ecuaciéon de ondas tipica cuya solucién es una onda que se propaga con velocidad
v =1/,/epn . En un medio conductor, el tercer término es normalmente desprecia-
ble y queda una ecuaciéon del mismo tipo que la que rige la propagaciéon del calor
por conduccién o difusion (ecuacion de difusion para el campo electromagnético).

Si en lugar de aplicar el rotacional a la expresion diferencial de la ley de
Faraday lo hacemos a la expresion diferencial del teorema de Ampeére, ec. (5.1),
obtenemos una ecuacién anéloga para el campo magnético y para la que son
validas las mismas consideraciones expuestas arriba.

OH 0’H
2y _ ot o
V°H — py " He 2 =0 (5.7)

Podemos concluir este apartado diciendo que las ecuaciones (5.6) y (5.7) son
las que rigen la propagaciéon de los campos E y H en un medio lineal, isétropo,
homogéneo y libre de cargas, sea conductor o no. Ahora bien, las soluciones de
estas ecuaciones de ondas deben de cumplir también las relaciones de Maxwell,
ya que, aunque las ecuaciones de ondas se deducen de las de Maxwell, el reciproco
no es cierto. De hecho, estas ecuaciones se han obtenido mediante procesos de
diferenciacién en los que se ha perdido informacién. En definitiva, los coeficientes
de las soluciones de las ecuaciones (5.6) y (5.7) han de obtenerse aplicando las
condiciones de contorno adecuadas, las cuales a su vez, son tnicamente derivables
de las ecuaciones de Maxwell.
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Campos armodnicos

En muchos casos practicos los campos electromagnéticos son funciones armoéni-
cas del tiempo y de hecho, si no lo son, siempre es posible descomponerlos en suma
de armonicos con distinta amplitud, fase y frecuencia de acuerdo con el teorema
de Fourier. Consideremos un campo electromagnético que varia armoénicamente
con el tiempo

E(r,t) = Eo(r) cos wt

H(r,t) = Hy(r) cos (wt + )

donde, en general, el campo magnético estard desfasado con respecto al eléctrico.
E, v H, son las amplitudes de cada uno de los campos y son, en principio,
funciones de las coordenadas espaciales r.

En estos casos, es conveniente emplear notacién compleja para eliminar la de-
pendencia temporal de forma que los campos eléctrico y magnético se representan
mediante magnitudes fasoriales; EE y H independientes del tiempo,

E=E,coswt — E:EO
H=H,cos (wt+¢) — H=H,e¥

De esta forma, las expresiones de los campos instantianeos se obtienen ana-
diendo la dependencia temporal y calculando la parte real. Es decir

E(r,t) =% {Eej”t}

H(r,t) =% {ﬁeth}

Para un medio libre de cargas las ecuaciones de Maxwell en el dominio de la
frecuencia vienen dadas por las siguientes expresiones:

V x H=1J+ jweE (5.8)
V x E = —juuH (5.9)
V-E=0 (5.10)
V-H=0 (5.11)
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y operando de forma anédloga a como se hizo al inicio de la seccion, obtenemos la
ecuacion de ondas homogénea para el campo eléctrico

V’E + (1 — jl> Euwzf)
Ew

(5.12)
y otra similar para el campo magnético.

Permitividad compleja

A partir de la expresion (5.12) definimos la permitividad compleja como

(5.13)
En funcién de este pardmetro, la ecuacion de ondas homogénea resulta
V2E + e.uw’E = 0

A menudo, la permitividad compleja se escribe en funcién de una parte real € y
una parte imaginaria ¢”

o = e — js”
con

!
8l

gl= o

Para un medio sin pérdidas con v = 0 se desprende que £’/ =0y &,

Por otro lado, el factor

ke = wy/ecpp =w (1 — jl) el (5.14)
w
se denomina factor de propagacién complejo por razones que serdn obvias

més adelante. En funcion del factor de propagacion complejo, la ecuacion de
ondas homogénea para el fasor del campo eléctrico queda

V?E + k2E = 0 (5.15)
y otra similar para el fasor del campo magnético.
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2. PROPAGACION DE ONDAS PLANAS EN UN MEDIO SIN
PERDIDAS

Las propiedades de propagacion de una onda electromagnética estén regidas,
segin se desprende de la ecuacion (5.12) por la frecuencia angular y los tres
parametros constitutivos del medio. Si un medio es no conductor (y = 0), la onda
se propagaré a través del medio sin atenuarse y entonces decimos que se trata de
un medio sin pérdidas o dieléctrico perfecto. En este caso, el factor de propagacion
complejo se reduce a

ke =k =w\ep
v la ecuacién de ondas homogénea queda

V?E + k’E = 0 (5.16)
que es la ecuacién de ondas tipica cuya solucién es una onda que se propaga con
una velociadad v = 1/,/ep¢ y cuyo namero de onda es k = w,/gp. Si expresamos el
campo eléctrico en coordenadas cartesianas, cada componente del campo verificara
una ecuacion similar. Asi, para la componente x del campo eléctrico tendremos

0 0 0\ » ~
st gt oy ) Bat KB, =
(5 + 55+ 5a ) B+ B =0

y expresiones similares para Fy, y E,

Como se comento al inicio del tema, nos limitaremos a estudiar la propagacion
de ondas planas. Una onda plana uniforme se caracteriza porque su amplitud
tienen el mismo valor en todos los puntos de cualquier plano normal a la direccion
de propagacion de la onda. En otras palabras, la amplitud de los campos es funcion
tnicamente de la distancia desde el origen o fuente a un plano dado. Si suponemos
que la direccién de propagacién de la onda es la del eje Z, por haber s6lo variacién
en esa direccién, entonces E y H no varian con x e y y la ecuaciéon de ondas para
la componente Ex queda

0 ~
<8z2 + k:2) E,=0 (5.17)
y expresiones similares para E’y, Efx y ﬁy.

Ademas, las componentes de los campos en la direccién de propagaciéon son
nulas. Esto es facilmente demostrable sin mas que considerar la componente z del
teorema de Ampeére dado por (5.8),

H H, -
(ay - 0 ) :.]/MUEZ

ox oy
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puesto que el campo magnético no varia con las coordenadas x e y, el miembro
izquierdo de esta ecuacién es nulo y en consecuencia, la componente E, del campo
eléctrico es nula.

Volviendo a (5.17), la solucion general de esta ecuacion diferencial viene dada
por R ‘ ‘
E, = Ef e 7% + E_ %> (5.18)

donde Ej) y E, son, en general, magnitudes complejas constantes. Si pasamos
al dominio del tiempo, la solucién general para la ecuacién de ondas homogénea

es de la forma
E.(z,t) =R {Ex ej“’t} = E} cos(wt — kz) + E_, cos(wt + kz)

. , . . +

donde el primer término representa una onda con amplitud EJ, que se propaga
en la direcién +z, mientras el segundo término representa una onda con amplitud
E. que se propaga en la direccién —z.

Los campos eléctrico y magnético son componentes inseparables de la onda
electromagnética y juegan un papel igualmente importante en su propagacién. Sin
embargo, cuando se trata de detectar la onda, el campo eléctrico es usualmente
mas importante. La razén es que la mayor parte de los detectores son mas sensibles
a E que a H. Por ello, las consideraciones de propagacion se hacen sobre el campo
eléctrico, aunque todas las ecuaciones tienen su anéloga para el campo magnético.
Como veremos muy pronto, el campo magnético puede obtenerse siempre a partir
del eléctrico y viceversa.

Para continuar nuestro anélisis vamos a suponer, sin pérdida de generalidad,
que el campo eléctrico se compone tnicamente de una onda que se propaga segin
la direccién 4z y con una sola componente segin el eje X, esto es

E(z) = Ef e 7**u, (5.19)

Sustituyendo esta expresion en la Ley de Faraday dada por (5.9), tenemos

u, uy u,
VxEQ(R) =| 8/0x 0/0y 0/0z | = —jwuH(2)
Efe ik 0 0

de donde se desprende, teniendo en cuenta las propiedades de las ondas planas,

~

H,=0
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H,=0
y o~
H = J Ok _ iE-i- e~ Ikz
V" uw 0z pw

Como vemos la tnica componente del campo magnético distinta de cero es la
componente y. Por tanto, concluimos que la soluciéon para el campo magnético
representa también una onda que se propaga en la direcciéon +z de la forma

ﬁy = H;Oe_jkz
y cuya amplitud viene dada por

k
H! = —FE}
Yyo /.,LUJ xo
Es decir, las amplitudes de ambos campos estan relacionadas. El cociente entre
la amplitud del campo eléctrico y del campo magnético tiene dimensiones de
resistencia eléctrica y se denomina impedancia intrinseca del medio ya que
depende de las caracteristicas eléctricas del medio. Efectivamente

Z

B o e
H;‘O k €

(5.20)

Para el vacio, la impedancia intriseca tiene el valor de
Z,=120r Q

De acuerdo con esta definicion, los campos de una onda plana que se propaga en
un medio sin pérdidas vienen dados por

E(z) = E}=E}e %,
BN ~ Ef .
H(z) = HS = %e_ﬂ”uy

FEsto es, los campos eléctrico y magnético son perpendiculares entre si y a la
direccién de propagacién. En un caso general, la amplitud del campo eléctrico
E! es una cantidad compleja, es decir

Ef, = |Ef| e
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