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TEMA 1

CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

RESUMEN
Objetivos generales

Estudiar el comportamiento del campo magnético cuando existen medios ma-
teriales e introducir los vectores de campo y parametros que caracterizan los
citados medios.

Objetivos especificos

s Efecto Hall y magnetorresistencia.

= Potencial vector magnético debido a una distribuciéon de corriente: Desarro-
llo multipolar.

= Términos monopolar y dipolar del potencial vector magnético.

= Momento dipolar magnético de una distribucién de corriente y de un circuito
filiforme.

= Campo magnético debido a un dipolo magnético.

s Par de fuerzas sobre un dipolo magnético.

= Energia de un dipolo en el seno de un campo magnético uniforme.
s Fuerza sobre un dipolo magnético en un campo no uniforme.

s Origen de los dipolos magnéticos en un material. Definicién del vector ima-
naciéon M.

s Corrientes de imanacion.

s Campo magnético debido a un material imanado.
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Potencial escalar magnético.

Teorema de Ampére cuando intervienen medios imanados. Definicion del
vector intensidad de campo magnético H.

Relacion entre los vectores B, H y M.

Teorema del flujo de B a través de una superficie cerrada cuando intervienen
medios imanados: Fuentes de la intensidad de campo magnético H.

Definicién de susceptibilidad y permeabilidad magnética. Distincion entre
medios lineales y no lineales.

Tipos de materiales magnéticos y su caracterizacién mediante la susceptibi-
lidad o permeabilidad. Medios diamagnéticos, paramagnéticos y ferromag-
néticos.

Curva de primera imanacién en medios ferromagnéticos.

Ciclo de histéresis de materiales ferromagnéticos: Conceptos de campo coer-
citivo y remanencia.

Condiciones en los limites para los vectores B, H y M en la frontera de dos
medios materiales.

Requisitos previos

Manejar los conceptos de campo vectorial y escalar, campo eléctrico, campo

magnético, potencial vector magnético, densidad de corriente eléctrica, Ley de
Ohm, fuerza de Lorentz, dipolo eléctrico y dieléctrico. Dominar el calculo vectorial
integral y diferencial.
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CAMPO MAGNETICO EN MATERIALES

INTRODUCCION

En este tema vamos a estudiar la interacciéon de un campo magnético con los
materiales.

En primer lugar, vamos a describir el efecto Hall, que es la apariciéon de un
campo eléctrico transversal en un medio conductor sometido a un campo magné-
tico y por el que, ademas, circula una corriente. Asociado a este efecto, y también
a la geometria del conductor, tenemos el fenoémeno de la magnetorresistencia co-
mo un incremento de la resistividad natural del medio en presencia de un campo
magnético.

Por otro lado, al igual que en el caso electrostético se define el momento dipolar
eléctrico (y sus correspondientes momentos multipolares), la polarizacion y su
relacion con el campo eléctrico a través del vector desplazamiento, en este tema
veremos los momentos multipolares magnéticos, la magnetizacion de los materiales
y su relacién con el campo magnético. En este sentido, la interaccién del campo
magnético y la materia tiene notables coincidencias con el caso electrostatico.

Para ello, primero veremos que el potencial vector magnético debido a una dis-
tribucién de corrientes se puede expresar en funciéon de sus momentos multipolares
y que el principal componente en este caso es el momento dipolar.

Posteriormente veremos que un medio material, desde el punto de vista mag-
nético, se puede considerar como un agregado de atomos y moléculas en los que
un campo magnético externo induce un momento magnético. Ademaés, en mate-
riales como los paramagnéticos y ferromagnéticos el campo exterior orienta los
dipolos magnéticos intrinsecos que poseen. Por otra parte el diamagnetismo tiene
su origen en las corrientes atémicas y el paramagnetismo se debe a la orientacion
de los momentos magnéticos intrinsecos de aAtomos y moléculas en la direccién del
campo aplicado. Los materiales ferromagnéticos se caracterizan porque la interac-
cion de los 4tomos proximos provoca la alineacién de sus momentos dipolares en
una direccién; el conjunto de dipolos alineados se agrupan en dominios, zonas del
material con los dipolos orientados en una direcciéon. Un campo externo provoca
que los dominios se orienten en la direccién del campo aplicado.

Desde un punto de vista macroscoépico un material magnético se caracteri-
za por su imanacién, que se define como el momento magnético por unidad de
volumen.

19
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1. EFECTO HALL
1.1. Modelo 6hmico de conduccién

En el modelo més simple de conduccién, la corriente eléctrica no es mas que
el desplazamiento de cargas libres en un medio bajo la acciéon combinada de un
campo eléctrico externo y el efecto de frenado que producen las colisiones de estas
cargas con las particulas materiales que componen el medio. El resultado es que,
al igual que un objeto material sometido a una fuerza constante que se desplaza
en un fluido, un portador de carga sometido a un campo eléctrico externo en un
medio alcanza una velocidad limite promedio que viene dada por:

(v) =vE (1.1)

donde v es un parametro llamado mowvilidad® que depende del detalle de la inter-
accion de ese portador concreto con el medio. En un conductor con varias especies
actuando como portadoras de carga libre, cada una tiene una movilidad en prin-
cipio distinta a la de los deméas. Adviértase que en esta ecuacion v lleva implicito
el signo del portador, es decir, si éste es negativo, v es negativo. Por tanto (v)
toma el sentido que se espera segun la carga del portador.

La densidad de corriente se define como J = ng(v) = p(v), donde n es la
densidad de portadores, ¢ su carga y p = nq la densidad de carga libre disponible
para la conducciéon. Entonces:

J=pvE (1.2)

Obsérvese que la densidad de corriente, J, y el campo eléctrico tienen la
misma direccién y sentido independientemente del signo del portador consi-
derado, puesto que tanto p como v toman el signo del portador? y su producto es
siempre positivo.

En el caso de que en el medio haya varias especies portadoras, cada una
contribuird con su propia densidad de carga y movilidad y entonces la densidad

! Veéase ecuacion (10.16) de [1]; hemos cambiado la notacién de la movilidad de p a v para evitar
confusiones con la permeabilidad magnética, concepto que aparece en la seccién 7.

2 En otras especialidades, como por ejemplo la Electrénica, y también en otros textos la movilidad
se toma siempre positiva, prescindiendo de la ecuacion 1.1 y expresando 1.2 en términos de densidad de
portadores en lugar de p. Para los propodsitos de esta seccion consideramos que es mas claro asignarle a
la movilidad el signo que le corresponde al portador.
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de corriente serd la suma de todas las contribuciones:

El factor ), p;v; no es méas que la conductividad, . Asi pues, la ecuacion anterior
la podemos poner como:
J=1E (1.4)

que es la forma puntual de la ley de Ohm.

1.2. Campo eléctrico transversal

Supongamos que en un conductor se mantiene una corriente que es debida a un
solo tipo de portador, como por ejemplo la corriente electronica en un metal (ver
figura 1.1), y que ese conductor esta en el seno de un campo magnético. Entonces,
sobre las cargas que se desplazan se ejerce la fuerza de Lorentz magnética, F =
qv x B; esta fuerza es perpendicular a la trayectoria de la carga en el interior
del conductor, con lo que las cargas tienden a desviarse, generando un exceso de
carga en la pared externa del conductor, y un defecto de carga en la pared opuesta
(recordemos que el conductor es neutro). Este desequilibrio de carga produce un
campo eléctrico transversal (F;) a la corriente; el proceso de acumulacion de
carga se detiene cuando la fuerza eléctrica compensa la fuerza magnética:

0=qE;+¢q (v)xB
E,=—(v)xB (1.5)

Expresamos la ecuacion (1.5) en funcion de la densidad corriente (J = p (v),
suponiendo un solo portador):

JxB
p

E = —

(1.6)

Obsérvese que el campo transversal por el efecto Hall depende del signo del
portador (a través del signo de la densidad de carga portadora p). Por tanto,
portadores de distinto signo producen campos Hall de sentidos opuestos que
tienden a compensarse. El efecto Hall se da, por tanto, en corrientes de conducciéon
producidas por portadores que sean todos del mismo signo (aunque no sea este el

21
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Figura 1.1. Manifestacion del efecto Hall en un metal. Los electrones son los puntos que llevan
asociado el vector velocidad (obsérvese que es opuesto a J). Los otros puntos representan los
iones positivos de la red.
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nico escenario, como veremos). De hecho, para determinar qué tipo de portadores
conducen la corriente en un medio desconocido, se establece una corriente y un
campo magnético perpendicular y se mide la diferencia de potencial en sentido
transversal a la corriente, en un plano perpendicular al campo aplicado. El signo
de esta diferencia de potencial establece cuél es el signo de la carga del portador
mayoritario del medio. Es el método que se usa, por ejemplo, en la determinacion
del portador dominante en un semiconductor (positivo en los semiconductores
tipo-p y negativo en los tipo-n).

Vamos a generalizar la expresion (1.5) para varios portadores. La condicion
de equilibrio se alcanza cuando no hay corriente neta en la direccién transversal,

esto es,
Ji = sz‘ (u;) =0,
i

donde (u;) son las velocidades de los portadores en la direccion perpendicular.
Ahora aplicamos la expresion (1.1) con un campo electromotriz E; 4+ (v;) x B:

sz‘l/i (Et + <Vl> X B) =0

(obsérvese que en el caso de un tnico portador recuperamos la ecuacion (1.5)).
Despejamos E;:
721' pivi (Vi)

E,=—=—"xB 1.7
' Zl PiVi (L7)

que también podemos escribir como:
g, - 2%l g (1.8)

~
donde ~; son las conductividades parciales de cada portador.

Es interesante ver qué ocurre si tenemos un unico portador de carga positiva,
(p™,v") y un tnico portador de carga negativa, (p~, v~ ); entonces la condicion
de neutralidad exige que p™ = —p~ = p,. Sustituyendo en (1.7):

+ (vt — v—
vt{vt) — v (v
B Vo) o
vt —v—

Si ademas establecemos una corriente de conduccion en sentido longitudinal enton-
ces las velocidades longitudinales (v*) y (v~) son debidas al campo electromotriz
E aplicado en esta direccion y, a partir de 1.1, tenemos:

)’ = ()

E, =—
vt —v—

ExB
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Figura 1.2. Efecto Hall en tres tipos de arrastre de cargas.

simplificando
E;=-(v"+v )ExB (1.9)

Obsérvese que si las movilidades de ambos portadores son parecidas en términos
absolutos, entonces v+ ~ —v~ y por tanto E; ~ 0, como habiamos dicho antes.
En el caso de que las movilidades sean apreciablemente distintas entonces tenemos
campo transversal, por lo que de una medida de E; que no sea nula no podemos
inferir directamente que haya un tinico portador en el medio.

Coeficiente Hall

Se define el coeficiente Hall, Ry con la siguiente expresion:

Ey

= 7p

(1.10)

donde queda sobreentendido que J y B son perpendiculares y E; se mide en la
direcciéon perpendicular a ambos; en el caso de un tinico portador toma el valor

como se comprueba facilmente con la ecuacion (1.6); es decir, el coeficiente Hall
es la inversa de la densidad de carga libre de ese portador cambiada de signo.

Ejercicio de autoevaluacion 1.1

Encontrar la expresion de Ry para una disoluciéon iénica con una unica
especie monovalente que se disocia en un portador positivo y otro negativo,
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de movilidades respectivas v y v~. La concentracién del soluto es n.

Soluciéon

Las densidades de carga de cada especie vienen dadas por

p+ = +en

p- = —en

La densidad de corriente en un medio de este tipo, con dos portadores
de distinto signo, es:

J=pt(vi)+p (vi)=en((vT) = (v7))

Sustituimos la expresion anterior y la ecuacion (1.9) en la definicion del
coeficiente Hall (1.10); asumimos que los campos implicados son perpendicu-
lares entre si y eliminamos el caracter vectorial, pero conservando implicita-
mente los signos en las magnitudes que evidencian el sentido de los campos
originales:

= W H@NB @)+ )
en((vt) = (™)) B  en((vh)—(v7))
Puesto que estamos en un medio 6hmico, las velocidades promedio de cada
portador son proporcionales al campo electromotriz segtn la expresion (1.1);
sustituyendo y simplificando:

1 vt 4+uv-
en vt —v—

Ry =

Hay que recordar que las movilidades tienen el mismo signo que la carga de
su portador; por tanto, v >0y v~ < 0.

Pero también se puede producir una situacion en que el medio tenga portadores
de ambos signos que son arrastrados en el mismo sentido. Una situacién tipica
es el flujo de una disolucion iénica en una tuberia (como por ejemplo, la sangre en
los vasos sanguineos). En este caso (vt) = (v™) y por tanto la corriente total
es nula. Pero, ain siendo la corriente total nula, se puede dar efecto Hall,
como se puede ver en la expresion (1.8). Todas las situaciones descritas se reflejan
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en la figura 1.2: en la izquierda tenemos el caso de un conductor metéalico, donde
solo se desplazan los portadores de carga negativos (electrones); esta situacion se
corresponde a la reflejada en la figura 1.1; en el centro, se representa una corriente
de conduccion con portadores de distinto signo implicados; a la derecha, el flujo
de un fluido con cargas moviles, que se mueve por arrastre mecanico. Todas las
situaciones se dan en el seno de un campo magnético perpendicular al plano del
papel, cuyas lineas estan representadas por el simbolo ®.

1.3. Magnetorresistencia

Ya hemos visto que la presencia de un campo magnético desvia parte de la
carga que fluye en forma de corriente eléctrica. Es de esperar que este desvio de
cargas tenga su repercusion en la facilidad con que la carga es transportada por
el campo electromotriz. Efectivamente, los conductores en el seno de un cam-
po magnético experimentan una disminucién de su conductividad efectiva y este
fenémeno se conoce por el nombre de magnetorresistencia.

Vamos a estudiar el proceso considerando inicialmente un tnico portador.
Aplicamos la ecuacion (1.1) pero considerando ahora que el campo electromotiz
tiene la componente magnética dada por la fuerza de Lorentz, E < E + (v) x B.
Sustituyendo en (1.1):

(v) = (E+ (v) x B)

que nos da una ecuacion en (v). Vamos a resolverla en términos de la densidad
de corriente, que viene dada por J = p(v) y donde la conductividad parcial del
portador es v = pv:

J=1E+vJxB (1.11)

Para despejar J de la ecuacion (1.11) tenemos que hacer algunas manipu-
laciones algebraicas. Empezamos multiplicando ambos miembros de la ecuacion
vectorialmente por B, por la derecha:

JxB=7ExB+v(JxB)xB (1.12)

El doble producto vectorial de la parte derecha lo resolvemos con la ayuda de la
formula (C.11) del apéndice C:

(JxB)xB=-Bx (JxB)=-J(B*)+B(B-J)
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Ahora, en la densidad de corriente que aparece en el paréntesis de la derecha sus-
tituimos la propia expresion (1.11) y nos aprovechamos del hecho que el producto
B - (J x B) es nulo:

JxB)xB=-B*J+7yB(B-E)
por lo que (1.12) queda:
JxB=19ExB—-vB>J+vyB(B-E)
Volvemos a aplicar (1.11) para quitar el término J x B:
J—9E =vyE x B - 1*B*’J +1?yB (B - E)

reorganizando los términos despejamos finalmente J:

v 2
=———— (E4+vExB+v"B(B-E 1.13
T (B +1v°B(B-E)) (1.13)
La ecuacién anterior nos da la densidad de corriente total, tanto en la compo-
nente paralela al campo electromotriz original como en otras direcciones. Vemos
que incluso la componente paralela al campo, que corresponderia al primer tér-
mino de la derecha de (1.13), esta afectada por una conductividad efectiva:

—1

Yot =7 (1+1°B?)

que es inferior a la conductividad original, justamente por la intervencion del
campo magnético.

En realidad, esta conductividad efectiva depende de la direccién que adopte el
campo magnético. Si éste es paralelo a E, entonces B (B - E) = B2E y la ecuacion

(1.13) queda:
~

1+ 12B2
y recuperamos la ley de Ohm original, sin ningin tipo de modificacién de la
conductividad por influencia del campo magnético externo. Es decir los campos
magnéticos paralelos al campo electromotriz no producen efecto Hall ni magneto-
rresistencia.

(E4+0+v’B*E) =1E

La ecuacion (1.13) se puede generalizar a varios portadores de corriente, cada
uno con su conductividad y movilidad parcial v;, v;

J= ZJ —ZW(E+%EXB+V2B(B E)) (1.14)
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Distpacion de potencia

Como ya sabemos, la densidad potencia disipada en un medio resistivo es:
P=J-E

Aplicando esta relacion a la ecuacion (1.14):

Z Vi 2 2 2

Como siempre es 1util analizar los casos extremos:

B y E paralelos Entonces:

-
P= Z 5 V:?B? (E* + v} B’E?) = Z%E2 = yE?

(]

que es la ley de Joule habitual en un conductor en ausencia de campo
magnético.

B y E perpendiculares
Vi 2 2
pP= ———— % = 4L
zi: 1+

donde vt < v y el conductor disipa menos potencia por efecto de la mag-
netorresistencia.

2. DESARROLLO MULTIPOLAR DEL POTENCIAL VECTOR

Analizamos ahora el potencial vector magnético originado por una distribucion
de corriente limitada a un volumen préximo al origen del sistema de coordenadas
que tomamos de referencia. El potencial se calcula a partir de la ecuacion (1.16)
que lo define en funcién de la densidad de corriente. La figura 1.3 muestra la
situacion de la distribucién de corriente y el punto donde se calcula el potencial.
Supondremos que el punto donde se calcula estd muy alejado de la zona donde
se ubica la corriente, de manera que la distancia entre puntos donde se sittua la
corriente es despreciable frente a la distancia a dicho punto; es decir, suponemos
que |r'| < |r|.
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Z
P
r-r'
Aoy r
J' V!
Y
X
Figura 1.3

La ecuacion de partida es,

_ & J<r,) dUl

dr Jyr e =1

A(r) (1.16)
En la relacion anterior se mezclan coordenadas con y sin prima. Interesa desarro-
llar la ecuacion anterior en funcion de términos multipolares, y de forma que en
cada término sea el producto de dos elementos uno en el que sélo figura la variable
con prima y en el otro la variable r.

Con la condicion |r'| < |r|, podemos desarrollar en serie 1/|r — r'| y tomar
los dos primeros términos,

1 1 1 1

— ~ —

o[ (P2 472 —2r.)2 (2 —2r.r)'/2 B r(1—2r-r//r2)/?

. : . —1/2
Si ponemos = = 2r - r’/r?, desarrollamos el binomio (1 — z) /2 v tomamos
los dos primeros términos, tenemos que,

11 rr
e—v| r 93
de modo que,
_ Ho 1 / / Ho 1 / / /
A(r) = 47”4/,.](1" )dv —i-ﬂr—s Vl(r-r).](r Ydv' + - (1.17)

El primer término de la ecuacién anterior se conoce como término mono-
polar y el segundo es el término dipolar. Como veremos a continuacion el
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desarrollo en términos multipolares es mas complejo que en electrostatica. El tér-
mino dipolar es el que predomina en medios magnéticos, por esta razén sélo vamos
a estudiar los dos términos indicados. Dada la complejidad de calculo y su menor
influencia en los fenémenos observados en medios magnéticos no analizaremos el
momento cuadripolar.

Para el anéalisis de los citados términos, vamos a demostrar el comportamiento
de dos relaciones muy ttiles. La primera es el producto de una funcién escalar
por el vector densidad de corriente f(r’)J, donde f(r’) es una funcion escalar,
que depende de las coordenadas donde se sitta la distribuciéon de corriente. Con-
siderando el volumen V'’ donde se sitia la corriente y la superficie S’ que encierra
por completo la distribuciéon de corriente, se puede comprobar que se verifica:

V() D)o = 7{ (f(r)J)-ds' =0 (1.18)

V/

Se anula la integral de superficie porque sobre S’ el flujo de la corriente es nulo
ya que, por construccion, S’ engloba toda la corriente.

Dado que V' actiia sobre las coordenadas de r’, y considerando que se trata
de corrientes estacionarias donde V - J = 0, la siguiente relaciéon vectorial sera,

Ve (f&) ) = (V) - T+ f)WV - T = (V') - T

Llevando este resultado a la ecuacion (1.18) queda,

/, (V'f(x) - Jdv' =0 (1.19)

2.1. Término monopolar

Vamos a utilizar las ecuaciones (1.18) y (1.19) para analizar el comportamiento
de los términos de la ecuacion (1.17).

Si suponemos que f(r’) =2’

Vi)=u, vy (Vf({))-I=Jp

Llevando este resultado a la ecuacion (1.19) tendremos,

/, (Vf(x)) - Jdv' = /V Jedv' =0
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Lo mismo ocurrira si hacemos f(r') =4/, y f(r') = 2/,

/Jydv':O ; /szv':O

Podemos expresar las relaciones anteriores de forma genérica como sigue:

/ _ / /I / /! / /. / / _ /I )
f(x') = 2, donde (2} = 2/, 25 =y yay =2). V(') = Va, = u;. J;
representard a J,, Jo a J, y J3 a J.. Con esta notacion,

/ Jidv’ =0

De las relaciones anteriores se deriva que,
/ Jdv' = ux/ szv'—{—uy/ Jydv'—I—uz/ J.dv' =0

/ Jdv' =0 (1.20)

Es decir,

Con esto se demuestra que el término monopolar en el desarrollo de po-
tencial vector debido a una distribucion de corrientes es nulo. Si recordamos que
el primer término en caso de electrostatica es la suma de todas las cargas eléc-
tricas, que dicho término monopolar para corrientes sea nulo es una consecuencia
del teorema de la divergencia, es decir, que en magnetismo no hay monopolos o
cargas magnéticas.

2.2. Término dipolar

Ahora vamos a trasformar el segundo término de la ecuacion (1.17) para se-
parar los elementos que dependen de las coordenadas con prima de los que no la
tienen. Si desarrollamos el producto escalar r - r’,

_ Mo 1

Ap(r) = T3 V/(a?x’ +yy' 4+ 22)I(x")dv

/

Si ponemos la expresion en funcion de x; x;-, conxy =x, x9 =y, r3 =z, ¥ =

o, xh, =y y af =2,y teniendo en cuenta que la integracion se hace sobre las
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variables con prima, la ecuacién anterior se puede expresar de la siguiente manera,

Ap 47T7’3Z //

La componente 7 del vector A p seré,
fo 1
Ap(r), = ﬁr—g Zazj /V,  Jydo'
j=1

Para trasformar esta ecuacion sumamos y restamos términos x.J; dentro del
integrado de la forma siguiente,

3
to 1 1 1
Ap(r), = 3 ij /V/ <2(:J:;Ji + z;J;) + 5(95;% - .%';Jj)) dv’
]:

Vamos a demostrar que el primer término dentro de la integral es nulo. Para
ello utilizamos la relacion (1.19), pero ahora ponemos f = 2’ v/,

Vfi=y u,+2"u,

De forma genérica, si f = zja’,
—_— / . / .
V[ = z;u; + z;u;

Llevando esta relacion a la ecuacion (1.19),
/l(gcg-ui + zju;)- Jdv' = /l($9Ji + 2 J;)dv' =0

Con este resultado el primer término del segundo miembro de Ap(r), se anula

y por tanto,
4 . l' (i

En forma vectorial,

3
> wi(@ i — ;) = [ -r') =2/ (T 1)),
j=1
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Teniendo en cuenta la relacion vectorial (C.11),

' xNxr=Jr-r')-r' (T r)

3
> wj(aldi — apdy) =[(x) x J) x ],
j=1

Con esta igualdad,

o 11
Ap(r), = Ko 55 [ 167 % ) xal,a

Todas las componentes son similares, por tanto,

e 1 1
Apl) =55 )3

((r' xJ) xr) dv' (1.21)

En la ecuacion anterior podemos agrupar los términos que dependen de las coor-
denadas con prima de la siguiente manera,

1 / /
m = 2/((1‘ x J)dv (1.22)

La ecuacion (1.22) define el momento dipolar magnético debido a una
distribucion arbitraria de corriente.

El término dipolarqueda definido por la siguiente ecuacion,

Lo M X T

Ap(r) = A 3

(1.23)
Vemos que el término dipolar del potencial vector magnético es perpendicular al
momento dipolar magnético y al vector que indica la posicién donde se considera
el potencial.
Cambio de origen

Vamos a ver que si cambiamos el origen del sistema de coordenadas no cambia

el momento dipolar. Suponemos que el origen del sistema de referencia cambia
a un punto O,, de manera que OO, = a, y los nuevos vectores de posiciéon que
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indican dénde se toman los elementos de corriente se relacionan con los anteriores
mediante la siguiente ecuacioén,

r_
r,=r —a

Sustituyendo en la ecuacion (1.22),
m—1 r’><.]al’—1 ! Jdv
0o=75 ] To V=3 /(r—a)x v

:1/ r’dev’—lax/ Jdv'
2 Ji 2 /

Pero como vimos en el apartado anterior dedicado al término monopolar,

/ Jdv' =0

m, =m

Por tanto,

El momento dipolar magnético debido a una distribuciéon de corriente no de-
pende del origen de coordenadas elegido, por tanto es un elemento que caracteriza
la distribucién y se puede calcular eligiendo el sistema de coordenadas méas apro-
piado a la distribucién de corriente que consideremos.

2.3. Corrientes filiformes

Cuando se trata de un circuito cerrado por el que circula una corriente I,
la forma que adopta la expresion (1.22) cambia. Se sustituye Jdv’ por Idl’' y la
integral de volumen se convierte en una integral sobre el camino cerrado que
coincide con el hilo que soporta la corriente. El momento dipolar queda de la
forma siguiente,

1
m = 2[7{ v’ x dl (1.24)

Circuito plano

En el caso de un circuito filiforme situado sobre el plano XY como muestra
la figura 1.4(a), la relacion (1.24) se puede simplificar teniendo en cuenta el area
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ds

(a) (b)

Figura 1.4

elemental dentro de la espira. Dicha éarea es,
1 / / / /
5T x dl'=ds" =nds

La integral sobre todo el contorno C’ sera el area de la espira,

1
27{/1"><d1’:n5

En un circuito plano su momento dipolar magnético es,
m=1715n (1.25)

El momento dipolar magnético tiene dimensiones de intensidad de corriente por
superficie, [A-m?] en el SL.

La orientaciéon del momento esté relacionada con el sentido de recorrido del
circuito y obedece a la regla del tornillo. En la figura 1.4(b) se muestran dos
espiras con sentidos de corriente opuesto; en la primera el vector n sale del plano
hacia el observador y en la segunda entra en el plano. Se han dibujado una N y
una S con los sentidos de corriente para indicar de forma esquematica que una
espira produce un momento similar al observado en el polo norte de una barra
imanada y la otra corresponde al polo sur. Si miramos la primera espira de frente
vemos el polo norte y si lo hacemos por la cara opuesta, vista desde la otra cara
del papel, se observara el polo sur.
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2.4. Dipolo magnético puntual

El dipolo magnético puntual es una abstraccién que consiste en una particula
puntual que porta un cierto momento dipolar magnético m. Se puede visualizar
como un circuito plano donde S — 0 y a la vez I — 0o mientras que su producto
es constante, m = I5.

3. CAMPO MAGNETICO DE UN DIPOLO

Es interesante conocer la forma que adoptan las lineas de campo en el caso
de un dipolo magnético puntual situado en el origen de coordenadas. El potencial
vector magnético que corresponde a este dipolo ideal viene dado por la ecuacion
(1.23). Calculamos el campo magnético en un punto definido por el vector de
posicién r, aplicando la relacién entre B y A,

B=VxA=Hoyg, (2Xr
47 73

En primer lugar aplicamos la relacion vectorial (C.42),
VX (pG)= (Vo) x G+ ¢V xG

En este caso ¢ = 1/ y G =m x r.
1\ _ d /1Y _ 3 3
Vi) =wg\s) = ™=

Lo 3r 1
:47T<—T5><(m><r)—|—TBV><(m><r)>

Por tanto,

Aplicando la relacion del producto vectorial doble,

rx(mxr)=m(r-r)—r(r- m)=rm—-r(m-r)

El rotacional del producto vectorial es,

Vx(mxr)=mV-.-r—rV-m+(r-Vim— (m-V)r
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El operador V ahora representa derivar con respecto a las coordenadas del pun-
to donde se calcula el campo, es decir, las indicadas por r. El momento m es
constante. Teniendo esto en cuenta,

Vir=3; Vm=0; (r-Vim=0

19, 10 1 0
(m . V)r = <m . (ura + UQ;% + u(prsen@a@)> 7y

1
(m-V)r:m-urarrur+m~u9ra‘9rur+m~uwrsen€£&rm
Como,
du, =0 ; 8u7~_u ; %—u sen 6
or 7 00 ' ap ¥

Desarrollando la derivada del producto ru,, la relacion anterior se trasforma
en,
(m-V)r=m-u,)u,+ (m-uy)uyg+ (m-u,)u, = m

ya que los productos escalares son las proyecciones de m sobre los respectivos ejes
de coordenadas; es decir, las componentes de m.

De todo lo anterior se deduce que,
Vx(mxr)=3m— m=2m

Llevando las operaciones realizadas a la expresion del campo,

o [ 3 9 2m

Simplificando queda,
Ho 1 2
B="——0@3r(m-r)— rm 1.26
Fo " (3e(m ) — r*m) (1.26)
La ecuacion (1.26) expresa el campo debido a un dipolo puntual situado en
el origen de coordenadas y a una distancia » muy grande comparada con las
dimensiones del dipolo.

La expresion del campo magnético debido a un dipolo es similar a la obtenida
para un dipolo eléctrico y muestra que el campo debido a una distribuciéon de
corriente distante no depende de su forma geométrica, sino s6lo de su momento
dipolar magnético. La diferencia esencial con el dipolo eléctrico es que en éste las
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H Eje de rotacion

(a) (b)

Figura 1.5

lineas de campo tienen su origen en la carga positiva y mueren en la negativa, sin
embargo las lineas del dipolo magnético no tienen origen ni final como muestra la
figura 1.5(b).

La demostraciéon anterior es de caracter general y sirve para cualquier orien-
tacion del dipolo en el origen de coordenadas. Si suponemos el momento dipolar
magnético orientado en la direccion del eje Z, como muestra la figura 1.5(a), po-
demos obtener las componentes del campo magnético de forma mas sencilla. En
este caso el potencial vector definido por la ecuaciéon (1.23) se puede poner de la

siguiente forma,
om XT i, msenf

AD(r)_4ﬂ' 3 dr 2

Uy

Dado que s6lo hay componente Ap(r) o Y Csta depende de las variables r y 6,
el rotacional en coordenadas esféricas se reduce a la siguiente expresion,
u, 0 ug 0

. SenG%(AD(r)@senﬂ) — 75(7’14[)(1')(»

V x A D (I’) =
Operando se obtiene el campo magnético referido al dipolo de la figura 1.5(a),

~ pom (2cost sen 0
B= y ( 3 u, + 3 ua> (1.27)
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La figura 1.5(b) muestra la lineas de campo correspondientes a un dipolo
magnético ideal que proporciona una idea aproximada de cémo se distribuyen
las lineas de campo en la tierra, considerada ésta como un dipolo magnético
situado en su centro. El eje de rotaciéon no coincide con el eje del dipolo. El
momento de este dipolo estd orientado de tal manera que forma un angulo de
168,5° aproximadamente con el eje de rotacién. En el polo norte las lineas de
campo entran verticalmente y en el sur salen. Esta asignacién es opuesta, como
hemos visto antes en el circuito plano, a la que utilizamos para una espira, que
es la utilizada para un imén o un solenoide, y se debe a que el polo norte de una
brajula, aguja magnética, se orienta en hacia el sur. Con la definiciéon dada para
una espira el polo norte de la tierra serfa el sur magnético.

Las lineas de campo magnético terrestre se deben a un momento dipolar
m ~ 8,2 x 10%? [A m2] ), v el campo varia desde 3 x 107> Wb/m? en el ecua-
dor hasta 6 x 107> Wb/m? en los polos. El campo magnético terrestre fluctiia con
el tiempo, ademas depende de las zonas geograficas y de las tormentas magnéticas
provocadas por el Sol. En los estudios de paleontologia se han observado fluctua-
ciones del campo y también periodos en los que se ha invertido la orientaciéon de
los polos. Durante los tltimos cien millones de anos el campo ha permanecido en
el entorno de los valores actuales.

4. DIPOLO EN UN CAMPO MAGNETICO
4.1. Par de fuerzas sobre un dipolo

Vamos demostrar como se puede poner el par de fuerzas que ejerce un campo
magnético sobre una corriente en funcion del momento dipolar. Suponemos que el

campo donde se sitiia la distribucién de corriente es uniforme y que dicha corriente
estd dentro de un volumen V’. El par de fuerzas viene dado por,

T=/[ ' x(JxB)d
V/

Desarrollando el producto vectorial doble a partir de (C.11)

' x (IxB)=Jr" B)-B(r'-J)

T://J(r’-B)dv’—B//(r’~J)dv'
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El segundo término de la ecuacion anterior es nulo. Para demostrarlo tenemos
en cuenta que para cada una de las componentes de la integral se verifica que,

1
/ (x' - J)dv' :/ (V§r'2) - Jdo'

Donde hemos sustituido 1’ por V(372). Aplicando la ecuacion (1.19), la ecuacién
anterior sera,

1
/ (Virlz) Jdv' =0
Como habiamos enunciado al principio.

El par de fuerzas se reduce a la siguiente expresion,

T:/ J(&' - B)dv (1.28)

Ahora observamos que el célculo realizado en el apartado 2.2, que lleva desde el
término dipolar del desarrollo del potencial vector en la ecuacion (1.17) hasta el
resultado (1.23), nos permite escribir,

/ Jr' -r)dv' =m xr

Comprobamos que es de la misma forma que (1.28), y se trasforma una en otra
sin més que cambiar r por B, por tanto,

T=mxB (1.29)

La ecuacion anterior expresa el par de fuerzas sobre un dipolo, cuyo momento
dipolar es m, debido a un campo magnético externo B.

4.2. Emnergia de un dipolo puntual

Para obtener la energia de un dipolo en funciéon del campo aplicado y del
angulo que forman el momento dipolar con el campo magnético, calculamos el
trabajo necesario para girar el dipolo.

Suponemos lo siguiente: que el campo magnético es B = Bu,, que el dipolo
estd en el plano YZ y forma un angulo 0 con el eje Z, que el eje de giro es el eje
X y por tanto la velocidad angular de giro es w = wu,
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El trabajo elemental es,
dW =T - (dfuy)

Donde
T=mxB=—-mBsenfu,

Llevando estas relaciones a la ecuacién anterior queda,

dW = —m Bsenf df

El trabajo realizado para pasar del dngulo de referencia 6, a 6 sera,

0
W =— [ mBsenfdf =m B(cosf — cosb,)
0o

Si tomamos como cero de energia potencial 6, = 7/2,

W =m Bcosf

Como la energia potencial es el trabajo realizado contra el campo,
Up=Vp=-mBcosf =—m-B (1.30)
La ecuacién anterior muestra que la energia del dipolo es igual a —mB para 6 =
0, nula para 6 = 7/2 e igual a mB para § = m. La variacion entre distintos dngulos
es de forma cosenoidal. Vemos que la posicion méas estable es la correspondiente

a la energia minima y en ella el dipolo tiene la misma direccién y sentido que el
campo.

4.3. Fuerza sobre un dipolo puntual
La fuerza sobre un dipolo se puede obtener a partir de la energia. Se puede

demostrar® que en un campo magnético B(r) la relacion entre fuerza y energia es
la conocida de mecénica y electrostatica,

F=-VUp=V(m-B(r)) (1.31)

3 Veéase Jackson [8] apartado 5.7.
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En el caso de que V x B =0, que presupone que J =0 en el punto donde se
considera m, y teniendo en cuenta la relacién vectorial,

Vim-B(r)) =Bx (Vxm)+mx (VxB)+(m-V)B+ (B-V)m
Como m es constante y V x B = 0, la ecuaciéon anterior se reduce a la siguiente,
F=(m-V)B (1.32)

Dicha fuerza es nula en el caso de un campo magnético uniforme, ya que m y B
serfan independientes de las coordenadas, y en los demés casos F depende de la
variacion de B(r) con las coordenadas.

5. IMANACION

Los medios materiales estan compuestos por atomos y moléculas, que a su vez
se componen de particulas como los protones, neutrones y electrones. Los protones
y neutrones se concentran en el nicleo y los electrones estan dispuestos alrededor
del ntucleo.

Clasicamente, el movimiento de los electrones alrededor del ntcleo se asimila
a una corriente sobre una espira que produce un momento conocido como mo-
mento magnético orbital. Ademas los electrones se caracterizan por tener un
momento magnético intrinseco relacionado con una propiedad mecano-cuéntica
llamada espin. Las particulas del nticleo también tienen un momento magnético
intrinseco pero es mucho menor que los momentos orbital y de espin de los elec-
trones, ya que ambos momentos son inversamente proporcionales a sus masas, y
tanto la masa del protén como la del neutrén es aproximadamente mil ochocientas
veces mayor que la del electron.

Los distintos atomos que componen un material pueden tener un momento
magnético total distinto de cero o nulo, dependiendo de que los momentos orbi-
tales y de espin se anulen o no entre si. Cuando los 4tomos tienen un momento
magnético distinto de cero, puede ocurrir que su orientacién sea al azar, lo que
sucede en los materiales llamados paramagnéticos; o bien que se produzca una
orientacién espontanea de todos los momentos en una direccién, como ocurre en
los medios ferromagnéticos.

Si ponemos un material en presencia de un campo magnético, los dipolos se
orientan en la direcciéon del campo debido al par de fuerzas que se ejerce sobre
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cada dipolo magnético. Ademés el campo perturba el momento orbital e induce
un cambio en los momentos magnéticos orbitales.

La descripcion anterior es de naturaleza clésica y es un modelo aproximado
de lo que ocurre con las propiedades magnéticas de los materiales, pero debemos
tener presente que dichos fenémenos son de naturaleza cuantica y para un anélisis
correcto se debe utilizar la mecénica cuéntica.

En resumen, un material puede ser considerado como una agrupaciéon de di-
polos distribuidos en el volumen que ocupa dicho material. Es decir, el material
se comporta como un conjunto de pequenas espiras recorridas por corrientes de-
nominadas corrientes amperianas.

5.1. Vector imanacion

Desde un punto de vista macroscopico se tienen en cuenta los momentos di-
polares magnéticos mediante la definicién de un vector, llamado imanacién o
magnetizacion M, que es funciéon de los momentos magnéticos atomicos. Si to-
mamos m,; como el momento dipolar magnético de cada atomo y consideramos
un volumen elemental Awv, la suma vectorial de los momentos magnéticos en Awv
serd Xm, ; la imanacion M se define mediante la siguiente ecuacion:

(1.33)

M es el momento dipolar magnético por unidad de volumen, conocido con el
nombre de imanacién. En la definicién, el limite de Av se considera de forma
que Av sea muy pequeno desde un punto de vista macroscopico, pero al mismo
tiempo el ntimero de momentos dipolares m; en su interior debe ser grande. De
esta forma la funcién vectorial M es una funcién continua que depende del punto
considerado. Las dimensiones de M, dado que las de m son [A m?|, seréan [A/m].

La imanaciéon M es por tanto una magnitud que depende del punto donde
nos situemos y representa el momento magnético de los dtomos que componen
un volumen muy pequeno del entorno de dicho punto. Es una funcién que nos
permite obtener el campo magnético producido por un material imanado.
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5.2. Corriente de imanacién

En los materiales no ferromagnéticos, los momentos magnéticos de los &tomos
o bien son nulos o bien su orientaciéon es aleatoria de forma que la suma es nula.
Cuando se aplica un campo externo se orientan los dipolos o se inducen momentos
magnéticos en los atomos y en consecuencia se produce una imanaciéon M.

La imanacién nos permite describir, desde un punto de vista macroscopico, las
caracteristicas de materiales magnéticos y obtener el campo magnético producido
por un material imanado.

La interpretacion macroscopica que se hace de los momentos magnéticos de
los atomos, es asimilar dichos momentos a pequenas espiras recorridas por unas
corrientes conocidas como corrientes amperianas. A una agrupacion de atomos
caracterizada por una imanaciéon M se puede atribuir una corriente, llamada co-
rriente de imanacidn, que permite describir las caracteristicas del grupo de atomos
y calcular el campo magnético debido a ellos. La corriente de imanacién no repre-
senta un movimiento de cargas a través del material, simplemente es un modelo
para expresar el campo debido a los momentos magnéticos de los &tomos.

Densidad de corriente en el interior del material

Es interesante encontrar la relaciéon entre la imanacion M y la corriente de
imanacion. Para ello vamos a estudiar un material cuya imanaciéon no es unifor-
me, y dentro de dicho material consideramos dos volumenes elementales Av =
Ax Ay Az contiguos como muestra la figura 1.6(a). En primer lugar analizamos
la imanacién en dos volimenes contiguos dispuestos en la direccion de eje Y, y
consideramos la componente en la direccion del eje X.

Al primer volumen elemental del conjunto de atomos corresponde una imana-
cion —M u, en la direccion del eje X, y la relaciéon entre imanacion y la corriente
de imanacién asociada a dicho volumen es,

M, Ax Ay Az = 1LAS =11 Ay Az
Es decir, la imanacién, momento magnético por unidad de volumen, multipli-

cado por el volumen elemental, es equivalente a una espira de superficie Ay Az
recorrida por una corriente ;.

En el volumen adyacente podemos expresar la imanacion mediante un desa-
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