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��� �	����� �!	 ��� �!�� �� �
����� �������!� ��� ��	��! �� ����� $ ��
"��!�
��� �� ���� �	� �� ��� �����! ����������% +���! �����,� ��� �#!���)

.���
�!� �	 �
����� �� ��&���	�
� �!	 !�
��	 �	 �� ��	��! ��� �������!) .	 ��
�!��	�! �� �� �!�
�
/	% �� ��	��! �� ����� ��� �
����� �����0 ����
����	�� �	 ��
!�
��	 �� �!!���	����) 1!���!� �!� �+�� �� &!��� ��� �� �������! ���, �!	��	
�!
�	 �� ���	! XY $ �!� ��	�! �� �+� Z �� �����	�
����� �� ���	! ��� �����) .�
�"
��	�� ��� �� �!"
�
�	�! �
�	� ����� �	 �� ���	! XY )

-�������!� �	 ��
��� ����� �� "��!�
��� ��� ��	��! �� �����) 2	��� �� ��
�!�
�
/	% �� "��!�
��� ��� ��	��! �� ����� Vcm ���0 ���� �!�

Vcm =

∑
imivi∑
imi

=
v

8
ex

-!�! �	 �	� �!�
�
/	 �/�! #�$ &��� �� 
	���	��% �� �!��	�! �
	��� �!��� P =∑
imivi = MVcm �� �!	���"�% $ �!� ��	�! �� "��!�
��� ��� ��	��! �� ����� �� ��

�
��� �	��� $ �����,� �� �� �!�
�
/	)

3���!� �#!�� �� �!��	�! �	�����% ��� ���4
,	 �� �!	���"� �	 �	� �!�
�
/	)
.� �!��	�! �	����� L ���0 ���! �!� �� �����
/	 5()�6

L = MRcm ×Vcm + I′′cmω

7
 ����
�!� �� !�
��	 �� �
���! ���	�! Rcm(t = 0) = 0 5�� ���
�% �	 �� 
	���	��
�� �!�
�
/	6% �	�!	��� �	 ������
�� !��! �!��	�! ��	����!� Rcm(t) = Vcmt) ��
��	��� ��� Rcm ×Vcm = 0 $ �� �!��	�! �	����� ��� �
����� �� ���������� �!	
�������! �� �
����� �� �!!���	���� ����
�! �!
	�
�� �!	 �� �!��	�! �	����� �!	
�������! �� ��	��! �� �����) 58!���!� ��� �� �� �� ����� �!	 �������! �� �
�����
����
�! $ ���% �	 ��
	�
�
!% �� �!��	�! �	����� 	! ��	���� �!� ��, �!
	�
�
� �!	
�� �!��	�! �	����� �!	 �������! �� ��6) .	 t = 0 ����0� I′′cm = I − IM = I $�
��� IM = 0)

���
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� �����
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0�

L =
4∑

i=0

ri ×mivi =
m

2
r0 × v0

�
��� r0 = (−a
2 ,

a
2 , 0) � v0 = (v, 0, 0)� �
� ����
�

L = −a

2

m

2
v(0, 0, 1). ������

���� 
��
���� �� �
����
 ������� ����� � �� �� 

������ �����
� ��� 
��
����

�� �
����
 �� ����
�� �����
�
 �� 
�� !�� 


�������� �� ��� �����
���� �
�

r1 = a
(
1
2 ,

1
2 , 0

)
� r2 = a

(
1
2 ,−1

2 , 0
)
� r3 = a

(−1
2 ,−1

2 , 0
)
� r4 = a

(−1
2 ,

1
2 , 0

)
� �� ����
�

�� ����
�� �
�� �� "
���

I′′cm = ma2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ����#�

$�� �� �
����
 ������� ����� � �� �� 

������ ��

L = I′′cmω = ma2(ωx, ωy, 2ωz) ����%�

&�������
 �� �
����
 ������� ����� � ����� � ��� 
'
��� 
������
� (��������

��� �� ���

���� ������� ��

ω = −
(
0, 0,

v

8a

)
!� ���

���� �� �� �����
��� ) �������
� ����
'��� �
� �	����
� �����
�
 �� 
� ��

u1 = ω × r1 = −
(
0, 0,

v

8a

)
×

(a
2
,
a

2
, 0

)
=

v

16
(1,−1, 0)

!� ���

���� �� ���� �����
��� �� �� �������� �
�����
� � �� 

������ �� 
������

������
 �� ���

���� ��� 
� �� ������ ���

v1 = u1 +Vcm =
v

16
(1,−1, 0) + v

8
(1, 0, 0) =

v

16
(3,−1, 0)

�� 
*�
��
 �� ��� ���

������ �� ��� 
���� ���� ����� �� �� ���

 �  ����

���
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6.3� ��� �� ���	
��
 ��� 
��

����
�� 
�
 �
 ��� �� �������	 ��� ������

�� ���
�
�	�� ��  	� �����! ��" �#�����! $� ��"����"
%� ��"& � $ "����
'	 �$
��"�����" ��  	 �#� (#� �	 �� �$���
� ) & � ����*$ �$ �#� �� $
���"+� ��� $'�
��, �	
�$�� ��$�! �� "�$�� �
'	 ��� ���
�
�	�� �$ "����
����	�� $�	�
���, -
���"� ������$
����
" �� $
$���� 
	�"�
�� S ��	 $ �#� Z �	 �� �#� �� "����
'	, �� $
$���� �� �#�$
�"
	�
����$ S′! �� $�" �� �#� �� "����
'	  	 �#� �� $
���"+�! ���.
/	 ��	�"*  	�
�� $ $ �#�$ ��
	�
�
�	�� ��	 �� �#� Z �� S, 0�" ��	��! ������$ ����
" �� �#� Z ′

� �� ��"�� ��� �#� �� $
���"+� ) "����
'	, 1��� �� ��	�"� �� ��$�$ �$�* �	 �� �#�
�� $
���"+� ) /$�� �$ (#�! ��	���$ �
.�"��� �� ��	�" ��$ �"+��	�$ �� S ) S′ �	 ��
��	�"� �� ��$�$! ��	 �� � �� Rcm = 0, 1��� �� "����
'	 �� S′ "�$����� � S �$
��� �
�� 2�,��3! �� �����
��� �	� ��" ��	 "�$����� � S ��	�"* ��" �����	�	��$
ω(t) = (0, 0, ω(t)) ��	�� ω(t) �$  	� 4 	�
'	! ��" �� ����	�� ��$��	��
��! ���
�
����, 0�" �� & � �
��$ �	 �� �#����� �� �� "����
'	 ��"�����" ��  	 �#� (#� ���
5��� �! $�.���$ & � �� �����
��� �	� ��" ω′(t) �	 �� $
$���� S′ �
�	� ���.
/	
��$ �
$��$ �����	�	��$ ω′(t) = (0, 0, ω(t)), 6� �����"��
'	 �	� ��" �$�* ���� ��"
ω̇′(t) = (0, 0, ω̇(t)),

1�	 �$�� 
	4�"���
'	! ��$ �� ��
�	�$ �� � ��" 27,�83 ����	 �� 4�"��

0 = N ′ext
x (t) 27,���3

0 = N ′ext
y (t) 27,��.3

I ′zzω̇(t) = N ′ext
z (t) 27,���3

�$ ���
"! �� 9	
�� 4�"�� �� ��	�"  	� "����
'	 �� �$�� �
�� �$ & � $'�� �:
$��
����	�� �� ��$ 4 �"%�$ �:��"	�$ � �� ��"�� ��� �#� Z, 0�" $ � �$��! �� �$��" N′ext

� �� ��"�� ��� �#� Z 2) Z ′3 ) ��	�" Rcm = 0! ��$ �����	�	��$ �� �$�� �����" $�	

�/	�
��$ �	 ��$ ��$ $
$����$ �� ���"��	���$ S ) S′! �$ ���
" Next = N′ext,

6�$ �� ��
�	�$ �� � ��" ��$�"
.�	 �� ��"
��
'	 ��� ����	�� �	� ��" �	 ��
$
$���� S′ $��
��"
� �� $'�
��, �	 �� ��$� �	 & � �� �#� �� "����
'	 $�� (#� ) ��
$
���"+�! ������$ �.��	�" �� �
$�� �� ��
'	 27,���3 ��"�
�	�� �� �� �� ��
'	
27,�3! & � ��$�"
.� �� ��"
��
'	 ��� ����	�� �	� ��" ��	 "�$����� �� $
$����

	�"�
�� S ��	 �"
��	 �	 �� ��	�"� �� ��$�$, 1 �	�� �� �#� �� "����
'	 �$ (#�
) �� $
���"+�! �� ����	�� �	� ��" ) �� �	�"�+� �
	/�
�� ����$ �	 ��$ �� ��
�	�$
27,83 ����	 �� 4�"��

L(t) = RT (t)I′Dω
′(t) = I ′zzω(t)ez 27,���3

T (t) =
1

2
ω′(t)I′Dω

′(t) =
1

2
I ′zzω

2(t) 27,��.3

���



�

�

��������	
��� � 
��
����� � 
���� � ���� ��� � ����
�

�

�

�

�

�

�� ������ �	
���

X

Y

m

M

O
r

������ ��	� 
��� ��
 ���� ��� �� ������ �
 �� ������
�

!"	!� #��" $ �!" �	 �� ��
���� ��$��
%	 &$� ���� �� ����
' !�!� �	 (�)��*
RTez = ez) +��" &$� �$�	!" �� �,� !� �"���
%	 � -," . !�  
����/�0 �� �"��	�"
�	�$��� . �� 1��"�
!�! �	�$���  "	 1���"�� �������" ) 2� ��$��
%	 !� �"1
�
�	�"
(�)�*  � ��!$�� �

dL

dt
= I ′zzω̇(t)ez = Nzez (�)3�*

4 �� �� $���!" �1
!�	����	�� �"
	�
!� �"	 �� ��$��
"	� !� 4$��� (�)��*) 4 ��
��$��
%	 !
�� &$� �� �"��	�" !� �� �$��'� " �"�&$� � �������" �� �,� !� �
�" . � 

�$�� �� �"��	�" !� 
	���
� �� ����" �� �
 �" �,� �$��
��
��!" �"� �� ��������
%	
�	�$���) 5%�� � &$� �� 6	
�� �"��"	�	�� !�� �"��	�" !� 
	���
� &$� 
	���1
�	�
�	 �� ��$��
%	 !� �"1
�
�	�" � �� �"��	�" !� 
	���
� �� ����" �� �,� !� �
�"0
I ′zz) �"� �� �"
	�
!�	�
� !� �" "�/��	� !� �" !"  
 ���� S . S′ �	 � �� �,����"
. �"� �� �"
	�
!�	�
� !� ��7" �,� Z . Z ′0 ����
 ���	�� I ′zz �"
	�
!� �"	 ��
�"��� �"	!
�	�� �	 ��  
 ���� S0 Izz)

���������� 	� 
� �������

�	� �"��� !� 7�,�� $	� �� � m !� !� $	� ���$�� h �"	 1��"�
!�! �"	��"��!� � 
$�
�
'�	!" $	 1"��	�� (�"��� �"	 �� �� � �"	��	���!� �	 �� ���/����"* !� �� �
M . ��!
" r &$� �
�� ����!�!"� !� $	 �,� #"�
'"	��� &$� �� � �"�  $ ��	��" O0
�"�"  � 
	!
�� �	 �� -�$�� �)3) 8���$��� �� ��������
%	 !� ��/!� �	 �$	�
%	 !� ��
�� � M )

4� ��	��" !� �� � !�� 1"��	��  � �	�$�	��� �	 O) 9"���" !
�#" �$	�" �"�"

���
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�������� �	�
���

��
��	 ��� �
����� �� �� ���	�
�! �
�	�� �� �"� Z �� �"� �� �����
#	$ %� &����
���
�	�'��� ��� &���	�� �#�� �
�	� �����	�	�� z ( �� ��	��� �� 
	���
� ��� &���	�� ����
���� �
����� �� �� ���	�
� �� �
���	��! ��  ���� )'� ���*	 �� ��'��
#	 +,$-��. ��
����	�� �	�'��� ��

L = (0, 0, Izzω) +,$-
.

��	�� Izz = Mr2 (� )'� ���� �� ���� ���/ ��	��	����� �	 �� ���0�����$ %�  '��1�
�2���	� )'� ���*� ��3�� �� &���	�� �� �� ��	�
#	 T �� �� �'���� ��3�� �� 3���� ���
&���	��! ��� ��	��! �� ����	�� �2���	� ��

N = r×T = (0, 0, rT ) +,$-�.

4'��
�'(�	�� �	 �� ��'��
#	 +,$-�. ��	����

Mrα = T +,$--.

��	�� 5���� ������� α � �� ��������
#	 �	�'���$ %� ��������
#	 �	�'��� ��� &���	6
�� ( �� ��������
#	 �
	��� ��� �'���� ���/	 �����
�	����$ 7	 � ���� �	 '	 
	���&���
�� �
���� Δt! �� &���	�� 5� �
���� '	 /	�'�� Δθ ���
�	�� �
�	���� )'� �� ����
�� 5� ��&
�� '	� �
���	�
� Δr = rΔθ +��� ��8	
�
#	 �� ���
/	.$ �� ��	��� )'�
��	���� )'� a = αr$ 9�� ���� �����! �� ���'	�� ��( ��3�� �� ���� ����3���� )'�

mg − T = ma +,$-,.

�� ��	��� )'� ��
�
	�	�� T �� +,$--. ( +,$-,. �3��	���� )'� �� ��������
#	 ��	
)'� ��� �� ���� m ��

a =
g

1 +M/m
+,$-�.

)'� ���/ ������	�
�� �	��� a = g/2 �'�	�� M = m ( a = g �'�	�� M → 0$

6.4� ��� �� ���	
��
 ����� � �	�	���� 	� ��� �� �������	

:�( '	 ��	"'	�� �� ���3����� �	 ��� )'� '	 �#�
�� �2
�
�;��
�� �� �'�&� ��
 ���� )'� �� �"� �� �����
#	 �� �������� ��	��	
;	���� �������� �� �"� �� �
����0�$
7���� ���3����� 
	&��'���	 �
�
	���� � �� ���� )'� ���	 ��� ���	��! ������ �#&
���!

���


