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TEMA 1
TEORIA CLASICA DE LA RADIACION

Este libro trata de los procesos fisicos que se producen a escala microscopica o,
mejor dicho, de c¢émo estudiar esos procesos en sistemas cuya longitud natural
esta en el rango aproximado de 107!? a 1078 m. En este rango de distancias, la
fuerza electromagnética (EM) es la interaccion dominante. La razon de ello es
que las fuerzas nucleares débil y fuerte empiezan a ser relevantes a longitudes mas
pequenas mientras que la fuerza gravitatoria, la menos intensa de las interacciones
fundamentales, s6lo habra de tenerse en cuenta cuando estemos bien adentrados
en el mundo macroscépico.

Sera, pues, el electromagnetismo quien dicte la dindmica de los procesos
fisicoquimicos a nivel atémico y molecular, el comportamiento y la funcionalidad
de nanodispositivos y también los fenémenos que ocurren en la escala de lo
mesoscopico, esa difusa regién que separa lo microscoépico de lo macroscopico.
Es entonces muy razonable abrir un curso de fisica cuantica con un breve repaso
del electromagnetismo clasico y, por motivos que muy pronto se harén evidentes,
focalizado en las propiedades de la radiaciéon electromagnética. En este repaso
prestaremos especial atencién a diferentes temas que incluyen:

= ¢l uso de funciones de variable compleja para expresar campos vectoriales
= la descomposicion espectral de una onda mediante el analisis de Fourier
= los fenémenos de interferencia y difraccion

= ¢l concepto de coherencia

Esta seleccién, que ni de lejos constituye un resumen completo de la teoria
electromagnética clasica, no es en absoluto casual. Por ejemplo, la fisica cuantica
se formula en términos de campos complejos, por lo que resulta conveniente
empezarlos a utilizar en un escenario cuyos conceptos fisicos ya sean conocidos.
Por otra parte, las técnicas de anélisis de Fourier se utilizardn de manera
continuada a lo largo del texto. La interferencia y la difraccién de ondas, a su
vez, son capitales en el establecimiento de las bases del formalismo cuéantico;
finalmente, la coherencia entre ondas es un concepto sutil pero importante y que
queremos tratar con cierto detalle.
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Orientaciones generales al plan de trabajo

Como hemos indicado, buena parte de este primer capitulo es un resumen
de algunos aspectos de la teoria electromagnética clasica, la mayoria de ellos
conocidos por el estudiante, y que se incluyen como referencia. El Gnico apartado
que puede ser conceptualmente nuevo es el analisis de la coherencia (seccion 1.7)
que, en todo caso, se trata también en asignaturas de 6ptica. A pesar de ello y
puesto que las herramientas matematicas que vamos a introducir se emplearan
con mucha frecuencia en el futuro, sugerimos el estudio completo de este capitulo.
A tal fin debe emplear unas 7 horas dentro un curso semestral disenado sobre la
base de 150 horas de trabajo personal, que se distribuyen a lo largo de quince
semanas efectivas (10 horas por semana).

Objetivos del capitulo

= Afianzar conocimientos ya adquiridos en cursos anteriores sobre el
tratamiento clasico de la radiacién electromagnética.

= Familiarizarse con algunas herramientas mateméaticas que seran de uso
habitual en fisica cuantica.

= Ser capaz de manejar las técnicas de descomposicion espectral basadas en
el analisis de Fourier.

s Aprender a tratar fenomenos de interferencia y difraccion usando un
formalismo de campos complejos.

= Comprender el concepto de coherencia y saber distinguir entre superposiciéon
coherente y mezcla incoherente.
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1.1. ECUACIONES DE MAXWELL

§ 1. El electromagnetismo clasico se construye a partir de un conjunto de
ecuaciones que relacionan el campo electromagnético {€(r,t), B(r,t)} con las
fuentes que lo producen, y que estan definidas por sus densidades de carga p,(r,t)
y de corriente eléctrica J(r,t). Estas son las ecuaciones de Mazwell que en
el sistema internacional de unidades se escriben como:

V-E(rt) = Elopc(r,t) (Ley de Gauss para &)

V- -B(r,t)=0 (Ley de Gauss para B)

V x &E(r,t) = 036(71;,75) (Ley de Faraday — Lenz) .
V x B(r,t) = 612885;,@ + pg Je(r,t)  (Ley de Ampere)

donde eg ~ 885 x 1072 Fm™ (C2 N' m™) y py = 47 x 1077 N A2
son constantes universales denominadas permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética del vacio, respectivamente, mientras que ¢ = (eopg) /% ~ 3x108 m s~
es la velocidad de la luz. El significado fisico de los campos € y B viene dado por
la fuerza de Lorentz

F(r,t) = q(g(r, £) + v x B(r,t)) (1.2)

que es la ejercida por el campo electromagnético (EM) sobre una carga ¢, situada
en el instante ¢ en un punto r que se mueve a velocidad v.

Las densidades de carga p, y corriente J. no son independientes entre si ya
que, como se deduce de las ecuaciones de Maxwell, deben verificar la ecuacidn de
continuidad

Ipe(r,t)
=V Te(r 1) (1.3)

que no es otra cosa que la ley conservaciéon de la carga.

Conviene indicar que las densidades de carga y de corriente eléctrica que
aparecen en las ecuaciones de Maxwell son netas, por lo que incluyen las cargas de
polarizacién y las corrientes de magnetizacién que surgen en un medio material
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como respuesta a un campo EM externo. Ademas, tal y como hemos expresado las
relaciones (1.1), se presupone que las fuentes estdn dadas, es decir, que conocemos
exactamente como evolucionan en el tiempo [de acuerdo con lo expresado por las
funciones p,(r,t) y J(r,t)]. Por tanto, con la informacién que tenemos no es
posible resolver un problema de electrodindmica en su sentido més amplio, en
el que la evolucién temporal de la fuente esté afectada por la propia fuerza de
Lorentz.

En ausencia de fuentes, las cuatro ecuaciones de Maxwell se reducen a

V.- -E(r,t)=0 (Ley de Gauss para &)
V- -B(r,t)=0 (Ley de Gauss para B)
14
V x E(r,t) = —836(;’75) (Ley de Faraday — Lenz) (14
1 0&(r,t) .
V x B(r,t) = v (Ley de Ampere)

que son las adecuadas para describir la radiacion electromagnética libre. Vemos
que tanto el campo eléctrico como el campo magnético de la radiacion libre son
transversales (su divergencia es nula) y que estan acoplados entre si a través de
las leyes de Faraday-Lenz y de Ampére: una variacién temporal de £ genera un
campo magnético y viceversa. Esto explica el conocido caracter autosostenido de
la radiacion electromagnética que, como sabemos y se deduce de las ecuaciones
(1.4), se propaga a velocidad c¢. Es asi legitimo llamar onda electromagnética a
la radiaciéon EM libre.

Las ecuaciones de Maxwell son lineales, por lo que el campo electromagnético
cumple el principio de superposicion: si en una regién del espacio coexisten
dos ondas EM, el campo electromagnético total es la suma de los campos de
cada una de ellas. Debido a este principio de superposicién, la solucién general
de las ecuaciones de Maxwell con fuentes (1.1) es igual al campo EM generado (o
emitido) realmente por esas fuentes, superpuesto a un campo EM libre arbitrario
que satisfaga las ecuaciones (1.4). Finalmente, y como es inmediato comprobar,
el campo EM emitido por densidades de carga y corriente depende linealmente de
éstas.

§ 2. La energfa almacenada en un campo EM por unidad de volumen es

_ «l&,t)f n |B(r,1)|”
2 240

urni(r, 1) =S (@ P+ Be.nl?) [ (1)
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Puesto que el campo EM es un ente fisico por si mismo es natural considerar
upMm(r, t) como su densidad de energia. A partir de las ecuaciones de Maxwell, y
usando resultados del analisis vectorial que pueden encontrarse en el Apéndice
A, puede probarse que la variaciéon temporal de la densidad de energia de la
radiacién libre en un punto r es

&LL(I‘J) = —C2 V . TrElV[(rvt)J (16)
ot
donde
ﬁENl(rvt) = €0 g(rvt) X B(I’, t) (17)

es la densidad de momento lineal del campo EM. Integrando (1.5) y (1.7) sobre
todo el espacio tendriamos la energia y el momento lineal totales de la onda
electromagnética.

La energia y el momento lineal de la radiacion EM se manifiestan fisicamente
al interaccionar con particulas cargadas. En tal interaccion hay una transferencia
de energia y momento lineal de la radiacién a las cargas y, reciprocamente, éstas
emiten radiaciéon a expensas de su energia y de su momento.

Si ahora integramos (1.6) sobre un volumen V limitado por una superficie
cerrada S y aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss (véase el Apéndice
A) llegamos a la relacion

d

—— [ upm(r,t)d’r = ¢? % mem(r,t) - n dr, (1.8)
dt Jy s

donde n es un vector unitario normal a la superficie S en el punto r. La igualdad
(1.8) nos dice que la variacion temporal de la energia EM de la radiacion
libre almacenada en una region V del espacio es igual (salvo signo) al
flujo del momento del campo EM, c*mwry(r,t), a través de la frontera
S de dicha region. Por tanto, en una onda electromagnética se produce un
transporte de energia que es consecuencia de su propia naturaleza descrita y
que estd directamente relacionado con la densidad de momento lineal: la energia
EM “viaja” en el espacio y la densidad de corriente de energfa correspondiente
es c>mpm(r,t), cantidad conocida como wector de Poynting. De esta manera, se
considera que la direccién de propagacién de una onda electromagnética en un
punto r es la del vector de Poynting.

§ 3. La estructura de las ecuaciones de Maxwell para la radiacion libre (1.4)
permite describirla en términos de un potencial electromagnético vector A(r,t),
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del cual deriva el campo EM en la forma

_0A(r,t)
ot (1.9)
B(r,t) =V x A(r,t)

E(r,t) =

En efecto, esta definicion garantiza el cumplimiento automético de la ley de Gauss
para el campo magnético y de la de Faraday-Lenz. Las leyes de Gauss para £ y
de Ampere se escriben en términos de A como

V.- Ar,t)=0

L o (1.10)

De esta manera, la radiacion libre queda descrita tinicamente' por el potencial
A(r,t), que resulta ser transversal (primera ecuacién 1.10), y cuyas tres
componentes satisfacen una ecuacion de ondas homogénea (segunda ecuacion
1.10).

1.2. ONDAS PLANAS

§ 1. Nos centraremos ahora en las propiedades de la radiacién libre. Esta
restriccién es razonable no sélo por su importancia intrinseca sino también
porque el campo electromagnético emitido por una fuente oscilante cualquiera
se comporta suficientemente lejos de ésta como radiaciéon libre. Nuestro objetivo
serd hallar la forma més general del potencial vector A(r,t) que satisfaga las
ecuaciones (1.10), ya que a partir de él podremos obtener facilmente los campos
eléctrico y magnético y también otras propiedades de interés de la radiacion,
como sus densidades de energia y momento. Para ello empezaremos analizando las
soluciones monocromaticas de la ecuacion de ondas (1.10), puesto que el principio
de superposicién nos permitiré construir cualquier solucién a partir de ellas.

Sin embargo, la relacién entre el campo EM y el potencial vector no es biunivoca. Distintos
potenciales vector pueden describir el mismo campo.
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Antes de proceder recordemos que una funciéon g(t) real es monocromética o
armonica con frecuencia®> w > 0 si se puede expresar como ¢(t) = g. cos(wt) +
gssin(wt). Usando las relaciones trigonémetricas fundamentales

+iwt —iwt +iwt —iwt
e +e . e —e
cos(wt) = ——— ; sin(wt) = ———
(wt) ; (i) =
la funcion g(t) también puede escribirse como la parte real de una funciéon compleja
G(t) = Gpe . En efecto, podemos escribir que

Go _; Gt . .
g(t) = Sre 4 S0etil = e (Goe—lwt) = me(G(t)), (1.11)
donde Gy = gc + igs, G = gc — igs es el complejo conjugado de Gp, y Re es la
parte real. La utilizacion de esta representacion compleja para g(t) evita tediosas
operaciones trigonométricas.

Ademas, si g es vectorial, los desfases entre las oscilaciones de sus componentes
se pueden tratar de manera muy simple. En este caso definiremos el médulo de
un vector de componentes complejas G como el escalar real y positivo dado por

G| =vVG*- G (1.12)

§ 2. De acuerdo con esta manera de representar funciones armoénicas, podemos
proponer que el potencial vector de una onda monocromdtica libre de frecuencia
w tiene la forma genérica

A(r, 1) = Re (A(r)e*iwt) (1.13)

donde A(r) es una funcién de componentes complejas. Si sustituimos A(r,t) en
(1.10) vemos inmediatamente que A(r) cumple las ecuaciones

V. A(r)=0
<V2 + ‘;’j) A(r) =0, (L14)

por lo que concluimos que A(r) ha de ser un campo complejo transversal que
obedezca una ecuacion de Helmholtz homogénea, la segunda de las ecuaciones
(1.14).

2 . .. . .. . . .
w es la frecuencia angular o pulsacién pero, por simplicidad, llamaremos a w frecuencia. Si hubiese

alguna posibilidad de confusién con v = w/(27), especificarfamos que w es la pulsacion.
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La solucién més sencilla de (1.14) es:

k-Ap=0
A(r) = Agel®™ con (1.15)
w
=
y, entonces,
A(r, 1) = Re (Aoe“k’r—wt)) . (1.16)

Aqui k es un vector real con dimensiones de longitud reciproca (inversa de
longitud), al que denominaremos vector de onda. La transversalidad de A(r) queda
asegurada al ser el vector constante Ay, de componentes complejas, perpendicular
a k, mientras que la llamada relacidn de dispersion, |k| = w/c, garantiza el
cumplimiento de la ecuacién de Helmholtz.

Puesto que exp(27in) = 1 para cualquier entero n, el potencial vector exhibe
la siguiente periodicidad espacial:

A(r,t) = A(r + nl\uy,t) para todon € Z,

donde ux = k/|k| es el vector unitario en la direccion de k y A = 27/[K|
es la denominada longitud de onda. De esta forma A(r,t) siempre toma los
mismos valores en planos perpendiculares a k y separados una distancia A. Esto
justifica plenamente la denominacién onda plana para este tipo de radiacién
libre monocromética

§ 3. Siuy y us son dos vectores de modulo unidad perpendiculares entre si y
contenidos en el plano normal a la direccion uy (vea la FIG. 1-1), entonces tanto
el potencial vector fisico A(r,t) como el vector complejo Ay son combinacion
lineal de u; y uo. En efecto, usando la forma polar de un nimero complejo, Ag
puede escribirse como

Ay = Alei51u1 + A2€i62u2 con ALAQ eRT
y sustituyendo en (1.16),
A(r,t) = [Ajcos(k - r —wt + 1)]ug + [Aacos(k - r — wt + d2)]ug (1.17)

Esta igualdad pone de manifiesto una de las ventajas de la notacién compleja
que ya adelantamos: el vector Ag contiene no sélo las amplitudes de oscilacion
del potencial vector a lo largo de cada direcciéon u; y us sino también el desfase

10
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Figura 1-1. Componentes del campo electromagnético para radiaciéon que se propaga a lo largo
de la direccién ug. Fijese que tanto los vectores unitarios u; y uz como el propio campo EM
estan contenidos en un plano perpendicular a u.

do — 01 entre ambas oscilaciones. En otros términos, fijado el vector de onda k hay
dos grados de libertad relacionados con las orientaciones permitidas del potencial
vector.

Otra ventaja de la notacién compleja es la facilidad con la que se evaltan
promedios temporales. Por ejemplo, el cuadrado del médulo del potencial vector
fisico es

|A(r, t)|> = A2 cos®(k -t — wt + 61) + A cos?(k - T — wt + 52),

y como (cos?(wt + 0))temp = 1/2, donde ( )temp simboliza el promedio temporal
sobre un periodo de oscilacion, podemos escribir directamente que

A2+ A3 1, 1
<‘A(r7t)‘2>temp = % = §A0 : A() = §‘A0‘2. (1.18)

En consecuencia, |Ag|?/2 es igual a |.A(r,t)|? salvo fluctuaciones temporales.

§ 4. Elcampo EM de una onda plana (radiacion libre) se obtiene inmediatamente
sustituyendo (1.16) en (1.9):

E(r,t) =NRe (Eoei(k'r_“t)> con Eg = iwAy
(1.19)
B(r,t) = Re (Boei<k-r—wt>) con By = ik x Ag

11
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por lo que Eg y Bg son también perpendiculares a k. Usando la relacion de
dispersién tenemos a su vez que

1
EO = CBO X kg Bo = —Uuk X EO ; ‘E0| = C|B0‘ (120)
c

Los vectores Eg y Bg son complejos, pero si nos fijamos tnicamente en las partes
reales fisicas, E(r,t) y B(r,t), su orientacion relativa es la que muestra la FIG.
1-1. En consecuencia, la densidad de momento lineal g (r,t) = o€ (r, ) x B(r, t)
estd orientada en la direccién de uy, que es asi la de propagaciéon de la onda.

§ 5. A partir de las expresiones (1.5) y (1.7), las densidades de energia y de
momento lineal de la onda plana (1.16) son

60w2’A0’2 60w2‘A0‘2

2 2¢
donde “t.0.” significa términos oscilantes que evolucionan arménicamente en torno
a cero, en este caso con frecuencia 2w. Puesto que el promedio temporal de
estos términos es nulo,® sb6lo son fisicamente relevantes los valores promediados
temporalmente o efectivos

upMm(r,t) = +t.o. ; weMm(r,t) = uk + t.o. (1.21)

€0w2 |A0 |2

upM = (UEM(T, 1)) temp = 5
(1.22)

cow?|Ag[? w = UM

TEM = (TEM (T, 1)) temp = p

Dado que Ay es un vector constante, vemos que tanto ugy como gy Son
independientes de la posicién. Como resultado, la onda plana se propaga en la
direccién uy y, salvo fluctuaciones temporales, ugy v wEMm son las densidades de
energfa y de momento lineal que transporta.

La introduccién de estos valores promediados temporalmente nos lleva de
manera natural a definir la intensidad o irradiancia de la onda como el médulo
del valor efectivo del vector de Poynting:

ceow” |Ag|?
2 )
que puede interpretarse como la energia transportada por la onda por unidad de

tiempo (salvo fluctuaciones en tiempos del orden de T') a través de una superficie
de area unidad perpendicular a su direcciéon de propagacion.

Igm = |Cpm| = ¢ upy = (1.23)

3 Salvo que seamos capaces de discriminar experimentalmente tiempos del orden del periodo de
oscilacion T = 27 /w.
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1.3. EL ANALISIS DE FOURIER

§ 6. La onda EM plana se propaga en una direcciéon bien definida en todos
los puntos del espacio. Estamos, pues, en una situacion fisica en la que usamos
dos aproximaciones limite: el monocromatismo y la extensiéon espacial infinita.
Podriamos hacer una descripciéon més realista modulando esta onda, esto es,
multiplicindola por un factor dependiente de la posicién de tal modo que la
regién del espacio en la cual el campo EM toma valores no nulos sea limitada. Sin
embargo esto no es inmediato ya que hay que seguir cumpliendo las ecuaciones
de Maxwell. Estos aspectos técnicos son mas propios de un texto de oOptica,
pero lo importante es: cuando decimos que el potencial vector de la radiacién
libre es fRe (AO exp(ik -r— iwt)) implicitamente estamos considerando que es una
aproximacion vélida sélo en una regiéon limitada, cuyo volumen es mucho mayor
que la parte del espacio donde estd el sistema fisico que nos interesa estudiar.
En otras palabras, damos siempre por supuesto que hablamos siempre de un
pulso electromagnético que se desplaza con velocidad ¢ a lo largo de la direccién
ug = k/|k|, pero cuyo potencial vector en la zona de interés se puede aproximar
por el de una onda plana.

1.3. EL ANALISIS DE FOURIER

§ 1. La importancia de las ondas planas quedara patente cuando apliquemos a
un campo EM A(r,t) el andlisis de Fourier. En esta seccién presentaremos
los principales resultados de esta herramienta matemaética, aunque omitiendo
cualquier demostracion. Si esta interesado puede consultar los textos de métodos
matematicos que se citan en la bibliografia.

§ 2. Sea G(r) una funcion, en general compleja, definida sobre el espacio RN (lo
habitual es N = 3 pero conviene considerar el caso mas general). El resultado
bésico del andlisis de Fourier es que dicha funcién puede escribirse mediante
una suma (continua) de funciones proporcionales a exp(ik -r) a través de una
transformada de Fourier inversa

G(r) = G(k)et*T Nk = {F1G}(r), (1.24)

(2m)N/2 Jgx

donde la funcion G(k) es la transformada de Fourier de la funcion G(r):

G(k) = G(r)e ¥T ¢Nr = {F G} (k). (1.25)

(2m)N/2 Jrx
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Fisica Cuintica I. TEORIA CLASICA DE LA RADIACION

Supondremos que la funcion G(r) cumple aquellas condiciones de decaimiento
rapido a cero cuando |r| — 0o y de acotacién que garantizan que su transformada
de Fourier converja. A G(k) se le llama representacion en el espacio reciproco (el
espacio de los vectores de onda k) o, sencillamente, representacion reciproca de

G(r).*

Si g(r) es una funcién escalar y G(r) otra vectorial, se tiene que

Vor) D ikjk) ;5 V() L —|k%(k)
(1.26)
V.G@r) Lik-Gk) ; VxG(r) L ik x G(k),

por lo que las derivadas espaciales se transforman en multiplicaciones por el vector
de ondas k al pasar al espacio reciproco, aunque incluyendo un factor i.

El llamado teorema de Parseval nos dice que dadas dos funciones
cualesquiera F' v G se cumple que

G*(r)F(r) d¥r = | G*(k)F(k) d k. (1.27)
RN RN

Conviene aqui comentar que el teorema es valido también si el producto entre G*
y F (0 G* y F) es el producto escalar o vectorial (en N = 3) en el caso en que G
v I’ sean funciones vectoriales.

§ 3. Definamos la delta de Dirac centrada en el punto a, 6(r—a), como aquella
“funcioén” para la que siempre se cumple que

5(r —a)g(r) dr = g(a) (1.28)

RN

para cualquier funcién g(r) continua en r = a. De acuerdo con esta definicion,
la delta en N dimensiones es igual al producto de N deltas unidimensionales. Por
ejemplo en N = 3,

d(r—a) =90z —ay)0(y —ay)d(z —a;), con a=azu,;+ayu,+asu,.

4 Hemos introducido una notacién operacional muy del gusto de los matematicos: F es una aplicacion
que transforma la funciéon G(r) definida en el espacio de posiciones en otra funcién G(k) definida en el
espacio de vectores de onda (espacio reciproco). F~1 seria la aplicacién inversa.
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1.3. EL ANALISIS DE FOURIER

De manera poco rigurosa podemos decir que

Osir#a
d(r—a)=6(a—r)= (1.29)

cosir=a

o, con algo més de propiedad, que la delta de Dirac es el limite de una funciéon
muy concentrada en torno a r = a cuya integral sobre todo el espacio es igual a la
unidad.®? Por ejemplo, en N = 1 la delta de Dirac es igual a los siguientes limites:

—(z—a)?/e? . _
e € sin[(x — a)/e
O(x —a) = lim = lim [T m S0l —a)/e]

S 1.30
e—0+ e e—0t (z — a)2 +e2  esot w(r—a) ( )

En efecto, estas funciones cumplen que la integral sobre todo R es igual a uno, y
que cuando € — 0 se anulan en todos los puntos menos en a.

La delta de Dirac estd estrechamente relacionada con la transformada de
Fourier, puesto que puede demostrarse que

/ et~ [ R Y o ) (13)
RN RN

expresion que ha de entenderse en sentido formal ya que, como acabamos de decir,
la delta de Dirac es un limite. Al ser (1.31) independiente de las dimensiones fisicas
de k y r;, tras un mero intercambio de variables

/ e itk —ha)r Ny — / ettt TgNy — (2m)N 6(ky — ko) (1.32)
RN RN

donde la delta de Dirac d(k; — ko) para el espacio de vectores de onda tiene
analoga interpretaciéon que para el espacio de posiciones.

§ 4. Fl anilisis de Fourier se aplica también a la descomposicion de una
funcién dependiente del tiempo en componentes monocromaticas (muchas veces
llamadas armdnicos). En concreto, para una funcion g(t) general, que decae a
cero suficientemente rapido cuando |t| — oo, su par de transformadas temporales
de Fourier® es

—+00 . —+o00 .
o) = o= [ i )= o= [ aertar | 133)

5 Como se sefiala en el Apéndice B, la delta de Dirac sélo tiene sentido mateméatico pleno como
una distribucion. Esta definicibn como limite es, sin embargo, suficiente para nuestros propositos.

5 Usamos G(k) para designar la transformada de Fourier espacial de la funcion G(r), y §(w) para la
transformada de Fourier temporal de una funcion g(t).
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Fisica Cuintica I. TEORIA CLASICA DE LA RADIACION

(la convencion de signos de las exponenciales complejas temporales es la contraria
que la de las transformaciones de Fourier espaciales). Naturalmente, el teorema
de Parseval se sigue cumpliendo, al igual que las relaciones equivalentes a (1.31) y
(1.32) entre la transformada de Fourier y las deltas de Dirac (6(¢ —to) en tiempos
y 0(w — wo) en frecuencias).

Si g(t) es real es facil ver que §(—w) = §*(w). Por consiguiente, la expresion

0 &0 e—iwt 0 =~ w e—iwt 0 &0 e—iwt i(—w e-i—iwt
g(t):/o g(\}% dw+/_ g(\}% dw:/o 9(w) :;2%( e

puede escribirse como

g(t) = e (\/12? /0 h 2§(w)e_i”tdw> — %e(G(1)). (1.34)

Esta funcion G(t), llamada representacion compleja de g(t), se caracteriza porque
su transformada de Fourier @(w) en frecuencias es nula si w < 0 y cumple que
2G(w) = G(w) si w > 0. La expresion (1.34) generaliza entonces la (1.11) que
habiamos usado en el caso monocromatico.

Definamos ahora la frecuencia media de la funciéon g como

_l OOCUACUQW con ZOOAWZ(.U
@ =g | wlbwPd, u= [Tk 03)

Usando conocimientos de estadistica elemental, sabemos que una medida de la
concentracion de las frecuencias de los armoénicos de g alrededor de esa frecuencia
media (w) es la dispersion cuadrdtica media Aw de g(t), obtenida como:

to= [ [ (o= @) 16@Pay " (1.36)

Si Aw < (w) diremos que la funcion g(t) es cuasimonocromdtica. Desarrollando
(w — (w))? en (1.36) y agrupando términos es sencillo comprobar que Aw también
puede evaluarse como

1 [ 1/2
Aw = [u/ WG (w) 2 — <w>2] = SN W2, (1.37)
0
donde (w?) es el valor medio del cuadrado de la frecuencia. Cualitativamente, la
funcion g(t) sera la superposicion de armonicos con frecuencias concentradas en
el intervalo ({(w) — Aw, (w) + Aw). A la cantidad 2Aw la llamaremos anchura en
frecuencias o ancho de banda.
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1.4. MODOS NORMALES DE RADIACION

1.4. MODOS NORMALES DE RADIACION

§ 1. Consideremos ahora una onda EM libre genérica con potencial
vector A(r,t). Por conveniencia matemética trabajaremos con su representacion
compleja A(r,t), que cumple que A(r,t) = Re (A(r, t)) v que, de acuerdo con el
parrafo que sigue a (1.34), esta definida como

- {QA(r,w) siow>0 (1.38)

A =
(r,w) 0 si w<0.

Aun siendo complejo, la representacion compleja A(r,t) del potencial vector
también obedece las ecuaciones de Maxwell en el vacio, ya que es una mera
“reordenacion” de A(r,t) a través de su transformada de Fourier.

De acuerdo con los resultados basicos del analisis de Fourier, podemos escribir

Ak, )T ~ A(r,t)e kT
A(r,t) = ———— d°’k ; Ak, t) = —d 1.39
)= [ B ko con Al = [ BEIC (139

y puesto que la transformada de Fourier de V - A(r, 1) es ik- A (k, t), las ecuaciones
(1.10) resultan ser (en el espacio de posiciones y su reciproco)

V-Art)=0 = k-Akt)=0

~ (1.40)
: 10° _ 22k Ak, t) _
<V Sz ) A =0 = kPAK )+ 7= =0

Asi, la condicién de transversalidad se traduce en que A(k, t) es perpendicular
al vector de onda k [primera ecuacion (1.40)] mientras que la ecuacién de onda

|[segunda ecuacion (1.40)] se reduce a que A(k,t) siga un movimiento oscilatorio
armonico simple de frecuencia wy, = c|k]|.

Su solucién general es A(k,t) = A(k)exp(—iwgt) ya que la otra posible
solucion, A(k,t) = A(k)exp(+iwgt), es incompatible con la definicion (1.38).
Sustituyendo en (1.39) y recordando que A(r,t) = f)‘ie(A(r,t)),

oAk ctr-<10) o=l
Alr,t) :/ =75 d’k con (1.41)
R® (2m)* A) k=0

Por tanto, A(r,t) es igual a la suma (continua, a través de una integral) de
potenciales vectores correspondientes a ondas planas. El anélisis de Fourier nos ha
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Fisica Cuintica I. TEORIA CLASICA DE LA RADIACION

permitido llegar asi a un resultado basico del electromagnetismo clasico: toda onda
electromagnética libre se puede escribir de manera dnica como una superposicion
de ondas planas, que son asi las soluciones bdsicas a las ecuaciones de Maxwell
en el vacio. A cada una de las ondas planas que entran en la descomposicién
de Fourier (1.41) se la llama modo normal de radiacion o simplemente modo de
radiacion. Cada modo de vector de onda k esta caracterizado por su frecuencia
wyk vy por la amplitud compleja A (k) que, por la condiciéon de transversalidad, es
perpendicular a k.

§ 2. Puede demostrarse (es algo técnico) que la energia y el momento lineal
totales almacenados en el campo EM son

2| A(k)[2 20 A (k)2
UEM(t)Z/ eowk’2( ) @’k ; Prum(t) :/ Wukdgk (1.42)
R3 R3 C

donde ux = k/|k|. Por tanto, vemos que Ugm(t) y Prm(t) son constantes en el
tiempo, como era de esperar de los principios de conservacién de la energia y del
momento lineal. Recordando las igualdades (1.22) concluimos que la energia y
el momento lineal total de una onda EM libre son iguales a la suma de
las energias y los momentos de los modos que la constituyen. Ademés,
cada contribucién de vector de onda k a la energia electromagnética total tiene la
forma tipica de un oscilador armoénico de frecuencia wy, y amplitud |A(k)|. Esta
asociacion formal justifica plenamente el término modo de radiacidn que estamos
usando.

§ 3. La descomposicién en modos normales permite definir diferentes funciones
que son muy futiles en el andlisis pormenorizado de la energia EM. La mas
inmediata es la llamada densidad de energia en el espacio reciproco

€0 wi [A (k)|
2

ya que, tal y como se infiere de (1.42), epn(k)d®k es la energia EM almacenada
en los modos cuyo vector de onda estd dentro de un entorno del espacio reciproco
de volumen d3k centrado en k. Esta densidad tiene asi un caracter equivalente al
de upnm(r,t) en el espacio real aunque, como es inmediato comprobar, egp(k) v
upM(r, t) no estdn relacionadas entre si a través de una transformada de Fourier.

epm(k) = (1.43)

§ 4. Usando A(k,t) = A(k)exp(—iwgt), DA (K, t)/0t = —iw, A (k) exp(—iwyt)
y el teorema de Parseval, la energfa del campo EM puede reescribirse como

OA(r,t)

ot

2
Uy = 2 &r. (1.44)
2 R3
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1.5. INTERFERENCIA ENTRE ONDAS ELECTROMAGNETICAS

El integrando de (1.44) no es en general la densidad de energia que ya conocemos.
Sin embargo la diferencia entre una y otra integrada sobre todo el espacio no
contribuye al valor neto de Ugy1. Esto nos permite expresar la densidad de energia
en términos del potencial vector complejo A(r,t):

OA(r,t) |?

ot

€0

5 : (1.45)

UEM (I‘, t) =

con la ventaja de que, aplicada a una onda monocromatica A(r,t) =
A(r) exp(—iwt), nos da directamente el valor promediado temporalmente.

1.5. INTERFERENCIA ENTRE ONDAS ELECTROMAGNETICAS

§ 1. Consideremos dos ondas EM que coinciden en una zona del espacio y cuyos
potenciales vector complejos son A (r,t) y As(r,t) . El principio de superposicion
dice que el potencial vector de la radiacién resultante sera

A(r,t) = Ai(r,t) + Aa(r,t).

Ahora bien, tal aditividad no se aplica a la densidad de energia puesto que ésta
depende cuadraticamente del campo EM. Asi, aplicando (1.45),

2 2

_ €0 8A(I‘, t) - €0 8A1 (I‘,t) 8A2(I‘,t)
) =5 1= T2 T T a
y, desarrollando el cuadrado del médulo,
0A7(r,t) O0As(r,t
upMm(r,t) = upm (r,t) + upwm2(r,t) + eoRe ( 18(15 ). 28(t )> . (1.46)

§ 2. Supongamos ahora que las ondas 1 y 2 son monocromaticas con distintas
frecuencias w; y wz. Como para cada onda monocroméatica se tiene que

8Ai(r, t)
ot

€0
2

2 2
—iw; €owy;
Ai(r,t) = Ai(r)e ™" = upm(r) = = 02 |A;(r)> (1.47)

la densidad total de energia (1.46) sera

UEM(I‘,t) = UEN171(I') + UEM,Z(I') + egwiwaiRe (AT (I‘) . AQ(r)ei(wl_‘”)t) . (1.48)
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El tercer término es una funciéon armonica de frecuencia wi; — we cuyo promedio
temporal es cero. Por tanto en la superposicion de ondas monocromdticas de
diferentes frecuencias las densidades efectivas de energia son aditivas.

Sin embargo, si w1 = we = w tendremos que ugpm(r,t) no depende del tiempo
y que el ultimo término de (1.48) ya no va a ser en promedio cero:

UEM(I') = UEM,l(r) + UEMQ(I') + 60w2 Re (AT (I‘) . AQ(I‘)). (1.49)

Al superponerse ondas de igual frecuencia aparecen entonces fenémenos de
interferencia, que se traducen en la no aditividad de las densidades efectivas de
energia EM. Dicha interferencia se dird constructiva en un punto r si se cumple
que Re (Aik(r) . Ag(r)) > 0 y destructiva en caso contrario. Puesto que la energia
total debe ser igual a la suma de las energias totales de las ondas EM 1 y 2, la
interferencia puede verse como una redistribuciéon de la energia electromagnética,
que tiende a concentrarse en las zonas en la que la interferencia es constructiva
a expensas de las regiones en las que es destructiva. La importante igualdad
(1.49) permite analizar la interferencia entre dos ondas monocromaticas de igual
frecuencia simplemente estudiando el producto escalar de los vectores complejos

Aj(r) y Ax(r).

1.6. DIFRACCION DE UNA ONDA ELECTROMAGNETICA

§ 1. Otro fenémeno caracteristico de las ondas EM (y de todas las ondas) es la
difraccion, entendida como el cambio que sufre una onda EM al incidir sobre un
objeto (que puede ser desde una pequena esfera hasta una pared opaca con una
abertura que si permite el paso de la radiacion).

El tratamiento completo del fendémeno exige conocer como responde el objeto a
la radiacion y obtener el correspondiente campo EM inducido. Alternativamente,
si conocemos o presuponemos el comportamiento del campo EM en la interfase
entre el objeto y el vacio (condiciones de contorno) podremos enfocar el problema
desde un punto de vista macroscopico. A pesar de esta simplificacién, la resolucién
de una ecuacién con condiciones de contorno constituye un problema matemético
en muchos casos formidable, que se ve complicado ademés por el caracter vectorial
del campo EM. En particular, si la radiacién incidente es monocromética y
suponemos que el esparcimiento” de la onda en la region interfacial preserva tanto

7 También se usa el término dispersion, aunque esa palabra tiene muchos posibles significados. En
inglés, la palabra que se utiliza es scattering.
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1.6. DIFRACCION DE UNA ONDA ELECTROMAGNETICA

el monocromatismo como la frecuencia de la onda,® el potencial vector complejo
total A(r,t) = A(r)exp(—iwt) satisfara fuera del objeto las ecuaciones (1.14)
para el potencial vector en ausencia de fuentes.

Podemos, sin embargo, hacer un anélisis mucho méas simple. A tal fin
imaginemos una onda plana de frecuencia w que se propaga en la direccion OY
procedente desde y = —o0

by i 2
Aj(r,t) = Aoelkye_lwt con k = ; _v
c

) (1.50)
donde Ag es perpendicular a la direccién de propagacion u,. Dicha onda incide
perpendicularmente sobre una fina lamina situada en el plano X Z que es opaca a
la radiacién pero que tiene una abertura de tamano infinitesimal situada en r = 0
con area d°r’ (vea la FIG. 1-2). De acuerdo con el principio de Huygens-Fresnel
esa pequena abertura actia como la fuente de una onda esférica cuya expresion
genérica es
Aoeikr

dA(r)e ! = BE———e Wiy (1.51)
T

donde B es un factor adimensional que indicaremos un poco maés adelante.

Supongamos ahora que la lamina tiene una abertura S (de forma genérica)
cuyo centro geométrico situaremos en r = 0. De acuerdo con el principio de
superposicién, el campo EM total en la regién y > 0 serd la suma de los campos
emitidos desde los elementos diferenciales en los que podemos dividir §. Teniendo
en cuenta que ahora cada uno de los elementos diferenciales esta situado en r’, la
radiacion total difractada serd la suma sobre esos elementos diferenciales
iklr—r’|

e

A(r)e @t = ﬁszoei‘”t/ d*r’ (1.52)

s |r—1'|

Sin embargo puede probarse que esta expresion solo es valida (es decir, obedece
las ecuaciones de Maxwell) si el punto r estd muy cerca del eje OY (r ~ ru, 6
0 ~ /2 en la FIG. 1-2) y si la distancia desde el punto r a la abertura es mucho
mayor que A. En caso contrario la expresion del campo difractado serd mucho més
complicada.

En el limite de abertura infinitamente grande, S — R?, la radiacién atravesara
la abertura sin verse perturbada. El campo (1.52) deberd tender entonces en

8 En esencia, estamos diciendo que la interaccién entre la onda y el objeto es similar a una colisiéon
eléstica.
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