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Capitulo 2

Estatica de fluidos

Problema 2.1. Atmosfera isoterma

Determinar la variacion con la altura de la presién y la densidad en una
atmosfera isoterma a temperatura T = 288 K, suponiendo que la presion en
la superficie del terreno es pg = 1,013 x 10> Nm~2.

Soluciéon

Aplicando la ecuacion (B.2.10) (con U = gz; eje z con sentido positivo hacia arriba)
y utilizando la ecuacién de estado de los gases perfectos, resulta

dr _ g g P
- pg = gRT' (2.1.1)

Integrando desde z = 0 hasta una altura genérica z,
p z
J dp _ _ J 94,
ro P 0o RT

z
p = Poexp [_g_] )

se obtiene

RT
y teniendo en cuenta la ecuaciéon de estado,

_ Po _9z
p_RTeXp< RT)'

33
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Sustituyendo valores, resulta

p=1,013x10%exp(—1,19 x 1074z), p =1,226 exp(—1,19 x 107%2)

(penNm=2, penkgm3yzenm).

Problema 2.2. Rotacion de un tubo en U que contiene dos liquidos
inmiscibles

El tubo en U de la figura, abierto en los dos extremos, se encuentra inicial-
mente en reposo y lleno de agua hasta una altura H = 12 cm (situaciéon
representada en la figura).

b

—
=

A continuacion se afiade a una de las ramas (la que aparece a la derecha
en la figura) una columna de aceite de densidad p,c = 800 kg m~3, de altura
Az =5 cm. Se despreciaran los efectos de tension superficial y se supondra
que el radio del tubo es pequeno frente a las restantes longitudes indicadas.

a) Determinar la altura que alcanzara la superficie libre del liquido en
cada una de las ramas.

A continuacion se hace girar el tubo a una velocidad Q = 5 rad s~! alre-
dedor del eje indicado en la figura (R; = 6 cm, Ry = 12 cm).
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b) Calcular el nuevo nivel que alcanzara el liquido en cada rama.

Explicar qué ocurriria si se aumentase progresivamente el valor de Q a
partir de la situacion descrita en el apartado b).

Soluciéon

a) Sean z; y z» las alturas que alcanza el agua en las ramas de la izquierda y
de la derecha, respectivamente, una vez afnadido el aceite. La conservacion del
volumen de agua requiere que se cumpla

Z1+zp =2H. (2.2.1)

Integrando la ecuacion (B.2.10) de la estatica en el agua,

dp
&= —pu (2.2.2)

entre la superficie libre del agua en la rama de la izquierda (1) y la superficie de
separacion agua-aceite (2), teniendo en cuenta que U = gz, se obtiene

P2 — Pat = pagg(zl - 22). (2.2.3)

Integrando la ecuacion de la estatica en el aceite entre la superficie libre del aceite
en la rama de la derecha y la superficie de separacion agua-aceite, se obtiene

P2 — Pat = PacgAz. (2.2.4)

De las ecuaciones (2.2.3) y (2.2.4) resulta

Z1— 2y = @Az,

Pag

y, teniendo en cuenta la ecuaciéon (2.2.1), se obtiene finalmente

b) El potencial de fuerzas masicas es en este caso

,QZVZ
2

U=gz-
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Integrando de nuevo la ecuacion (2.2.2) entre la superficie libre del agua en la
rama de la izquierda y la superficie de separacion agua-aceite, se obtiene ahora

QZ
P2 = Pat = Pagd (21 = 22) = Pag —~ (R? — R3). (2.2.5)

Integrando la ecuacion de la estatica en el aceite entre la superficie libre del aceite
en la rama de la derecha y la superficie de separacion agua-aceite, se obtiene de
nuevo la ecuacion (2.2.4). De las ecuaciones (2.2.4) y (2.2.5) resulta

Pac -QZ 2 2
z1— 22 = —Az+ — (R — Rj),
! ’ Pag 29 ! g

y teniendo en cuenta la ecuacion (2.2.1), se obtiene finalmente

z1 = 0,133 m,
z> = 0,107 m.

Expliquese qué ocurriria si, a partir de esta situacion de equilibrio, se aumen-
tara progresivamente el valor de Q.

Problema 2.3. Fuerza sobre una compuerta giratoria

La anchura de la compuerta ABCD de la figura es de 2 m, y las restantes
dimensiones son AB = 1 m, BC = 2 m y CD = 1,5 m. La superficie libre del
agua alcanza el nivel indicado en la figura.

sZ

| !
n y
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a) Calcular la resultante de las fuerzas de superficie que ejerce el agua
sobre la compuerta y el momento de dichas fuerzas respecto del eje
A.

b) Calcular el punto de aplicacion de la fuerza resultante sobre cada una
de las caras de la compuerta.

Soluciéon

a) La condiciéon de equilibrio estatico en el fluido es
dp/dh = pg, (2.3.1)

siendo h la profundidad desde la superficie libre del agua.! Al ser el fluido de
densidad constante, integrando se obtiene la distribucion de presion

P = Pa + pgh,

donde py; es la presion atmosférica. La fuerza que se ejerce sobre la superficie
de la compuerta en contacto con el agua es

F, = J —pn, dS = J —(Pat + pgh)n, dS,
ABCD ABCD

siendo n; el vector unitario normal a la superficie de la compuerta, con sentido
positivo desde la compuerta hacia el agua. Sobre la superficie exterior de la com-
puerta, en contacto con el aire, actiia la presion atmosférica, por lo que la fuerza
que se ejerce sobre ella es

Fr = J —Parnp dS,
ABCD

siendo n; el vector unitario normal a la superficie de la compuerta, con sentido
positivo desde la compuerta hacia el aire. Dado que n; = —n, en cada elemento
de superficie de la compuerta, se obtiene que la fuerza total que se ejerce sobre
la compuerta es

F=F, +F, = J —pghm ds. (2.3.2)
ABCD

L En numerosos problemas se utilizara la profundidad, &, con sentido opuesto al de la coordenada
z. Obsérvese el signo diferente en las ecuaciones (2.1.1) y (2.3.1).
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Puede observarse que se obtiene esta misma expresion si solo se considera la
fuerza que se ejerce sobre la superficie de la compuerta en contacto con el agua
(sin tener en cuenta la que se ejerce sobre la superficie en contacto con el aire),
siempre que se utilicen en el calculo presiones manométricas en lugar de presio-
nes absolutas (haciendo, por tanto, p,r = 0). En tal caso, F = F; (ya que F» = 0).
Esto es lo que habitualmente se hard en otros problemas de este tipo, en los
que aparecen liquidos en contacto con so6lidos sometidos exteriormente a una
presion atmosférica uniforme; es decir, se determinara la fuerza que se ejerce
sobre la superficie del solido en contacto con liquidos empleando en el calculo
presiones manométricas. Aunque, en este caso, para obtener la ecuacion (2.3.2)
se ha tenido en cuenta que n; = —n; al tratarse de una compuerta delgada, este
resultado puede generalizarse a cuerpos de forma arbitraria teniendo en cuenta
que la resultante de las fuerzas de presion (por ejemplo, las debidas a la presion
atmosférica) que actian uniformemente sobre una superficie cerrada es nula.

Se tomara un sistema de coordenadas con el eje x coincidente con el eje A
(sentido saliente del papel positivo), el eje v en el plano de la figura, con direccion
horizontal y sentido positivo hacia la derecha, y el eje z en direccion vertical y
sentido positivo hacia arriba. Se va a descomponer la integral de la ecuacion (2.3.2)
en las contribuciones debidas a las tres superficies planas de la compuerta:

1,5
Fup=— Ospghjbdh=—19600j (n1 =j),

0
Fac = —j pg(1,5)(~k)bdy = 58800k  (ny = k),
2

1,5
Fep=—| = pgh(-j)bdh =22050j  (ni=-j),

siendo b la anchura de la compuerta (valores de las fuerzas expresados en N). La
fuerza resultante (expresada en N) es

\F:FAB + Fpe + Fep = 2450 j + 58800 k.

Analogamente pueden obtenerse los momentos respecto del eje A de las fuer-
zas de superficie que se ejercen sobre cada una de las superficies planas (la tinica
componente es segun el eje x):°

15
Mag = pgh(h —0,5)(-i)bdh = -11433 1,
0,5

3

2 En cualquier problema, en las ecuaciones en las que aparezcan valores numéricos de magnitudes
dimensionales, sin indicacion de las unidades en las que estan expresados, se entendera que estas
seran las correspondientes del Sistema Internacional.
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0
Mpc = J pg(1,5)yibdy = —58 800 i,
-2

L5
Mcp = pgh(h —0,5)ibdh =110251i
0

(valores expresados en Nm).

El momento total (expresado en Nm) es

\M = Mg + Mpc + Mcp = —59208 i.

(sentido entrante al papel).

b) Las coordenadas que definen los puntos de corte de las lineas de acciéon de las
fuerzas con las correspondientes superficies planas son las siguientes (la coor-
denada x es siempre la del plano medio de la compuerta, al ser el problema
bidimensional):

M
ZAB = _—Fjlf = -0,5833 m,
M,
YBC = —KBCC =-1m,
M,
ZCD = —?CDD = —0,5 m

(Mg, Fag, ..., denotan los moédulos de los vectores correspondientes).

Es obvio que se podia anticipar el resultado ygc = —1 m, y también, si se han
resuelto anteriormente otros problemas de este tipo, que la linea de acciéon de la
fuerza sobre la cara CD debe estar a una distancia de %C—D desde el punto C. Tam-
bién podria haberse calculado Fpc teniendo en cuenta que su moédulo ha de ser
igual al peso del liquido que existiria por encima de la cara BC hasta la superficie
libre. Asimismo podria haberse utilizado el concepto de prisma de presiones, em-
pleado formulas de momentos de inercia, etc. Aunque obviamente puede elegirse
el procedimiento de resolucion que se considere mas conveniente, la experiencia
demuestra que suelen cometerse menos errores si se utiliza un planteamiento de
tipo mas general y sistematico, como el empleado en este problema.
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Problema 2.4. Distribucion de presion en un liquido en reposo de
densidad no uniforme

La densidad de un liquido contenido en un deposito varia linealmente con
la profundidad, siendo de 1 gcm™3 en la superficie libre y de 1,2 gcm™=3 a
una profundidad de 4 m. El gas situado sobre la superficie libre del liquido
esta a una presion absoluta de 1,2 kgf cm~2. Determinar la presion a una
profundidad de 2 m.

Solucion
La ley de variacion de la densidad en el deposito viene dada por

p = 1000 + 50h (p enkgm3, h (profundidad) en m). (2.4.1)

Integrando la ecuacion (B.2.10) de la estatica (U = gz; z es la coordenada vertical,;
dz = —dh),?
dp _ dp _

una vez introducida la ecuacioén (2.4.1),
2
pth=2)=ph=0) +gJ (1000 + 50h) dh,
0

se obtiene*

p(h=2)=138180 Nm—Z.\

Problema 2.5. Compuerta vertical que separa dos liquidos, uno
de ellos de densidad no uniforme

En la figura se representa una seccion de un tanque de base cuadrada, de 3 m
de lado, abierto a la atmoésfera y dividido mediante una compuerta vertical
en dos depodsitos de iguales dimensiones. La compuerta puede girar sin ro-

3 yéase la nota 1 al pie de la pagina 37.
4Véase la nota 2 al pie de la pagina 38.
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zamiento alrededor del eje O, en el sentido indicado en la figura. El deposito
de laizquierda (1) contiene inicialmente agua hasta una altura Hy; = 2,5 m, y
el de la derecha (2) un liquido de densidad no uniforme, p», hasta una altura
H, = 1,5 m. La variacion de p, con la profundidad h puede aproximarse de
la forma siguiente:

p2> =po=800kgm=3 0<h<0,5,
p2 =po(0,75+h/2), 0,5<h<1,5 (penkgm=3 henm).

a) Determinar la ley de variacion de la presion con la profundidad h en
el liquido contenido en el deposito 2.

b) Calcular la magnitud y el punto de aplicacion de la fuerza ejercida
sobre la compuerta por el liquido del depdsito 2.

A T compuerta
agua /
Hii = i
. . . . H;
Deposito 1 Deposito 2
>
' L\ "
1,5m 0 1,5m

En un instante dado se abre a la atmosfera un orificio de area A = 2 cm?
situado en el fondo del deposito 1.

¢) Determinar la altura H; de la superficie libre del agua en el depo6sito 1
en el instante en que la compuerta comienza a girar. Se supondra que
la velocidad del agua en el deposito 1 es suficientemente pequena, de
forma que puede aplicarse la ecuacion de la estatica.

Solucion
a) Integrando la ecuacion (B.2.10) de la estatica (con U = gz, y tomando h en
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sentido opuesto a la coordenada vertical z, dh = —dz),

dp
dh - ng!

se obtiene, para|0 < h < 0,5,

\p = pogh = 7848 h, (2.5.1)
y,para|0,5 < h < 1,5,
0,5 h
p=| pogdh+ J pog (0,75 + $h) dh,
0 0,5
de donde resulta finalmente
\ p = 490,5 + 5886 h + 1962 h? \ (2.5.2)

(p es presion manométrica, en Nm~2; h en m; se ha tomado g = 9,81 ms2).

b) La fuerza sobre la compuerta debida al liquido del deposito 2 (horizontal y
con sentido hacia la izquierda, evidentemente) es

15
F:J pdS:J pbdh,
Se 0

siendo b la anchura de la compuerta y S, su superficie en contacto con el liquido.
Sustituyendo la distribucion de presion obtenida en el apartado anterior,

0,5 1,5
F = b[ 7848 hdh + b (490,5 + 5886 h + 1962 h?) dh,
0 0,5

e integrando, resulta
F = 28449 N.

El momento de la distribucion de fuerzas debidas a la presion (respecto del
eje que coincide con la linea de contacto entre la superficie libre del agua y la
compuerta, por ejemplo), debe ser igual al momento de la fuerza resultante sobre
la compuerta:

1,5
J phds = JO pbhdh = Fhy, (2.5.3)

siendo h,, la profundidad del punto de aplicaciéon de la fuerza resultante. De la
ecuacion (2.5.3), sustituyendo en ella las ecuaciones (2.5.1) y (2.5.2), se obtiene

b

de donde resulta

0,5 1,5
J 7848 h*dh + [ (490,5 h + 5886 h? + 1962 h3) dh} ,
0 0,5

m =1,018 m.|
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¢) Es facil deducir que la fuerza que ejerce sobre la compuerta el agua contenida
en el deposito 1 es
Fi =bprg %H 7,
estando situada su linea de accién a una altura H; /3 respecto del fondo del depo6-
sito. En el instante en que la compuerta empieza a girar, se igualan los momentos
respecto del eje O de las fuerzas que se ejercen sobre ambas caras de la com-
puerta:
F(Hz — hm) = bp1g 3H} $Hy,

de donde se obtiene

\Hl = 1,409 m.

Problema 2.6. Equilibrio entre aire, aguay aceite en dos depositos
conectados por una tuberia

En el sistema de la figura, la densidad del aceite contenido en el deposito A
es uniforme e igual a 900 kg m~3 y el deposito B esta abierto a la atmosfera.

C o v Pat
aire 0,9 m -

‘ 1 m aire

DL _1T
I 4m
aceite agua
4 m
3m
| i |

L Deposito A Deposito B J
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Calcular:

a) Las presiones del aire en el depdsito A y en la tuberia que conecta
ambos depositos.

b) La magnitud (por unidad de anchura) y el punto de aplicacion de la
fuerza que se ejerce sobre la compuerta CD indicada en la figura.

Soluciéon

a) Integrando la ecuacion (B.2.10) de la estatica en el agua (con U = gz), entre
las superficies libres en el deposito B y en la tuberia (entre las que existe una
diferencia de cotas Azp = 4 m), resulta

PagdAzp = pr,

de donde se obtiene la presion manométrica del aire en la tuberia,

pr = (1000)(9,81)(4) = 39240 Nm~2.

Analogamente, integrando la ecuacion de la estatica en el aceite, entre las su-
perficies libres en el depodsito A y en la tuberia (entre las que existe una diferencia
de cotas Az, = 1 m), resulta

PA + PacgAza = pr,

de donde se obtiene la presion manométrica del aire en el deposito A,

pa = 39240 — (900)(9,81)(1) = 30411 Nm™2.

b) Se supondra que el problema es bidimensional. La fuerza por unidad de anchu-
ra sobre la compuerta (horizontal y con sentido hacia laizquierda, evidentemente)
es

1
F - J pdn, (2.6.1)
-0,9

siendo h la profundidad desde la superficie libre del aceite en el deposito A.
Se utilizaran presiones manométricas para tener en cuenta la fuerza debida a
la presion atmosférica que actiia en la superficie exterior de la compuerta. La
presibon es p = paparah <0y p = pa + pacgh para h > 0, con lo que, de la
ecuacion (2.6.1),

(1)°

0 1
F = J ngA dh + Jo (pa + pacgh)dh = (30411)(1,9) + (900)(9,81)7,



