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1.1. INTRODUCCION

La resolucién de gran ntimero de problemas elésticos se ve facilitada
cuando se utilizan métodos de célculo basados en consideraciones energé-
ticas. En particular, los métodos energéticos de célculo son de gran utilidad
en el calculo de deformaciones y en la determinaciéon de las reacciones en
los vinculos de barras o sistemas de barras hiperestaticos, cuando se
encuentran sometidos a distintos tipos de carga.

Estudiaremos, en primer lugar, los métodos basados en la considera-
cion del trabajo interno de deformacién para, posteriormente, exponer el
principio de los trabajos virtuales, cuya aplicacion es de mayor generalidad
que la de aquéllos y, ademas, no esta sometida a ninguna restriccion.

1.2. TRABAJO DE LAS FUERZAS EXTERIORES

Consideraremos (figura 1.1) un sélido eléastico de forma cualquiera so -
metido a una solicitacién exterior que, para mayor sencillez, supondremos
que consiste en la actuacion de un sistema de cargas mecanicas.

Supondremos que las cargas se aplican estaticamente, de forma que van
creciendo lentamente desde su valor
inicial, nulo, hasta su valor final, por
lo que no se producen aceleraciones
sensibles, no originandose, por tanto,
energia cinética alguna.

Igualmente, supondremos que los
rozamientos en los vinculos o apoyos
son despreciables por lo que, en los
mismos, no se desprende energia en
Figura 1.1 forma de calor.
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En estas condiciones, el trabajo realizado por las fuerzas exteriores, T.,
se utiliza, exclusivamente, en la deformacion del sélido, venciendo sus re-
sistencias mecanicas internas, por lo que se transforma en energia interna
de deformacién, T;, por lo que podemos escribir:

e i [1.1]

Al ser el trabajo de las fuerzas exteriores una magnitud conservativa,
que depende exclusivamente de sus estados inicial y final y no del orden en
que se aplican las cargas, cabe decir, en virtud de [1.1], que la energia inter-
na de deformacion es, asimismo una magnitud conservativa.

Consideraremos, adicionalmente, que el material constitutivo del sélido
cumple la ley de Hooke y que las deformaciones originadas por las cargas no
inciden en la forma de actuar éstas, por lo que la solicitacién exterior origi-
na un régimen elastico de pequenas deformaciones y pequenios desplaza-
mientos, siendo de aplicacién el principio de superposicién de efectos™; de
acuerdo con estas suposiciones, la
energia interna de deformacién re-
cibe el nombre de energia poten-
cial elastica o potencial interno de
deformacién.

Deduciremos la expresién del
trabajo de las fuerzas exteriores que
actian sobre el sélido de la figura
1.1, considerando que sus puntos
de aplicacion experimentan, en su
propia direccién, unos desplaza-
mientos 9, 9,........0, (figura 1.2). Figura 1.2

Como el trabajo T, es una mag-
nitud conservativa supondremos que, todas las fuerzas crecen simultanea-
mente, alcanzando en un momento dado, los valores kP,, kP,....... kP,.

) No ocurre asi en los problemas de inestabilidad y pandeo.
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Ya que se cumple la ley de Hooke, los despla-
P zamientos habran alcanzado los valores ko,
P ko,....... kd,, siendo proporcionales a las cargas apli-

cadas como se representa para la carga P; en la
> 5 figura 1.3.

ks, o
b Cuando la carga P; y el desplazamiento de su
Figura 1.3 punto de aplicacién §; alcanzan sus valores finales,
el trabajo desarrollado es Pj(Sj ; considerando

todas las cargas, el trabajo de las fuerzas exteriores es: 2
T —liP 0 [1.2]
) “ i :

La féormula [1.2] es la expresiéon del teorema de Clapeyron, que puede
enunciarse como sigue:

«Cuando sobre un sélido elastico acttia un sistema de fuerzas exteriores,
el trabajo desarrollado por las mismas es igual a la semisuma de los pro-
ductos de sus valores por los de los desplazamientos de sus puntos de apli-
cacion medidos en su propia direccién, siendo dicho trabajo independien-
te del orden en que se aplican las cargas»®.

Al estar relacionados linealmente esfuerzos y desplazamientos, el traba-
jo de las fuerzas exteriores se puede escribir como funcién cuadratica de
unos u otros.

Si los apoyos o vinculos son imperfectos, sufriendo desplazamientos
elasticos, se afladen términos a la expresion [1.2], en los que el esfuerzo es
la reaccién en el vinculo.

Cuando alguna de las cargas exteriores sea un par, M, el término corres-
. . M .
pondiente en la ecuaciéon [1.2] sera T(p’ donde ¢ es el angulo girado por el

punto de aplicacion del par, medido en la direccion de este tltimo.
) Los valores de fuerzas y desplazamientos son los valores finales.
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