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TEMA I

REPASO, NOTACIONES Y TERMINOLOGIA.
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AMPLIACION DE CALCULO

Introduccion. Guion—esquema del tema I.

Este primer tema consta de dos bloques. En el primero, se revisan las notaciones y los
conceptos basicos de las matemadticas, con el fin, no solo de ayudar al estudiante a recordar
esas nociones, sino con el dnimo de fijar una notacién y una terminologia, que puede
variar de uno a otro manual. El segundo bloque presenta un revisién del los conceptos
elementales del calculo infinitesimal estudiados en cursos anteriores (funciones, limites,
derivadas, integrales, series, etc.)

En sentido estricto, los contenidos de este primer tema son anteriores a los correspon-
dientes a Ampliacion de Cdlculo, pero, aunque el tiempo que lleve estudiarlo no deberia
incluirse en las 150 horas que se deben dedicar a la asignatura, es muy recomendable
estudiar el Tema 1 antes de seguir con el resto de los temas.

Objetivos del Tema 1.

= Que el estudiante revise los conceptos matemdticos mds elementales.

= Que el estudiante interiorice las notaciones y la terminologia que se van a utilizar en
el resto del libro.

= Promover la reflexién sobre los conceptos de cdlculo infinitesimal estudiados en
afios anteriores, para que, contemplandolos a cierta distancia, sin preocuparse de las
demostraciones detalladas, se llegue a asimilar su sentido profundo.

= Introducir unos cuantos conceptos muy bdsicos que no siempre se incluyen en los
cursos elementales (por ejemplo, las funciones escalonadas).
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REPASO, NOTACIONES Y TERMINOLOGIA.

Guion — esquema del Tema 1. Palabras clave.

Operaciones. Orden. Familias
Producto cartesiano

Conjuntos
y nimeros

Conjuntos numéricos
00, —00, +00

Notaciones y
conceptos basicos

Sucesiones
Limites.

R™ y matrices L1m1tes de funciones
Funclones escalonadas '

> Deriva@

Repaso y
complementos
de Célculo

Funciones

Integrales

Series absolutamente convergentes

Series de potencias
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AMPLIACION DE CALCULO

1. NOTACIONES Y CONCEPTOS BASICOS.
1.1. Conjuntos.

La expresion b € A, significa que b pertenece a A, es decir, que b es un elemento de
A. El simbolo tachado, ¢, significa «no pertenece». Este criterio de «tachar para negar»
se extiende al resto de los simbolos que veremos para denotar relaciones. No hay que
complicarse la vida intentando definir qué es un conjunto y qué es un elemento. Més bien,
hay que pensar que la relacién de pertenencia, «€», es el concepto basico. El conjunto que
no tiene elementos se llama conjunto vacio, (). Solo hay un conjunto vacio.

Las /laves, {...}, determinan conjuntos. Los elementos se pueden enumerar o deter-
minar por una condicién. En el segundo caso, hay que referir la condicién a un conjunto
prefijado.

Ejemplo1. = b€ {a,b}, a€{a}, {a,b} ={b,a}.
= {z € {a,b,u}: x estd denotado por una vocal} = {a, u}

» A = {B : B tiene mds de un elemento} no estd bien formado, porque no se fija el
conjunto al que se refiere la condicién. l

Se dice que A es un subconjunto de B, escrito como A C B, o también, como A C B,
si todos los elementos de A son elementos de B. Cuando se fija mentalmente un conjunto,
se suelen emplear las letras mayusculas para denotarlo a €l y a sus subconjuntos, mientras
que las minudsculas se emplean para los elementos de ese conjunto fijado.

Ejemplo 2. {a,b} C {a,b,c}, {a} C {a,b},a € {a,b}, 0 C A ACA N

1.2. Orden en un conjunto.

El simbolo «<» se lee «menor que» 0 «estrictamente menor que», concepto que se
caracteriza por dos propiedades bdsicas: i) ningtin elemento es estrictamente menor que si
mismo, ii) si un elemento es menor que otro y éste es menor que un tercero, entonces el
primero es menor que el tercero.

Decimos que un orden es fotal en el conjunto dado, cuando cualesquiera dos de sus
elementos estdn relacionados (uno es menor que el otro); en otro caso, se dice que el orden
es parcial. En estas notas, al hablar de orden, nos referiremos a un orden total, salvo que
se indique lo contrario.
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REPASO, NOTACIONES Y TERMINOLOGIA.

El simbolo «<» se lee «menor o igual que», y significa precisamente eso.

Ejemplos: Las palabras estan totalmente ordenadas alfabéticamente. La relacion «ser
descendiente de» es de orden parcial entre las personas de un pais.

1.3. Conjuntos de nimeros.

LOS NUMEROS NATURALES, N: 0,1,2,3...

= Sumar; multiplicar; orden (0 < 1 <2 < 3...).

= La resta y la divisién son operaciones parciales: Solo se puede restar o dividir dos
naturales para obtener otro natural en ciertos casos. Ejemplo: 3 — 4 no es un nimero
natural.

= Un conjunto A es infinito si tiene infinitos elementos, es decir, si a cada nimero natural
se le puede asignar un elemento diferente de A. Los conjuntos que no son infinitos se
denominan finitos.

= Un conjunto es numerable si a cada uno de sus elementos se le puede asignar un ni-
mero natural diferente, es decir, si se pueden enumerar sus elementos. Obviamente,
N es infinito numerable. A veces, se reserva la palabra numerable para los infinitos
numerables.

LOoS NUMEROS ENTEROS, Z: 0,—1,1,—-2,2,-3,3, ...

= Sumar; restar; multiplicar; orden (... < -2 < -1 <0< 1<2...).

» N C Z. Ladivision de enteros es solo una operacion parcial. Por ejemplo, 3/2 no es un
ndmero entero.

= 7 es un conjunto numerable (aunque los enteros se enumeran en un orden diferente del
suyo: 0, —1,1,—-2,2,-3,3,...).

L0OS NUMEROS RACIONALES, Q. Los que se pueden expresar como el cociente de dos
enteros, p/q, conq #0.N C Z C Q.

= Sumar; restar; multiplicar; dividir; orden (cuerpo ordenado). Es cuerpo, porque dentro
de €l se puede sumar, restar, multiplicar y dividir, salvo entre 0, con las propiedades que
conocemos; es cuerpo ordenado porque, ademds, tiene un orden total compatible con
sus operaciones (a + ¢ < b+ c siempre que a < b; ab > 0, siempre que a > 0,b > 0).
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AMPLIACION DE CALCULO

= QQ es un conjunto numerable (aunque los racionales se enumeran en un orden diferente
del suyo).

= En forma decimal, los ndmeros racionales son los que se expresan mediante un desa-
rrollo periédico (puro o mixto). Ejemplos:

—Z=-03, —=213,5=50=4.9, — =0.34 =0.343,

— 2.5 = 2.50.
3 " 30 99 5 =250

Do | Ot

L0os NUMEROS REALES, R: corresponden a todos los posibles desarrollos decimales, es
decir, tienen un ndmero entero como parte entera y cualquier secuencia de los digitos
0,...,9 como parte decimal. El conjunto R de los ntimeros reales se visualiza como una
recta; de hecho, se le suele denominar recta real y a los nimeros reales, puntos de la recta.
NCcZcQcCR

Sumar; restar; multiplicar; dividir; orden (cuerpo ordenado).
Se suele denotar: Ry = {z e R: 2 > 0},R_ ={z € R: 2 <0}.

Los nimeros reales que no son racionales se llaman irracionales.

Ejemplo de ndmero irracional (cualquiera cuyo desarrollo decimal no tenga parte periddi-
ca): 1.01001000100001000001 - - -

R no es un conjunto numerable.

Intervalo cerrado: [a,b] = {x € R : a < z < b}. Intervalo abierto: (a,b) = {x € R :
a < x < b}. También se puede poner |a, b| para el intervalo abierto, pero se emplea poco.

Se definen de manera evidente los intervalos abiertos por un extremo y cerrados por el otro
la,b] = (a,b], [a,b]= [a,b).

Aproximacion de niimeros reales: Cualquier intervalo abierto de R contiene infinitos
irracionales e infinitos racionales.

Supremo e infimo: Un elemento ¢ de un conjunto ordenado E' es una cota superior de un
subconjunto A C E'si ¢ > a para todo a € A. Decimos que d € E es una cota inferior
de A C E'sid < aparatodo a € A. La menor de las cotas superiores de A se denomina
supremo de A 'y se denota por sup A. La mayor de las cotas inferiores de A se denomina
infimo de A 'y se denota por inf A.

Completitud del orden de R: Todo subconjunto de R que tenga cota superior, tiene supre-
mo; todo subconjunto de R que tenga cota inferior, tiene infimo.

Observemos que Q no es completo (ésta, junto con la numerabilidad de Q, son las princi-
pales diferencias entre R y Q).
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REPASO, NOTACIONES Y TERMINOLOGIA.

Ejemplo 3. El conjunto A = {1,1.01,1.01001, 1.010010001, . .. }, que estd formado por
infinitos racionales, tiene cotas superiores (por ejemplo, 2), pero no tiene supremo en Q.
El supremo de A en R es el irracional sup A = 1.01001000100001 . ..

Si se quiere ser mds riguroso, el conjunto A = {ay, ag, ... } se puede definir por induccion:

_ k(k+1) . L. L, . .
ar = l,ap = ap_1 + 10 2, para k > 1, es decir, el término k-ésimo se obtiene

afiadiendo al desarrollo del término anterior £k — 1 ceros y ununo. W

1.4. Funciones y familias.

Una funcion o aplicacion f: X Y es una regla que asigna a cada elemento de su
dominio, que es un cierto subconjunto dom f del conjunto inicial X, un solo elemento del
conjunto final Y (si permitimos que asigne mds de uno, la denominamos multifuncion).
Cuando escribamos f: X — Y,envezde f: X — Y, queremos sefialar que el dominio
de f es todo X, o sea, dom f = X. La imagen de un subconjunto A C X mediante
una funcién f: X — Y es el subconjunto de Y dado por f(A) = {y € Y : y =
f(x), paraalginz € A Ndom f}. La imagen, f(X), del dominio de f se denomina
recorrido de f.

Reciprocamente, la imagen inversa de un subconjunto B C Y es el subconjunto de
X dado por f~1(B) = {x € dom f: f(x) € B}. Observemos que, en general, f~! no
es una funcién de Y »— X (es una multifuncién); cuando f~': Y - X es una funcién,
decimos f es inyectiva. Si, ademds, f(X) = Y, entonces se dice que f es biyectiva, en
cuyo caso, obviamente f~: Y — X también es biyectiva.

Cuando no se indica explicitamente el dominio, se entiende que es el mayor subcon-
junto del conjunto inicial para el que la expresion tiene sentido.

Cuando no se considera en el conjunto inicial / de una funcién f: I — X ninguna
estructura, las funciones se suelen denominar familias y, en lugar de escribir a(j), se suele
poner a; para j € I. El concepto de familia es similar al de conjunto, salvo que los ele-
mentos de la familia estdn indexados (etiquetados, podriamos decir) respecto del conjunto
de indices /. Si (a;);es es una familia de elementos de un cierto conjunto A, con indices
en el conjunto [ y J C I, entonces (a;);jes es una subfamilia de (a;)jer.

Ejemplo 4. Si A, es el conjunto de las personas que miden mds de x centimetros, enton-
ces (Az),cpr €s una familia de conjuntos de personas y (A, ),y €s una subfamilia de la
anterior. W

» Cuando el conjunto de indices es I = {1,2}, la familia se denomina par ordenado y se
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AMPLIACION DE CALCULO

denota por (a1, az2). Desgraciadamente la notacién coincide con la del intervalo abierto;
se distingue por el contexto. Observe la diferencia entre conjunto de dos elementos 'y par
ordenado: mientras que {a,b} = {b,a}, tenemos (a,b) # (b,a), siempre que a # b.
Ademis, {a,a} = {a}, mientras que (a,a) # {a}.

De forma mds general, cuando el conjunto de indices es I = {1,2...,n}, la familia se de-
nomina n-tupla ordenada: por ejemplo (a1, az, a3), es una terna ordenada, (a1, az, as, ay)
es una cuaterna ordenada, etc.

1.5. Producto cartesiano.

El conjunto cuyos elementos son los pares ordenados (a1, az) con a; € Ay, ay € As
es el producto cartesiano A1 x As. El producto cartesiano de un conjunto por si mismo se
denota por A2 = A x A. Analogamente, con mds factores, asi A; x Ay x Aj es el conjunto
formado por las ternas de la forma (a1, ag,as) con a; € Ay,as € Az a3 € Az 0, conn
factores, A™ = A x --- x A, es el conjunto formado por las n-tiplas (a1, ag, ..., a,), con
ai,as,-..,a, € A. Una n—tupla no es mas que una ristra de n nimeros.

Ejemplo 5. = {a,b} x{a,b,c} ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(bb),(bc)}.
» R = {(z,y,2):2,y,2 € R}.
v [1,5] x [-2,7)={(z,y) eR?*: 1 <2 <5 -2<y<Th

o [1,5)3 ={(z,y,2) eER3:1<2<51<y<51<z<5}. N

1.6. Operaciones con familias.

Las operaciones (ya sean de conjuntos o de nimeros), definidas inicialmente para dos
objetos, frecuentemente se pueden extender a familias mayores:

= UNION de una familia de conjuntos, U;c1A;, es el conjunto formado por los elementos
que pertenecen a alguno de los conjuntos A;. Por supuesto, cuando se unen dos conjuntos
se pone AU B, sisontres AU B U C, etc.

= INTERSECCION de una familia de conjuntos, N;crA;, es el conjunto formado por los
elementos que pertenecen a todos los conjuntos A;. La interseccién de dos conjuntos se
denota por AN B, lade tres por AN BN C, etc.
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REPASO, NOTACIONES Y TERMINOLOGIA.

Figura 1. Suma de los términos de un progresion aritmética.

= COMPLEMENTARIO RELATIVO de B EN A, denotado A\ B: es el conjunto formado por
los elementos de A que no pertenecen a B. Cuando el conjunto A se da por sobreenten-
didoy B C A, se puede escribir B® en vezde A \ B.

Cuando A, B C R, se suele denotar por A — B alconjunto A— B={a—b:ac Abc
B}, ino se debe confundir con A \ B!

Por ejemplo: {1,2,5}\ {1,2} = {5}, mientras que {1,2,5} — {1,2} = {0, -1, 1,4, 3}.

La suma de los elementos de una familia de nimeros, con un conjunto de indices I finito,

se denota por ) ;_;a;. En particular, si I = {1,2,...,m}, la suma se escribe como
m . L m _

Y iti @i = ai + -+ ap. Parael producto: [[;c;a; = [[[2) an = a1a2 - - - am,.

Ejemplo 6. Veamos algunas expresiones con sumatorios que debemos conocer:

= S5 — o+ 1).

El primero mas el dltimo
dos

Sia; = ag + kj, entonces Zj L0

x n° de sumandos

Suma progresion aritmética:

oy — bjo—bji+1

Si b; = bor’, con r # 1, entonces imio i = 7

El primero menos el siguiente del dltimo

Suma progresion geométrica: y
uno menos la razén

m! = [[L, j, factorial de m € N. También se define 0! = 1.

L m! = H;n:mfkﬂj Niumero combinatorio
k El(m — k)! k! ’ )
m
= (a+b)" Z ( >akbm_k. Binomio de Newton. 1
k=0
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AMPLIACION DE CALCULO

Figura 2. Interpretacion geométrica del binomio de Newton para a,b > 0, n = 2, 3.

1.7. Sucesiones.

Una sucesion en un conjunto X, o sucesiéon de puntos de X, es un tipo particular
de funcién, b : N — X, con dominio infinito. Aqui X puede ser cualquier conjunto: si
X = R, tendremos una sucesién de nimeros reales, si X = R?, tendremos una sucesién
de puntos del espacio, si X estd formado por rectas, tendremos una sucesion de rectas, etc.

Se suele emplear la letra n para denotar al indice o variable de una sucesion, pero
nosotros procuraremos evitarlo cuando pueda crear confusion, porque la letra n se suele
reservar para la dimension del espacio ambiente.

Para referirnos a las sucesiones, podemos emplear la notacién tipica de las funciones,
por ejemplo, b(k) = 3k + 1 o la notacién de subindice o superindice, por ejemplo by, =
3k + 1, 0 b¥ = 3k + 1 (esta tltima la emplearemos poco, porque se puede confundir con
una potencia, pero en otras asignaturas serd frecuente). Se trata de la misma sucesion en
los tres casos. Hay que acostumbrarse a las tres notaciones, incluso combinadas en una
sola expresidon. Como el resto de las funciones, lo méds correcto es denotar a las sucesiones
con una letra, aunque muy frecuentemente, como también ocurre con las funciones, se
hace referencia a la variable. Por ejemplo, se deberia poner «la sucesion b», «la funcién
f», pero se admite «la sucesion by», «la funcién f(xz)».

La restriccion de una sucesién b : N — X a un subconjunto infinito de N se denomina
subsucesion de b. Por ejemplo, si b : N — X es una sucesién y denotamos por P C N
al subconjunto de los nimeros pares, entonces b|p es la subsucesion de b formada por los
términos de indice par. Normalmente, relajando un poco la notacidén, se pone «la sucesién
br», «la subsucesion by ».

Una sucesion (bj);cr de un conjunto ordenado es creciente si b; < bji1 para todo
J € I. Andlogamente, (b;);cr es decreciente, si bj > bj, 1 paratodo j € I.Las sucesiones

28



	Libro_AC_completo_10junio25_durand_peran.pdf
	Repaso, notaciones y terminología.
	Introducción. Guion–esquema del tema I.
	Notaciones y conceptos básicos.
	Conjuntos.
	Orden en un conjunto.
	Conjuntos de números.
	Funciones y familias.
	Producto cartesiano.
	Operaciones con familias.
	Sucesiones.






