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INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Esta primera unidad didactica presenta una introduccion al calculo y disefio de los distintos
elementos que componen las maquinas mecanicas, y constituye el fundamento sobre el que
se asentara posteriormente el calculo resistente de los distintos elementos.

El objetivo fundamental consiste en establecer un modelo tedrico que permita predecir
cuando fallara un elemento de maquina. En otras palabras, se trata de proporcionar un método
que permita evaluar la tension mas desfavorable que se presenta en el s6lido, y en funcion de
las caracteristicas tanto del material como del sistema de cargas, conocer el valor maximo
que éste es capaz de soportar.

Para ello, es necesario considerar una serie de aspectos, que se pueden enunciar como ob-
jetivos generales de esta unidad didactica del siguiente modo:

OBJETIVOS GENERALES

UNIDAD DIDACTICA I ;
FUNDAMENTOS DEL DISENO DE MAQUINAS

o Establecer las relaciones fundamentales entre las cargas que actiian sobre
un elemento y las tensiones que en él aparecen.

o Presentar las propiedades mecanicas de los distintos tipos de materiales em-
pleados en la construccion de maquinaria.

o Introducir el procedimiento de cilculo de resistencias, estatica y a fatiga, en
funcion de las caracteristicas tanto de la carga que actiia como del material
del elemento, asi como los criterios de seleccion de las teorias de fallo aplica-
bles en cada caso.
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CONTENIDOS

El contenido de esta unidad didactica se ha dividido en cuatro temas, y cada uno de los
temas en capitulos, hasta un total de diez:

ESQUEMA - RESUMEN

UNIDAD DIDACTICA I )
FUNDAMENTOS DEL DISENO DE MAQUINAS

TEMA 1. Fundamentos del diseiio mecanico
CAPITULO 1.  Seguridad y fiabilidad
CAPITULO 2.  Analisis de tensiones
CAPITULO 3.  Analisis de deformaciones

TEMA 2. Materiales
CAPITULO 4. Propiedades mecanicas de los materiales
CAPITULO 5. Materiales empleados en la construcciéon de maquinaria

TEMA 3. Consideraciones estaticas en el disefio mecanico
CAPITULO 6. Disefio por resistencia estatica
CAPITULO 7. Fractura estatica

TEMA 4. Consideraciones dinamicas en el disefio mecanico
CAPITULO 8.  Disefio por resistencia a la fatiga frente a cargas alternantes
CAPITULO 9.  Disefio por resistencia a la fatiga frente a cargas fluctuantes
CAPITULO 10. Dafio acumulado por fatiga

El primero de los temas trata algunos aspectos fundamentales del disefio, y se compone de
tres capitulos. El capitulo primero presenta los dos enfoques del disefio mecanico: el disefio
por seguridad y el disefio probabilistico, e introduce los conceptos de factor de seguridad y
fiabilidad. En los capitulos segundo y tercero se presentan los andlisis de tensiones y defor-
maciones, respectivamente, en el solido eldstico. No se trata de un estudio detallado, que
corresponderia a la teoria de la elasticidad, sino mas bien de un extracto de los contenidos de
la elasticidad que tienen aplicacion directa en el calculo resistente de elementos de maquina.

El tema segundo estudia las propiedades mecénicas de los materiales empleados en la
construccion de maquinaria, desde el punto de vista de su comportamiento resistente. Puesto
que estos materiales de maquinaria son en su mayoria metales, y fundamentalmente aceros,
los contenidos de este tema tienen mucho que ver con los de la metalotecnia; si bien tampoco
en este caso se trata de un estudio exhaustivo de su comportamiento, sino de establecer las
propiedades caracteristicas de cada material, su variacion con los factores externos y su
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influencia en el comportamiento en servicio. El capitulo cuarto, primero de este tema, pre-
senta la descripcion de las distintas propiedades de los materiales —resistencia, dureza, elas-
ticidad y plasticidad, ductilidad, etc.— de manera, por asi decir, genérica, mientras que en el
quinto se describe cdbmo son cada una de las anteriores propiedades en los distintos metales
y aleaciones utilizados en ingenieria.

El tema tercero introduce el disefio por resistencia estatica. El primero de sus capitulos, el
capitulo 6, estudia las condiciones y criterios de fallo, es decir, de inicio de grieta, mientras
que el capitulo 7 estudia las condiciones de propagacion de la misma. Se introducen algunos
conceptos fundamentales, como el de tension equivalente, segiin cada una de las teorias de
fallo, y se discute la adecuacion de los distintos criterios a las caracteristicas de ductilidad o
fragilidad del material.

El tema cuarto presenta los fundamentos del disefio por fatiga, es decir, del calculo resis-
tente ante cargas o solicitaciones que varian con el tiempo. En el capitulo 8§ se estudia el
comportamiento de los materiales ante cargas alternantes, es decir, cargas que oscilan entre
dos valores iguales y de signo contrario, introduciendo el diagrama de fatiga y los conceptos
de resistencia a la fatiga y limite de fatiga. El capitulo 9 generaliza el estudio anterior al caso
de tension media no nula, y presenta las distintas teorias de variacion de la resistencia a la
fatiga con la tension media, introduciendo el concepto de linea de carga, fundamental para el
calculo del factor de seguridad. El capitulo 10 presenta el comportamiento de materiales so-
metidos a cargas de fatiga después de haber sido sometidos a una carga previa que, sin llegar
a la rotura, haya producido dafio en el material. Este cuarto tema es de fundamental impor-
tancia para el disefio de maquinas, puesto que la mayor parte de los elementos que las com-
ponen estan en movimiento durante el servicio, lo que produce solicitaciones variables, es
decir cargas de fatiga, cuyo criterio de seguridad es, en la inmensa mayoria de los casos,
mucho mas restrictivo que el criterio de seguridad por fallo estatico.

Lo anterior constituye el fundamento del disefio mecéanico, que se habra de aplicar, poste-
riormente, al calculo de los distintos elementos, si bien cada uno de ellos presentara sus pe-
culiaridades. La aplicacion de estos conceptos fundamentales y la presentacion de las pecu-
liaridades de cada elemento sera de lo que traten las siguientes unidades didacticas.

BIBLIOGRAFIA
e B. J. Hamrock, B. Jacobson, S. R. Schmid, Elementos de Maquinas, McGraw—Hill,
Mgéjico, 2000.
e L. Ortiz, Elasticidad, McGraw—Hill, Madrid, 1999.
e L. Ortiz, Resistencia de Materiales, McGraw—Hill, Madrid, 1990.

¢ J. E. Shigley, L. D. Mischke, Diserio en Ingenieria Mecdanica, McGraw—Hill, Méjico,
5% edicion (4° edicion en espafiol), 1990.



TEMA 1

FUNDAMENTOS DEL DISENO MECANICO

En este tema se introducen los dos enfoques fundamentales del disefio meca-
nico: el diserio por seguridad y el diserio probabilistico. Asimismo, se estable-
cen las consideraciones generales sobre los estados de tension y deformacion
producidos en un solido eldstico por un sistema de cargas, que serdn de apli-
cacion directa en el cdlculo resistente de los elementos de maquina.



INTRODUCCION Y OBJETIVOS

El objetivo fundamental de este primer tema consiste en establecer la relacion entre el es-
tado tensional que se produce en un solido elastico y el sistema de cargas externas que actiia
sobre el mismo. Dirigidos a éste, aparecen objetivos parciales que se pueden enunciar como
sigue:

OBJETIVOS

TEMA 1 ;
FUNDAMENTOS DEL DISENO MECANICO

¢ Introducir los conceptos de seguridad, fiabilidad y factor de seguridad esta-
distico.

o Establecer la distincion entre factor de disefio y factor de seguridad, asi como
entre la doble interpretacion del factor de seguridad como factor de carga o
de resistencia.

e Presentar el método de calculo de las tensiones principales en un punto de
un solido elastico.

e Exponer los métodos de calculo de los diagramas de esfuerzos y momentos.

e Obtener las distribuciones de tensiones en las secciones de un sélido elastico
por efecto de las distintas solicitaciones simples, asi como los estados de de-
formacion que cada una origina.

¢ Presentar los métodos energéticos para la resolucion de problemas hiperes-
taticos.
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CONTENIDOS

Este primer tema abarca los capitulos 1 a 3 y trata de presentar un resumen de conceptos
basicos, no especificos del disefio de maquinas, pero que le sirven de fundamento. El capitulo
primero presenta una vision general del disefio mecanico e introduce los conceptos de segu-
ridad y fiabilidad, asi como su formulacion mediante los correspondientes factores o coefi-
cientes. Dentro de lo que es seguridad, es importante la distincion que se establece entre el
factor de disefio y el factor de seguridad propiamente dicho, asi como la doble interpretacion
del factor de seguridad, como factor de aplicacion de la carga o de reduccion de la resistencia.

El capitulo 2 presenta el analisis del estado tensional producido por un sistema de car-
gas en un solido elastico. Se trata de presentar los contenidos de la teoria de la elasticidad
que tendran aplicacion directa en el calculo resistente de los distintos elementos. Asi, tras
introducir el tensor de tensiones, las tensiones principales y los circulos de Mohr, asi
como su particularizacion para el caso de estados tensionales planos, se describe la cons-
truccion de los diagramas de esfuerzos y momentos, y a partir de ellos, el calculo de las
distribuciones de tensiones en las secciones. Todo ello es necesario para conocer qué so-
licitacion actia en cada lugar, y determinar asi la resistencia que se ha de asegurar.

El capitulo 3, altimo de este tema, presenta el analisis de las deformaciones producidas por
un estado de carga. Como antes, el alcance se limita a los aspectos que puedan tener aplica-
cién mas o menos directa en el disefio de maquinas.

CONOCIMIENTOS PREVIOS
Para la adecuada asimilacion de los contenidos de este tema se consideran imprescindibles
algunos conocimientos acerca de:
o Conceptos fundamentales de mecénica, en especial lo relativo al equilibrio estatico.
o Conceptos estadisticos basicos: variable aleatoria, media, varianza.

o Conceptos basicos de elasticidad y resistencia de materiales: tension, deformacion.



CAPITULO 1

SEGURIDAD Y FIABILIDAD

En este capitulo se presenta una vision general introductoria de lo que es el
diseiio mecanico. Aparecen dos conceptos fundamentales: el factor de segu-
ridad y el coeficiente de fiabilidad. Fiabilidad y seguridad surgen como dos
maneras de expresar una misma realidad, y se relacionan entre si a través del
concepto de factor de seguridad estadistico, concepto que también se intro-
duce.

1.1. FACTOR DE SEGURIDAD Y COEFICIENTE DE
FIABILIDAD

Es una realidad patente que las cosas fallan, es decir, que por la razon que fuere resultan
incapaces de realizar la funcion para la que habian sido pensadas, y que tal vez realizaron de
modo satisfactorio en un principio. El problema que se plantea es como disefiar algo que
realice su funcion, de forma que no falle.

Lo primero que se necesita es un parametro que defina el estado del sistema, esto es, un
parametro que disponga de un rango de valores dentro del cual cabe esperar un comporta-
miento satisfactorio del sistema, y que fuera del mismo dé lugar al fallo. A modo de ejemplo,
considérese el armario de la unidad central de una computadora. La electronica que contiene
es delicada y de hecho, en ciertas situaciones, falla. Sin embargo, se sabe que muchos de
estos fallos vienen motivados por aumentos de la temperatura de trabajo, de tal manera que
si ésta no supera un cierto valor, el funcionamiento sera, con toda probabilidad, correcto. En
este caso se dispone del parametro indicativo del estado del sistema: la temperatura, y bastara
con establecer, mediante ensayos por ejemplo, el valor limite, por encima del cual se produce
el fallo, para tener un criterio de disefio eficaz. Un buen disefio, en este caso, sera aquél que
dispone las distintas placas a una distancia suficiente para permitir el paso del aire y la eva-
cuacion del calor, o que incorpora un ventilador de la necesaria potencia, con la misma idea.
El problema fundamental estriba en que no siempre es facil encontrar un parametro indicativo
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del estado del sistema, ni determinar el valor limite del mismo. Asimismo, es evidente que
no se puede aspirar a encontrar un Unico parametro que represente con fidelidad el riesgo de
fallo; de hecho lo frecuente es que existan varios parametros diferentes, totalmente indepen-
dientes entre si, lo que es tanto como afirmar el conocido hecho de que pueden existir distin-
tas causas de fallo. En el ejemplo anterior, con independencia de la temperatura, una excesiva
humedad del aire circundante puede producir algun tipo de corrosion, que impida el contacto
eléctrico, produciendo otro tipo de fallo. Con frecuencia, incluso, los diferentes parametros
no son independientes entre si, lo que dificulta atin mas la tarea de encontrar los limites de
separacion entre los valores representativos de los estados de fallo y no fallo.

En definitiva, y como paso previo al diseflo, se trata de encontrar todas las posibles causas
de fallo, los parametros que representan cada una de ellas y su valor limite. A partir de aqui,
se plantea el problema de disefio como disponer las cosas de manera que ninguno de los
parametros representativos supere su valor limite.

De manera general, se define el factor de seguridad respecto a un pardmetro representativo
del estado del sistema, como el cociente entre el valor limite de ese parametro, y su valor
actual o previsto en el disefio:

— flim
§

Esta definicion, sin embargo, no tiene mucho sentido si el parametro escogido no tiene un
origen significativo. En el ejemplo anterior, esta relacion de temperaturas no proporciona
mucha informacion. De entrada depende del sistema de unidades (no daria el mismo resul-
tado en grados Celsius que en grados Kelvin), lo que no es en absoluto deseable. Parece que
proporciona mas informacion el pardmetro incremento de temperatura respecto a una tem-
peratura de referencia, que puede ser una temperatura ambiente media del lugar de que se
trate. Asi, si el factor de seguridad es 2,

ATlim Tlim - TO

= = = 2
M =T T,

ng

significa que la temperatura de trabajo se ha elevado por encima de la temperatura ambiente
la mitad de lo que puede elevarse sin que falle, lo que tiene un significado fisico mucho mas
claro. Lo ideal es que un valor nulo del pardmetro corresponda a una situacion en la que el
fallo es practicamente imposible. De este modo, el factor de seguridad, que en tal caso toma-
ria un valor infinito, reflejaria numéricamente esta circunstancia. Asi pues,

Un parametro representativo del estado de un sistema es aquél que pre-
senta un valor limite, a partir del cual cabe esperar que se presente el
fallo, y no antes. Para poder hablar de factor de seguridad, el valor cero
del parametro debe corresponder a un estado de seguridad practica-
mente absoluta, y en tal caso, el factor de seguridad respecto al parametro
se define como el cociente entre el valor limite del mismo y el valor actual
(caso de verificacién) o previsto (caso de disefio).
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Figura 1.1. Distribuciones tipicas de un parametro caracteristico de un sistema mecanico.

Sin embargo, es ingenuo pensar que existira un valor limite de un parametro que defina la
separacion entre el funcionamiento correcto y el fallo del sistema. En la realidad se presen-
taran distribuciones estadisticas, con funciones de densidad de probabilidad normalizada de
fallo p(&) y de probabilidad acumulada de fallo P (&), como las de la Figura 1.1. Entonces
se define el coeficiente de fiabilidad R para un valor &, del pardmetro como la probabilidad
de buen funcionamiento cuando el parametro toma ese valor, que viene dada por:

$o
RED =1-PE) =1 [ p(©)ds

—00
En el caso concreto del disefio mecanico, parece que el sistema de fuerzas que actfia sobre
un elemento es un parametro bastante indicativo del funcionamiento del mismo. Desde este
punto de vista, el fallo se llama rotura, y supuesto que exista un valor limite de la fuerza Fy;,,,
que separe la supervivencia de la rotura, el factor de seguridad respecto a la fuerza vendra

dado por:

n:Flim
F

Sin embargo, en la practica no existe esa Fj;,,, sino que se obtendra una distribucion de
valores de F que producen la rotura. El caso ideal seria aquél en el que la funcion de distri-
bucion de probabilidad de fallo fuese una delta de Dirac, y consecuentemente la funcion de
probabilidad acumulada, una funcioén escaldn unitario, pero este caso no se presenta en la
realidad. Suponiendo que la funcion de densidad de probabilidad de fallo es p(F), la fiabili-
dad del sistema cuando actiia sobre ¢l una fuerza F,, vendra dada por la expresion:

Fo
R(F)=1- p(F)dF
Un estudio mas detallado del problema revela que, si bien la carga exterior refleja con
bastante fidelidad la situacion del elemento sobre el que actia, el valor limite de dicha fuerza
depende no solo de su naturaleza y del material del solido, sino también del tamaiio y forma
del mismo. Ello supone que no es posible conocer el valor de Fj;;,, ni de R(F) si no es me-
diante el ensayo destructivo de una serie de piezas iguales a la que se desea estudiar. Por eso,
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se introduce un parametro mas general, cuyo valor limite va a depender s6lo del material: la
tension, o fuerza por unidad de superficie, 0. Asi pues, un sistema de cargas exteriores pro-
duce en un solido un estado de tensiones que es funcién de su valor y de la forma y tamafio
del s6lido. Sin embargo el valor limite de esa tension va a venir dado en funcion exclusiva-
mente del material. Este valor limite de la tension, propiedad del material, es lo que se conoce
como resistencia, y se designara por S. Asi pues, el factor de seguridad vendra dado por el
cociente entre la resistencia del material y la tension presente en el solido:

n==
o
Mas adelante se introduciran distintas resistencias (a fluencia, a rotura, a fatiga, etc.) de
manera que se hablara de seguridad a fluencia, a rotura, a fatiga, etc., segun se introduzca un
valor u otro en el numerador de la expresion anterior. En cualquier caso, de aqui en adelante
se entendera siempre el factor de seguridad como la relacion entre el valor de una resistencia
y una tension, sin olvidar nunca que:

La resistencia es una propiedad del material, la tension depende de la
carga que actia y de la forma del sélido.

1.2. FACTOR DE SEGURIDAD ESTADISTICO

El hecho de que la tension que produce la rotura de un material no tenga un valor limite
definido, sino una distribucion estadistica, plantea un inconveniente a la hora de establecer
el valor de la resistencia. Por lo general, los valores que se encuentran en las tablas de mate-
riales se refieren al limite inferior del intervalo de probabilidad de fallo no nula —de forma
que se garantiza el buen funcionamiento para tensiones inferiores, y se predice la rotura para
unas tensiones superiores, que no siempre daran lugar a ella—, pero se ha de poner atencion,
porque no todas las resistencias se refieren a este limite inferior. En particular, muchas de las
resistencias que se evaltian mediante calculos, como es el caso de las resistencias a fatiga, no
garantizan el buen funcionamiento con una probabilidad del 100%.

Es posible relacionar seguridad y fiabilidad a través del valor limite escogido para la resis-
tencia. Si se designa por Sy la resistencia que proporciona una fiabilidad R,

SR

1—R = P(Sp) =f p(S)ds

0
el factor de seguridad para una fiabilidad R vendra dado por:

que es lo que se conoce como factor de seguridad estadistico.
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EJEMPLO 1.1

La funcion de densidad de la distribucion de la resistencia de rotura de un material hipoté-
tico viene dada por:

p(8) =0 § < 120 MPa
p(S) = 0,05 120 < S < 140 MPa
p(8) =0 S > 140 MPa

Supuesto que el solido esta sometido en un punto a una tension de 100 MPa, calcular el
factor de seguridad para una fiabilidad del 85%.

SOLUCION

El valor de la resistencia que proporciona una fiabilidad del 85% sera el que verifique:

Sgs Sgs
1-0,85=0,15 = f p(S)dS=| 0,05dS = 0,05(Sss — 120)

0 120

1]

Sge = —— + 120 = 123 MP
85 =005 T a

En consecuencia, el factor de seguridad pedido sera:

Ses 123

=285 _ 2% _ 173
85 = 7" T 100

1.3. FACTOR DE APLICACION Y FACTOR DE RESISTENCIA

Cuando se verifica un elemento, cabe suponer que se conocen los valores de la resistencia
del material que lo compone y de la tensién que actia sobre €1, de forma que el factor de
seguridad, relacion entre ambos valores, da una idea de lo alejado que se encuentra de la
situacion critica de rotura. Sin embargo, cuando se disefia un elemento, el proceso es ligera-
mente distinto. En este caso se ha de considerar un factor, comunmente llamado factor de
diseflo, en prevision tanto de indeterminaciones en los valores de las resistencias como de
posibles sobrecargas sobre el elemento.

Se define el factor de diseiio n; como el cociente entre la resistencia espe-
rada del material y la tension a la que se supone que estara sometido el
elemento. El factor de seguridad n es el cociente entre los valores reales
de resistencia y tension.

Naturalmente, si las cosas ocurren en la realidad como se previeron en el disefo, factor de
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disefio y factor de seguridad coinciden. No obstante, no siempre ocurre esto. Incluso en el
caso en que resistencias y tensiones estuviesen correctamente estimadas, puede suceder que
el factor de disefio previsto no sea posible. Es el caso, por ejemplo, de un tornillo, en el que
los didmetros estan normalizados, de manera que, para un sistema de cargas dado, s6lo son
posibles determinados valores del factor de seguridad.

Una vez establecido el factor de disefio, se ha de verificar que la tension en el sélido no
supere el valor S/ng4, lo que introduce el concepto de tension admisible:

La tension admisible es el valor maximo que puede tomar la tension en
un punto de un elemento de manera que no se rebase el factor de disefio
establecido.

Numéricamente, la tensién admisible coincide con el valor de la resistencia dividido por
el factor de disefio,

S

o =—

adm ng

si bien se ha de tener presente que la tension admisible —tension al fin y al cabo— sigue siendo
una propiedad de la carga, mientras que la resistencia lo es del material.

En ocasiones el factor de diseflo se desglosa en un factor de resistencia ng y un factor de
sobrecarga, también llamado factor de aplicacion o de servicio, n; . En tal caso, el disefio se
realiza considerando un valor de la resistencia del material S /ng y un valor de la tension n; o
—proveniente de considerar la fuerza exterior multiplicada por el mismo n;—, y buscando que
el primero sea mayor o igual que el segundo. Este planteamiento tiene la ventaja de permitir
afectar de factores de servicio diferentes a las diferentes fuerzas exteriores que actian sobre
el solido, pues no todas tienen por qué estar sujetas al mismo grado de sobrecarga o incerti-
dumbre.



CAPITULO 2

ANALISIS DE TENSIONES

En este capitulo se aborda el estudio del estado de tensiones en un solido
elastico. En primer lugar se considerara el estado tensional en un punto, para
lo que se introducirad el tensor de tensiones, las tensiones principales y los
circulos de Mohr, que después se particularizara para el caso de estado
plano. Seguidamente se determinaran las relaciones entre los sistemas de
carga y las solicitaciones que se producen en las secciones, para finalmente
presentar la distribucion de tensiones en los puntos de cada seccion produ-
cida por las distintas solicitaciones. El objetivo final que se persigue es pro-
porcionar la herramienta que permita evaluar la tension maxima que se pre-
senta en un solido cuando sobre él actiia un sistema de fuerzas, para asi poder
compararlo con la resistencia y evaluar el factor de seguridad.

2.1. CARGA ESTATICA

El objetivo de este capitulo es relacionar el sistema de cargas que actiia sobre un solido
elastico con el valor de la tension que aparece en cada punto del mismo, y de esta forma
poder, mas adelante, determinar la tension maxima y los factores de seguridad. Para ello se
utilizaran las ecuaciones de la elasticidad y la resistencia de materiales, las cuales se basan,
entre otras hipdtesis, en la aplicacion progresiva de la carga, que merece un comentario in-
troductorio.

Si sobre un sélido elastico en equilibrio se hace actuar una fuerza exterior, ésta movera el
punto del sélido en el que actiia, produciendo una deformacion y la consiguiente aparicion
de esfuerzos interiores que tiendan a oponerse a tal deformacion. Llegado el punto en que
dichos esfuerzos compensen el valor de la fuerza se habré alcanzado el equilibrio. Sin em-
bargo, en este instante, el punto de aplicacion de la fuerza tendra una velocidad no nula, por
lo que, en ausencia de fuerza, continuard su movimiento, aumentando la deformacion. Ello
dara lugar a un aumento de los esfuerzos interiores, a un nuevo desequilibrio de fuerzas y a
una aceleracion en sentido opuesto a la fuerza exterior. El resultado final seria un movimiento
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Figura 2.1. Equilibrio del solido elastico.

vibratorio de los puntos del s6lido elastico en torno a una posicion de equilibrio; algo pare-
cido a lo que ocurre cuando se carga un muelle de compresion con un peso, y se produce una
oscilacion en torno al punto de equilibrio.

En el lado opuesto, si una carga se aplica de forma que su valor, inicialmente nulo, vaya
creciendo a medida que el solido se va deformando, de manera que fuerza exterior y esfuer-
zos interiores estén siempre en equilibrio, no se tendra vibracion alguna. Ya se comprende
que se trata de un modelo ideal de aplicacion de la carga, que en la realidad requeriria un
tiempo infinito. A pesar de ello, este modelo se ajusta a la realidad mucho mejor que el pri-
mero. Si sobre un sélido en reposo actiia instantaneamente una fuerza de valor finito, se pa-
saria instantdneamente de tener una aceleracion nula a tener una aceleracion finita, lo que
supone una sobreaceleracion primera infinita. Tampoco la hipétesis ultima es del todo cierta,
pero es muy razonable admitir que la aplicacion de la carga, aun no siendo lenta, es progre-
siva, lo que evita sobreaceleraciones infinitas. Desde luego se va a producir una pequefia
vibracion en torno a la posicion de equilibrio, pero ésta va a ser muy pequeiia, y la energia
que consuma, despreciable frente a la energia de deformacion eléstica que almacene el solido.
En consecuencia, se admitira la hipotesis de aplicacion progresiva y lenta de las cargas.

2.2. ANALISIS DE TENSIONES. TEOREMA DE
RECIPROCIDAD

Supongase que se tiene un solido elastico sobre el que actian unas fuerzas exteriores, entre
las que se incluyen las reacciones en los apoyos, como muestra la Figura 2.1. Si este solido
esta en equilibrio, necesariamente se ha de verificar que la resultante y el momento de ese
sistema de fuerzas exteriores sean nulos:

ZFL:O
ZM1=O

Si ahora se supone el sélido dividido en dos partes, A y B, es evidente que la suma vectorial
de fuerzas que actian sobre todo el solido es igual a la suma de las que actian en 4 mas las
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que actuan en B, y lo mismo los momentos, es decir,

ZFIZZFI+ZFIZO
A B
ZML:ZML+ZMIZO
A B

Si a continuacion se considera cada uno de los trozos por separado, se tiene que, puesto
que también cada trozo esta en equilibrio, la resultante y el momento de las fuerzas que ac-
tan sobre cada uno de ellos han de ser nulos. Sin embargo, de la ecuacion anterior se deduce

inmediatamente:
Z F = — Z F, %0
A B

ZM1=_ZM1¢0
A

B

lo que obliga a que sobre la seccion que separa 4 y B actiien una fuerza F, (o Fz) y un
momento My, (o Mp) que equilibren los anteriores. Por consiguiente, se ha de cumplir:

A A
ZFL+FB—O ZMi+MB—O
B B

de donde se deduce inmediatamente:

E=)F  M=)M
B
A

Es decir,

La fuerza y el momento que actiian sobre una seccion de un sélido elastico
en equilibrio son iguales a la resultante y el momento de las fuerzas exte-
riores que actian sobre la porcion de sélido separado por esa seccion que
no contiene a la misma.

De lo anterior se deduce que la fuerza y momento en la seccion de una de las porciones
son iguales y de signo contrario a la resultante y momento en la seccion de la otra porcion,
de manera que, al estar ambas porciones unidas, en el balance global del estado del sélido,
se anulan.

Esta fuerza que actiia en la seccion es lo que se conoce como esfuerzo en la seccion, y
también como resultante en la seccion. Esta ultima denominacion surge por el hecho de que
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Figura 2.2. Equilibrio del volumen elemental de sélido elastico.

el esfuerzo en la seccion es en realidad la resultante de infinitos esfuerzos diferenciales, que
actian cada uno en un diferencial de area. Del mismo modo, el momento en la seccion no es
otra cosa que la integral de los momentos diferenciales creados por cada uno de estos esfuer-
zos diferenciales. Para visualizar que efectivamente el esfuerzo en la seccion se reparte por
el area de la misma, basta imaginar sucesivos cortes por planos hasta dejar un paralelepipedo
de dimensiones diferenciales. Como después de cada corte habra habido que situar una fuerza
en cada una de las secciones generadas, al final resultara un esfuerzo en cada una de las caras
del paralelepipedo diferencial. Esta fuerza introduce el concepto de tension, o:

Se conoce como tension al cociente entre la fuerza que actia sobre un
elemento de la seccion y el drea del mismo.

dFq

dQ

De acuerdo con ello, se tiene para el momento en la seccion,

o

Mn=fr><dFﬂ=frxon
Q Q

Fo y Mg, son, en consecuencia, la resultante y el momento de un sistema de fuerzas que
actua distribuido por toda la seccion, y la determinacion de sus valores es relativamente sen-
cilla mediante el procedimiento del corte por las secciones. Como es esta distribucion, y en
particular donde toma el valor maximo, depende de otros factores, entre ellos la geometria
del sdlido, y se considerard mas adelante.

Se acostumbra a descomponer el esfuerzo en la seccion en dos componentes: la compo-
nente perpendicular al plano de la seccion (a la que se conoce como esfuerzo normal), y la
contenida en el plano de la misma (llamada esfuerzo tangencial o cortante). Del mismo modo,
la componente del momento perpendicular a la seccion se designa por momento torsor, y por
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momento flector la contenida en ella. De la misma manera, se llama tension normal a,, la
componente de la tension en direccion perpendicular a la seccion, y tension tangencial o
cortante T la contenida en ella.

Para estudiar el estado de tensiones en un punto de un sélido elastico se considerara un
paralelepipedo elemental de lados dx, dy y dz, como el que se ha representado en la Figura
2.2. Sobre cada una de sus caras actuara una tension normal y una cortante. La cortante se ha
descompuesto en dos componentes, paralelas a los ejes de referencia. Las tensiones normales
se designan por a,,, seguido de un segundo subindice, correspondiente al eje al que son pa-
ralelas. Las tensiones tangenciales se designan por 7, seguido de dos subindices: el primero
de ellos indicativo del eje perpendicular al plano sobre el que actan, y el segundo indicativo
del eje al que son paralelas. Las tensiones normales se consideran positivas si salen del ele-
mento de volumen, y negativas si entran. Las tangenciales son positivas si tienen el sentido
positivo del eje al que son paralelas y actian sobre una cara vista, o sentido inverso si lo
hacen sobre cara oculta, y negativas en caso contrario. Este criterio de signos se justifica por
el hecho de que una cara oculta estd en contacto con una cara vista del elemento anexo, por
lo que sus tensiones, que han de tener sentido opuesto a las de la cara vista, tendran el mismo
signo que las de ésta. En definitiva, se consigue que el signo del esfuerzo en la seccién no
dependa de la porcion de sélido considerada (a uno u otro lado de la seccion).

Si el elemento de volumen considerado esta en equilibrio, el momento de las fuerzas que
actuan sobre el elemento respecto del eje que contiene a 0, ha de ser cero. Pero respecto de
ese eje, solo producen momento Ty, Ty, y las correspondientes a estas dos sobre las caras
no Vistas, T, y Ty, de manera que:

dz , dz dy dy
szdxdy7+ Tyy dxdyT—TydedZT—‘ryzdxd27= 0

7 T
Tyy +Tzy —Ty; — Ty, =0

y teniendo en cuenta que:

resulta:

ot ot
sz+rzy—< azydz>—ryz—ryz+< a;Zdy>=0

y despreciando los términos entre paréntesis, diferenciales de orden superior,
Tay = Tyy
Procediendo de manera analoga con los otros dos ejes, se obtiene:

Tyy = Tyx
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TJCZ = TZX

lo que se conoce como teorema de reciprocidad de las tensiones tangenciales.

2.3. TENSOR DE TENSIONES. TENSIONES PRINCIPALES

Si al elemento diferencial de volumen anterior se le practica un nuevo corte por un plano,
como el de la Figura 2.3, cuyos cosenos directores sean a, 8 y ¥, es decir, su vector director
(a, B,y), se tiene que, para que el tetraedro resultante esté en equilibrio, se ha de cumplir,
entre otras cosas, que la resultante segun el eje x sea nula, es decir,

Onx dQy + 7y, dQy +7,,dQ, = 0, dQ

y teniendo en cuenta que:

dQ, =adQ
dQ, =p4dQ
dQ, =ydQ

resulta:
Ox = Opx@ + Txyﬁ + Tyz¥
Procediendo de manera analoga con los ejes y y z, se obtiene:
Oy = Tyy@ + o*ny,B +Ty,¥

o-Z = TXZa + TyZﬁ + anzy

a=cosa*
commeeeeeeeeeees, B=cOS B
// u //
7 4 _ %
, ¥ =cosy

Figura 2.3. Tension en un plano.
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Las tres ecuaciones anteriores se pueden escribir de forma matricial de la siguiente manera:

ol ezl

o=[T]u

[T] es lo que se conoce como tensor de tensiones o matriz de tensiones. El tensor de ten-
siones es distinto en cada punto del sé6lido elastico, pero se cumple siempre lo siguiente:

Las componentes del vector tension en un punto de un plano se obtienen
mediante el producto del tensor de tensiones en ese punto y el vector di-
rector del plano.

Por consiguiente, conocido el tensor de tensiones en un punto, seran conocidos los vectores
tension en todos los planos que pasan por el punto. Obsérvese que @, § y ¥ no son angulos,
sino cosenos. Finalmente, las componentes normal y cortante de la tension en el plano, re-
cordando que la proyeccion de un vector en la direccion de otro unitario viene dada por el
producto escalar de ambos, seran:

On = 0xa + 0, + 0,y
T=,0%—0?

donde se ha designado por o el médulo del vector tension en el plano considerado, cuyo
valor viene dado por la conocida expresion:

o= /a,?-i—af—i—azz

Cabe plantearse si existiran o no planos para los cuales la tension en el punto considerado
sea perpendicular a ellos, es decir, planos para los que la tension cortante sea nula. En tales
planos, el vector tension habria de ser paralelo al vector director del plano, es decir,

[Tlu=0cu
[T—0cllu=0
donde [I] es la matriz identidad; y desarrollando la ltima expresion se obtiene:
Onx — 0 xy
Tyy Opy — 0 Tyz l [ﬁ] =0
Txz Tyz Onz — Oy

sistema homogéneo de ecuaciones lineales en «, § y ¥, cuyo determinante ha de ser cero
para que exista solucion. Pero el determinante anterior igualado a cero es una ecuacion de
tercer grado en o, por lo que se obtendran tres valores, que se denominan tensiones princi-
pales, que no son otros que los valores propios de la matriz de tensiones. Una vez determi-
nados los valores de las tensiones principales, las direcciones principales se obtienen
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resolviendo, para cada uno de ellos, la ecuacion anterior (que proporcionara dos ecuaciones
linealmente independientes), junto con la condicion de vector unitario:

a’l+pi+y?2=1

Como dichas direcciones son las direcciones principales de la matriz, se tiene que son per-
pendiculares entre si. Por tanto, existe un sistema de referencia, llamado principal, para el
cual las tensiones tangenciales en los planos paralelos a los del sistema son nulas. Por consi-
guiente, si se designa por gy, 0, y 03 a las tensiones principales, el tensor de tensiones refe-
rido al sistema principal toma la forma:

g 0 0
[T]=]0 o, O
0 0 o3

En lo que sigue, se tomara siempre 0y, g, y 03 en orden decreciente, de forma que:
0, =0, =03

En el caso de que dos de las tensiones principales obtenidas sean iguales, solo una de las
tres ecuaciones anteriores (para ese valor de o) es linealmente independiente, con lo que se
obtiene una infinidad de soluciones. Quiere decirse que cualesquiera dos direcciones perpen-
diculares entre si contenidas en el plano perpendicular a la otra direccion principal, son di-
recciones principales. Analogamente, si los tres valores de las tensiones principales son igua-
les, cualquier triedro ortogonal con vértice en el punto considerado es sistema principal, y
por tanto no existe tension tangencial en ningtn plano. Este caso se conoce como estado de
presion hidrostatica.

EJEMPLO 2.1

Dado el tensor de tensiones en un punto de un sélido elastico:

40 10 10
10 30 O
10 0 30

en el que los valores vienen dados en MPa!, calcular:

a) Las componentes del vector tension, la tension normal y la tension tangencial en un
plano cuyo vector director forma un angulo de 45° con el eje x y de 60° con el eje y.

b) Las tensiones y direcciones principales.

! El pascal (Pa) es la unidad de presion en el sistema internacional de unidades, es decir, 1 Pa =
1 N/m?2. Como medida de tension o resistencia es demasiado pequefia, y acostumbra a utilizarse
el megapascal (MPa), igual a 10° Pa. El sistema anglosajon utiliza €l kpsi (kilopound square inch,
es decir, kilolibra por pulgada cuadrada). La relacion entre ambos es 1 kpsi = 6,89 MPa.
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