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=
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	)1 n: * �	
)'�&

� '1 *9 �1&	1 6' �'+�* * � �	
��) )�  1&	�
	� �,�-4�,��:  )+>� 7 9
*+1&
 1'&	
 � 	 * �	
)'�&
� * + &	�5 �)1&�) ) ) 
	)1 n I = In 6'
�'+�* A · I = A 9 I ·A = A � 	 &
) + &	�5 A ∈ Mn×n,

����� ������ ���	�
�, ? )�� 6' * + &	�5 �' )	 ) A � ���	�
���	 
 �	���� 

6' &�1 �1(	� : �� /��& '1 + &	�5 A−1 & * 6' AA−1 = I 9 A−1A = I, � 
+ &	�5 A−1 � ** + �1(	� ) A, ?� /��&: � 21�� ,

3	
��) )�� #�$ (AB)−1 = B−1A−1: #�$ (A−1)−1 = A,

����� ������ ���
��	
�� ) A � * + &	�5 At 6' � 
�&�1  � 	&�	 ) A � +4
�� 1)
 @* � �
	 �
*'+1 �: �&
 �: * � �
*'+1 � ) At �
1 * � @* � ) A,

3	
��) )��

#�$ (A+B)t = At +Bt,

#�$ (kA)t = kAt,

#8$ (AB)t = BtAt,

��



���������� 	��
����� � �
�������� �����������

#�$ (A−1)t = (At)−1%

#�$ & '�( )* A � ��+,'	�� �� - �./
 �� A = At%

����� & // + ����� 0 *( + '	�1 A  / (2+	
 0 3/ � /�( /+(' �(0�(4
0�('�% & 0(
' rang(A)%

������� 	�
 ������ �( �* /)*�	 + '	�15 / (2+	
 0 3/ � /�( /+(' �(4
0�(0�('� �
�(��0 �
( / (2+	
 0 �
/*+( � /�( /+(' �(0�(0�('��%
&!2( �'
5 / 	 (!
 0 *( + '	�1 � / (2+	
 0 3/ � 
 0 �
/*+( � /�( /+(4
' �(0�(0�('�%

�/ 	 (!
 0 *( + '	�1 �� /
( 0 � �!* /  / (2+	
 0 3/ � (
 (*/ �%

����� ��������������� �
������
��% � � ��!*�('� '	 (�6
	+ ��
(�  �/�� 0 �  
*( + '	�1 �	+�'( 
�'(	 
'	 )* '�( / +��+
 	 (!
�

#�$ �('	� +�� 	 0 �
����.( 0
� 3/ � ('	 �7%

#�$ �*/'��/�� 	 *( 3/ �
	 *( (2+	
 0��'�('
 0 �	
%

#8$ &*+ 	  *( 3/ *( +2/'��/
 0 
'	 � Fj → Fj + kFi%

#�$ &*�	�+�	 *( 3/ )* � (*/ 5 �	
�
	��
( /  
'	 
 �
+��( ��.( /�( /
0 
'	 �%

#�$ � � �* '	
 �	
��0 0�  ('	�
	� �
( ��	' � ' +��,( � +�� (0
 / � � 4
/ �	 � 3/ - 3/ � �
	 �
/*+( - �
/*+( �5 	���'�9 +('%

� � �	
��0 0�  ('	�
	� (
� �	+�'( � /�*/ 	 / 	 (!
 0 *( + '	�1 �
	
/ +,'
0
 0 : *��%

������	
�
���� ��	���	�
��

����� ������������� 	� ��	�� �% ; 0 / + '	�1 �* 0	 0 0 �!*(0
 
	0(

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
5 � // + 0'	+�( (' 0 A  / (2+	
 	 /

det(A) = |A| =
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21.

; 0
� 0
� 9�'
	� ā = (a1, a2) - b̄ = (b1, b2) 0 R
25 � // + 0'	+�( (' 0 ā

�
�� �������� 	� 
�	����	���
� �
���� �� ���	
� ��� 	������ �� �� ���� �

��



b̄ 2× 2 (a1, a2) (b1, b2)

det(ā, b̄) =

∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1.

A =
(aij)3×3 A

det(A) = |A| =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32

− a11 a23 a32 − a12 a21 a33 − a13 a22 a31.

ā = (a1, a2, a3) b̄ = (b1, b2, b3) c̄ = (c1, c2, c3) R
3

ā b̄ c̄ 3× 3

det(ā, b̄, c̄) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a3b2c1 − a2b1c3 − a1b3c2.

|A| = |At|



���������� 	��
����� � �
�������� �����������

�#$ %&
�' 	���(�) $%(' * % + � &$,� +
� $��$
� +$%(
� -# + &(	$�.
% %( �%��� +�

det(ā+ d̄, b̄, c̄) = det(ā, b̄, c̄) + det(d̄, b̄, c̄) 
∣∣∣∣∣∣
a1 + d1 a2 + d2 a3 + d3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
d1 d2 d3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .

/01 2� � $#+(��+�� % (
&
� +
� +$%(
� & #% 3+ /
 �
+#$% 1 �
	 #% %4.
$	
' + &(	$�% %( -#& $#+(��+�� &
 �
	 &��5
 %4$	
�

det(kā, b̄, c̄) = k det(ā, b̄, c̄) 


∣∣∣∣∣∣
ka1 ka2 ka3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .

/�1 2� � �	$#( % &
� 3+ � /
 �
+#$% �1' + &(	$�% %( � $�� & ��!%
�

det(ā, b̄, c̄) = − det(b̄, ā, c̄) 


∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
a1 a2 a3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .

/�1 2� #% 3+ /
 �
+#$% 1 � (
& & �	
�' + &(	$�% %( ) + ��

det(ā, b̄, 0̄) = 0.

/61 2� &
� 3+ � /
 �
+#$% �1 �
% �!# +� 
 �	
�
	��
% +�' + &(	$�% %( �
��

det(ā, ā, b̄) = 0 * det(ā, kā, b̄) = 0.

/�1 2� #% 3+ /
 �
+#$% 1 � �
$��% ��7% +�% + & + � 	�( %(� 3+ � /�
.
+#$% �1' + &(	$�% %( � �� det(ā, b̄, αā + βb̄) = 08 9 	�:�	
� $%(' �� #%
&(	$�% %( � �' (�% #% 3+ * #% �
+#$% -# � �
$��% ��7% +�% + & + �
&$,�8 ;��5
 & 
(	
 $
&
� �� ā, b̄, c̄ �
% )�(
	� & R

3' %(
%�� ā' b̄ * c̄ �
%
+�% +$%( �%&�%&�%(� �� * �7+
 �� det(ā, b̄, c̄) �= 08

/<1 2�  #% 3+ /
 �
+#$% 1 � + �#$ #% $4+(��+
 & 
(	 ' + &(	$�% %(
%
 ) 	: � det(ā, b̄, c̄) = det(ā, b̄+ kā, c̄)8

/�1 �+ &(	$�% %( &+ �	
&#�(
 & &
� $ (	��� � �!# +  + �	
&#�(
 & +
�
&(	$�% %(� & + � &
� $ (	����

|AB| = |A| |B|.

��
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� �����
 ����
�

����� %� & '& ( )	�* �+���
& (
� k ,+ � - k �
+'(& �. +
� +(&)
� & +
�
/' � �	'* & 0
	( & '& �'�( )	�* �' 1	 1 1 
	1& k2 �+ 1)	(�& &) 1 � 
�'�( )	�* � ++ ( ����� �� ����� k 1 + ( )	�* �&��� +2

����� %� & '& ( )	�* �' 1	 1 n × n 1�) � (
� '& +(&)
 aij .  + �'�	�(�	
�' ,+ - �' �
+'(& � 
�)�&& '& �'�( )	�* (n−1)× (n−1)2 %' 1)	(�& &)
� '& (&
	 1 
	1& n− 1 /' � ++ ( ����� ����	����
���� 1+ +(&)
 aij
- � 1��!& �
	 αij 2 % ++ ( ����
� 1 aij  + &3(	
 Aij = (−1)i+j · αij . �
1��	.  + (&
	 �
(�+(&) 	�
 �	�1�1
 1+ ��!&
 + 
 − �!3& /' + �'( i+j
1 +
� �'�4&1��� � � 	 
 �(� 	. 	���)�5 (&)2

����� �������		� �� �� ��
�������
� ��� ��� �	� � ��	����2 �+ 1)	(�& &) 1
'& ( )	�* �' 1	 1 � �!' +  + �'( 1 +
� +(&)
� 1 '& ,+ 
 �
+'(6
& �' +/'�	 . ('+)��+�� 1
� �
	 �'�  1�'&)
� �
		��
&1�&)�2 7
	 �(�+
. +
1� 		
++
 �
	 + �	�(	 ,+ ��

det(A) = a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n.

����� ��	��	� ��	 ����� �� ��� ��
��� ��� ��
�������
��2 �+ 	 &!
 1 '& ( )	�*
� + (89�(
 
	1& 1 �'� (&
	� &
 &'+
�2 ��)
 ��!&�,� /' rang(A) = k ��
- �:+
 �� 9��) '& (&
	 1 
	1& k &
 &'+
 - )
1
� +
� (&
	� 1 
	1& k + 1
�
& �	
2 ��) �	
��1 1 � �'1 ��(�+�,� 	 1 + ��!'�&) 0
	( �

rang(A) = k �� - �:+
 �� 9��) '& (&
	 Mk 1 
	1& k &
 &'+
 - )
1
� +
�

	+ 1
� 1 
	1& k + 1 1 � (&
	 �
& �	
2

;& 
	+ 1
 1 
	1& k+1 1 Mk � 
�)�&  < 1�&1
 '& ,+ - '& �
+'(& 
1 A /' &
 �)=& & Mk2 7
	 �(�+
. �� + ( )	�* A )�& " ,+ � F1. F2 - F3

- � �
+'(& � C1. C2. C3 - C4 - '& (&
	 &
 &'+
 1 
	1& � M2 � + 0
	( 1

�
	 + � 1
� �	�(	 � ,+ � - �
+'(& �. �)
 �. M2 = (F1, F2;C1, C2). &)
&��
+
� 
	+ 1
� 1 
	1& " �	4 & (F1, F2, F3;C1, C2, C3) - (F1, F2, F3;C1, C2, C4) >-
&
 ? - (8�@2 %� A )'5�	 � ,+ � ? �	4 
)	
� 1
� 
	+ 1
� (8�. � (�� &1
 & +
�
 &)	�
	� F3 �
	 F4� (F1, F2, F4;C1, C2, C3) - (F1, F2, F4;C1, C2, C4)2

���	� % A '& ( )	�* �' 1	 1 2 �&)
&�� A )�& �&5	� >� 	!'+ 	@ �� - �:+

�� |A| �= 02 �& �) � �
. + �&5	� A−1 5�& 1 1 �
	 + 0:	('+ 

A−1 =
1

|A| Adj(A)t,

��&1
 Adj(A) + ( )	�*  1�'&) 1 A /' � 
�)�&  + �'�)�)'�	 � 1 +(&)

aij 1 A �
	 �'  1�'&)
 �
		��
&1�&) Aij 2
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�������� �����������

����� ������� �� ��	
���������	�# � �
$%���&$ $�� 	� ' �()��$* � 	 +(
*$! �
,(��&$ , ���*- 

(S)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · ·+ amnxn = bm

� +( , 	 $!
 % , - *	�. % ,
� �
)��$*�/ A/ �
�$��% �
$ , 	 $!
 % , 
- *	�.  -�,� % / A∗/ ��$%
�

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn

⎞
⎟⎟⎠ , A∗ =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13 . . . a1n b1
a21 a22 a23 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn bm

⎞
⎟⎟⎠

�� %��	/ , ���*- (S) *�$ �
,(��&$ ⇔ rang(A) = rang(A∗)# 0%-1�/ $ �*
� �
/ , $2-	
 % � 	1-*	
� % ,
� +( %�$% , �
,(��&$ � �!( ,  , $2-	

% �$�&!$�* � 3n4 -$
� , 	 $!
 % A#

����� 5$ ���*- % �( ��
$� ,�$ ,� � ($ ������� �� ������ �� , $2-	
 %
�( ��
$� � �!( ,  , $2-	
 % �$�&!$�* � n ' , %*	-�$ $* % , - *	�. %
,
� �
)��$*� A � %��*�$*
 % �	
#

����� �� ������ � �
%
 ���*- % 6	 -	 *�$ �
,(��&$ 2$�� ' 7�* 8�$
% % �
	�

x1 =
det(b, c2, . . . , cn)

det(c1, c2, . . . , cn)
, x2 =

det(c1, b, . . . , cn)

det(c1, c2, . . . , cn)
, . . . , xn =

det(c1, c2, . . . , b)

det(c1, c2, . . . , cn)
,

��$%
 c1, c2, . . . , cn , � �
,(-$ � % , - *	�. A ' b , �
,(-$ % ,
� *7	-�$
�
�$%�$%�$*�/ �
	 ,
 * $*
 det(A) = det(c1, c2, . . . , cn)#

2� �����	�	
� ������
�

2.1� �������� ��������

��������� ���� 9�(7,8 � , ���*- �� ,
$ %


⎧⎨
⎩

3x+ y − z = 9
y + 3z = −5

2z = −4

��



����������	� 
� �����
 ����
�

��������	 #	�$	
 � % && z ' & (	�	 �) ��*'� z = −2+ , �)�(�()- ' & 
�!)'. - � 
�(�' y� y − 6 = −5 ⇒ y = 1+ #
	 /&(�$
0 � �)�(�()-' ' & 
�	�$	 �) ��*' &
� 1 &
	� . y - z - � % && x� 3x+1+2 = 9 ⇒ x = 2+ 2
$

% - �
&)��*' /'�� (2, 1,−2)0 & ���($ � �
$� (��& .(	$�' .
+

3 �( �	
�.�$�'(
 � & && $ ����������� �	��	 	�
��+ �
� ���($ � &�' 4
&�0 ' !'	 &0 � 	�)&1'  �&�� '.
 & � (	 '�5
	$ ��
'� . 6)�1 &'�� �+�0
�
'1�	(�7'.
&
� ' �� &
' .
�+ 8 $
� �*$
 � �	
�. ' & ��!)�'( �	����
+


������� �	�	 9�)7&1 � & ��!)�'( ���($ �
	 & ����� �� �	��� - �& ��4
5:6)�� ⎧⎨

⎩
x− 3y + 2z = −2
2x− 5y − z = −2

−3x+ 7y + 2z = 4

��������	 ,� � � 	( . & �	�$	 �) ��*' �
$
 �) ��*' � � - � &�$�' & 
x ' & �!)'. �) ��*' - ' & (	�	 0 & �	�$	 (	 '�5
	$ ��*' . 6)�1 &'4
�� �	: $)&(��&�� 	 & �	�$	 �) ��*' �
	 −2 - �)$ 	&  & �!)'. ;17 �
�+�;�<<+ � �!)'. (	 '�5
	$ ��*' . 6)�1 &'�� � $)&(��&�� 	 �
	 = & �	�$	 
�) ��*' - �)$ 	&  & (	�	 + ��( � .
� (	 '�5
	$ ��
'� � �'.�� ' �
$
 ��!)�

E2 → E2 + (−2) · E1,
E3 → E3 + 3 · E1.

, �).' % �	 ' )' �*&
 � �
 - 	�)&( & ���($ 

⎧⎨
⎩

x− 3y + 2z = −2
y − 5z = 2

−2y + 8z = −2

3%
	 �� � )� & �!)'. �) ��*' �
$
 �) ��*' � �0 � $)&(��&�� �
	 � -
� �)$  & (	�	 ;E3 → E3 + 2E2<0 	�)&( - )' ���($ �� &
' .
 6) �
	�)&1 �
	 �)�(�()��*' % ��  (	>� �
$
 %$
� 1��(
 ' & �	����
  '(	�
	�

⎧⎨
⎩

x− 3y + 2z = −2
y − 5z = 2
−2z = 2

→
⎧⎨
⎩

x = −9
y = −3
z = −1

;�+�<

2
$
 % - �
&)��*' /'�� 0 & ���($ � �
$� (��& .(	$�' .
+

��


