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TEMA 1

INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

1. RESUMEN DE RESULTADOS TEORICOS

Sistemas lineales

1.1. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es un conjunto de
expresiones algebraicas de la forma

a1171 + a12T2 + a13x3 + - - + a1pxy, = by
(S) a21T1 + a2 + a3x3 + - - - + azpxy, = bo

Am1T1 + ma®a + am3x3 + - -+ + aGmpTn = by

donde z; son las incognitas, a;; los coeficientes y b; los términos independientes
(i=1,2,....,m,j=1,2,...,n). Los coeficientes y los términos independientes
son nimeros reales. El sistema (.9) se llama homogéneo cuando todos los términos
independientes son cero.

Los niimeros reales 1 = s1, x9 = S9, ..., T, = S, forman una soluciéon del
sistema si verifican todas sus ecuaciones. Resolver un sistema es hallar todas sus
soluciones.

1.2. Dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

1.3. Sean Ei, Es,..., E}; ecuaciones de un sistema, se dice que la ecuacion E es
combinacion lineal de Eq, FEo, ..., E; si existen nimeros reales aq, as, ..., ag
tales que ' = a1 F1 + asFs + -+ - + ap E.

1.4. Transformaciones de equivalencia. Un sistema se transforma en otro equiva-
lente si

(a) se cambia el orden de las ecuaciones,
(b) se multiplica una ecuacion por un ntumero distinto de cero,

(c) se suma a una ecuacion un multiplo de otra.
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1.5. Otras propiedades de equivalencia.
(a) Si un sistema tiene la ecuaciéon nula, ésta se puede suprimir.

(b) Si a un sistema se le anade una ecuacion que es combinacion lineal de las
otras, resulta un sistema equivalente.

(c) Si en un sistema una ecuacion es combinacion lineal de las otras, se puede
suprimir y resulta un sistema equivalente. En particular, si dos ecuaciones son
proporcionales, una de ellas se puede suprimir.

(d) Si se reemplaza una ecuacién por una combinacion lineal de todas las
ecuaciones en el que el coeficiente de la reemplazada es no nulo, resulta un sistema
equivalente (esta propiedad es el fundamento del método de reduccion).

1.6. Teniendo en cuenta el ntmero de soluciones, se dice que un sistema es

(a) compatible determinado si tiene una tnica solucion (n es el n° de incégni-
tas),

(b) compatible indeterminado si tiene infinitas soluciones y
(¢) incompatible si no tiene solucion.
Por tanto, se dice que es compatible si tiene solucion.

1.7. Un sistema es escalonado si en toda ecuacién no nula el nimero de términos
nulos que preceden al primer término no nulo es mayor que el de la anterior.

1.8. Método de Gauss. Consiste en transformar el sistema en otro equivalente que
sea escalonado, mediante las transformaciones de equivalencia de los apartados 1.4
y 1.5 (véanse los ejercicios 1.2-1.4). Al finalizar el proceso, el sistema escalonado
tendra r ecuaciones no nulas (e independientes), las nulas se suprimen, entonces:

(a) Sihay alguna ecuacion de la forma 0 = b, con b # 0, el sistema es incompa-
tible.
(b) En caso contrario, el sistema es compatible:
-Si r = n, la solucién es tinica.
-Si r < n, hay infinitas soluciones que dependen de n — r parametros.

Matrices

1.9. Una matriz de dimension (u orden) m X n es una tabla rectangular de mn
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INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

ntimeros dispuestos en m filas y n columnas:

ail ai2 ais cee A1n

a a a e a
A= 21 22 23 2n

Aml am2 am3 .. Amn

Al designar una matriz genérica, como la anterior, cada término tiene dos subin-
dices que indican la fila y la columna a las que pertenece. Asi, por ejemplo, ao3
es el que estd en la segunda fila y tercera columna. Para simplificar, la matriz
anterior se denota A = (a;5).

1.10. Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y son iguales todos
los elementos que ocupan la misma posicion.

1.11. Tipos de matrices:
(a) Matriz fila es aquella que tiene solo una fila, por tanto de dimension 1 X n.

(b) Matriz columna es aquella que tiene so6lo una columna, por tanto de di-
mension m x 1.

(¢) Matriz escalonada por filas es una matriz tal que en cada fila el nimero
de ceros que preceden al primer elemento no nulo es mayor que en la precedente,
o de otro modo, empezando por la izquierda, en cada fila hay mas ceros que en la
anterior.

(d) Matriz cuadrada es aquella que tiene igual niimero de filas que de columnas.
La diagonal principal son los elementos de la forma a;;. Una matriz cuadrada es
triangular si todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero. Una
matriz cuadrada es diagonal si todos los elementos que no estdn en la diagonal
principal son cero.

(e) Matriz simétrica es aquella matriz cuadrada que tiene los elementos simé-
tricos a la diagonal principal iguales, es decir, a;; = aj;, Vi # j.

(f) Matriz identidad es aquella matriz cuadrada que tiene en la diagonal prin-
cipal unos y el resto cero. Por ejemplo, las matrices identidad de orden 2 y 3 son,
respectivamente:

oy

I
VR
O =
)
N~
on?‘

Il
o O =
o~ O
— O O
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Eiercicios RESUELTOS DE FUNDAMENTOS MATEMATICOS

1.12. Suma de matrices. La suma de dos matrices A y B de la misma dimensién es
otra matriz de la misma dimensién que se obtiene sumando elemento a elemento.
Ejemplo: suma de dos matrices 2 x 3:

ap az as bi by b3 ar+b1 ax+0by az+ b3
/ / / + / / / = / / / / / / .
ay ay as by by b ay +b7 ay+0by az+b3
1.13. El producto de una matriz A por un ntmero real k es otra matriz de la
misma dimension que se obtiene multiplicando cada elemento de A por el namero

k. Ejemplo:
L ay a2 as o ka1 /fCLQ kag
ay dy ay )\ ka) kady kah )
1.14. El producto de una matriz fila por una matriz columna con el mismo niimero
de elementos es un niimero que se obtiene como sigue:

b1

bo
(a1 ay ... an)- : = a1b; + agbs + - - - + a,b,.

bn,
1.15. Producto de matrices. Para multiplicar dos matrices A y B, el niimero de
columnas de A ha de ser igual al nimero de filas de B. Entonces, si A = (aj)mxp

y B = (bij)pxn, la matriz producto C = A- B = AB = (c¢;;) es la matriz m x n
cuyos elementos son

P
Cij = ai1bij + aigbaj + -+ + aipbp; = Z a;ikbrj,
k=1
esto es, el elemento (i,7) de la matriz C' se obtiene multiplicando la fila i de A

por la columna j de B segun la regla 1.14.

1.16. Propiedades de la suma de matrices y del producto por un ntimero:
(1) Conmutativa: A+ B =B + A.
(2) Asociativa: (A+B)+C =A+ (B+C).

(3) Elemento neutro: la matriz nula 0 (todos sus elementos son cero) cumple
A+0=A.

(4) Elemento opuesto: toda matriz A tiene una matriz opuesta —A, que se
obtiene cambiando de signo todos los elementos de A y cumple que A+ (—A) = 0.
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INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

(5) Distributiva de escalares respecto de la suma de matrices: k(A + B) =
kA + kB.

(6) Distributiva respecto de la suma de escalares: (k+ h)A = kA + hA.
(7) Asociativa mixta: k(hA) = (kh)A.
(8) El ntimero 1 es el elemento unidad: 1- A = A.
1.17. Propiedades del producto de matrices:
(1) Asociativa: A(BC) = (AB)C.
(2) Distributiva:
-por la izquierda: A(B+ C) = AB + AC
-por la derecha: (B+ C)D = BD + CD.
(3) Asociativa entre nimeros y matrices: (hA)(kB) = (hk)(AB).
(4) Elemento identidad: I,,A = A, Al,, = A para toda A € My, xp,.

Observacion: El producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa,
esto quiere decir que hay parejas de matrices tales que AB # BA. Esto no impide
que existan parejas de matrices que si conmutan.

1.18. En el conjunto M,,«, de las matrices cuadradas de orden n, el producto
es una ley interna que cumple las propiedades anteriores 1.16-1.17, ademés hay
elemento neutro para el producto: la matriz identidad de orden n I = I, que
cumple A-I = Ay I-A= A para toda matriz A € M,,«n,.

1.19. Matriz inversa. Se dice que la matriz cuadrada A es inversible o reqular o
que tiene inversa, si existe una matriz A= tal que AA™' =Ty A"'A=1. La
matriz A~! se llama inversa de A. Si existe, es tnica.

Propiedades: (1) (AB)™t =B~ 1471 (2) (A1)l = A,

1.20. Matriz traspuesta de A es la matriz A® que se obtiene a partir de A cam-
biando filas por columnas, esto es, las columnas de A’ son las filas de A.

Propiedades:

(1) (A+ B)t = At + B
(2) (kA)! = kAL,

(3) (AB)! = B'AL.
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(1) (A1) = (A1)
(5) Se tiene que A es simétrica si y solo si A = A’

1.21. Se llama rango de una matriz A al ntimero de filas linealmente indepen-
dientes. Se denota rang(A).

Teorema del rango: En cualquier matriz, el namero de filas linealmente in-
dependientes coincide con el nimero de columnas linealmente independientes’.
Segin esto, el rango de una matriz es el nimero de filas o de columnas linealmen-
te independientes.

El rango de una matriz escalonada es igual al nimero de filas no nulas.

1.22. Transformaciones elementales. Las siguientes transformaciones aplicadas a
una matriz permiten obtener otra que tiene el mismo rango:

(1) Intercambiar de posicion dos filas entre si.
(2) Multiplicar una fila por un ntmero distinto de cero.
(3) Sumar a una fila un maltiplo de otra: F; — F; + kFj.

(4) Suprimir una fila que sea nula, proporcional a otra o combinacion lineal
de otras.

(5) Las cuatro propiedades anteriores son ciertas también cambiando las pa-
labras fila y filas por columna y columnas, respectivamente.

Las propiedades anteriores nos permiten calcular el rango de una matriz por
el método de Gauss.

Determinantes. Aplicaciones

1.23. Determinantes de orden 2. Dada la matriz cuadrada de segundo orden

ailr a2 . ,
A= ( >, se llama determinante de A al nimero real
a1 a2

air  ai2

det(A) = |A| = o1 G

= ai1 - a22 — @12 - a21-

Dados dos vectores @ = (a1, a2) y b = (b1, b2) de R?, se llama determinante de a

1 El concepto de independencia lineal se estudia con detalle en el Tema 2
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y b al determinante de la matriz 2 x 2 cuyas filas son (a1, as) y (b1, b2), esto es,

det(a,b) = [°F 2

b1 b

== a1b2 — agbl.

1.24. Determinantes de orden 3. Dada la matriz cuadrada de tercer orden A =
(@ij)3x3, se llama determinante de A al nimero real

ailz alz2 ais
det(A) = |A‘ = |ag1 Q92 G923
as31 a32 ass

= a11 Q22 a33 + a12 a23 a3l + a3 a1 as2

— a110a230a32 — a120a21 a3z — a3 a2 asi.-

Para recordar su expresion se utiliza el esquema de la Figura 1.1.
+ el
Figura 1.1. Regla de Sarrus

Dados tres vectores a = (ay,as,as), b = (b1, ba,b3) y € = (c1,c2,c3) de R3, se
llama determinante de @, b y ¢ al determinante de la matriz 3 x 3 cuyas filas son
las componentes de dichos vectores, esto es:

ay az as
det(d, b, 6) =1by by b3
Cl1 C2 C3

= a1bycs + agbscy + asbico — agbacy — asbics — aibsces.

1.25. Propiedades de los determinantes:
(1) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |A| = |AY|.

(2) Si una fila o columna es suma de dos, entonces el determinante es suma
de dos determinantes que tienen en esa fila o columna los primeros y segundos
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sumandos, respectivamente, y en las demas los mismos elementos que el determi-
nante inicial:
det(a + d, b, ¢) = det(a, b, ¢) + det(d,b,¢) o
a;+dy ax+dy az+ds ar a as di dy ds
by by b3 =1b1 by b3|+ b1 by b3|.
1 (6] C3 C1 C2 C3 C1 C2 (3

(3) Si se multiplican todos los elementos de una fila (o columna) por un ni-
mero, el determinante queda multiplicado por dicho niimero:

B B kal kaz kCLg ay ay as
det(kzd, b,c) =k det(&, b, E) 0 by bo bs | =k|bi by bs3l|.
& (6] C3 Cl1 Co C3

(4) Si se permutan dos filas (o columnas), el determinante cambia de signo:

ayp az as by by bs
det(d, b, 6) = — det(b, a, 6) 0 by by b3|=—|a1 as asz|.
1 C2 €3 1 C2 C3

(5) Si una fila (o columna) es toda de ceros, el determinante vale 0:

det(a, b, 0) = 0.
(6) Si dos filas (o columnas) son iguales o proporcionales, el determinante es
det(a,a,b) =0 y det(a,ka,b) = 0.

(7) Si una fila (o columna) es combinacion lineal de las restantes filas (co-
lumnas), el determinante es 0: det(a, b, aa + 8b) = 0. Y reciprocamente, si un
determinante es 0, tiene una fila y una columna que es combinacion lineal de las
demas. Dicho de otro modo: si @,b, ¢ son vectores de R3, entonces @, b y ¢ son
linealmente independientes si y solo si det(a, b, ¢) # 0.

(8) Si a una fila (o columna) se le suma un multiplo de otra, el determinante
no varia: det(a, b, ¢) = det(a, b + ka, c).

(9) El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los
determinantes de las dos matrices:

|AB| = |A]|B].

22



INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

1.26. Si en una matriz seleccionamos k filas y k& columnas, los elementos en los
que se cruzan forman una submatriz cuadrada de orden k. El determinante de esa
submatriz se llama menor de orden k de la matriz inicial.

1.27. Si en una matriz cuadrada n x n destacamos un elemento a;;, al suprimir
su fila y su columna se obtienen una submatriz (n — 1) x (n —1). Su determinante
es un menor de orden n — 1 que se llama menor complementario del elemento a;;
y se designa por ;. Se llama adjunto de a;; al ntimero A;; = (—1)"7 - qyj, es
decir, al menor complementario precedido del signo + o — segin que la suma ¢+ j
de los subindices sea par o impar, respectivamente.

1.28. Desarrollo de un determinante por una fila o columna. El determinante de
una matriz cuadrada es igual a la suma de los elementos de una fila o colum-
na cualquiera, multiplicados por sus adjuntos correspondientes. Por ejemplo, el
desarrollo por la primera fila es:

det(A) = a1 A + a12 A2 + - - - + a1, Aip.-

1.29. Clalculo del rango de una matriz por determinantes. El rango de una matriz
es el maximo orden de sus menores no nulos. Esto significa que rang(A) = k si
y s6lo si existe un menor de orden £ no nulo y todos los menores de orden k + 1
son cero. Esta propiedad se puede simplificar de la siguiente forma:

rang(A) = k si y so6lo si existe un menor My de orden k no nulo y todos los
orlados de orden k + 1 de ese menor son cero.

Un orlado de orden k + 1 de M}, se obtiene anadiendo una fila y una columna
de A que no estén en Mj. Por ejemplo, si la matriz A tiene 3 filas Fy, Fy y Fj
y 4 columnas C4, (o, C3 y C4 y un menor no nulo de orden 2 My es el formado
por las dos primeras filas y columnas, esto es, My = (F1, F; Cq,C5), entonces
los orlados de orden 3 serian (Fy, Fy, F3;C1,Cy,Cs) v (F1, Fa, F3;C1,Co,Cy) (y
no hay mas). Si A tuviera 4 filas habria otros dos orlados més, cambiando en los
anteriores F3 por Fy: (Fy, Fy, Fy; C1,Co,C3) v (F1, Fa, Fy; C1, Co, Cy).

1.30. Sea A una matriz cuadrada. Entonces A tiene inversa (es regular) si y solo
si |[A| # 0. En este caso, la inversa A~! viene dada por la formula

1

A= —
A

Adj(A)",

siendo Adj(A) la matriz adjunta de A que se obtiene al sustituir cada elemento
a;; de A por su adjunto correspondiente A;;.
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1.31. Teorema de Rouché-Frobenius. La condicion necesaria y suficiente para que
tenga solucién el sistema

a1121 + a12x2 + 1323 + - - - + a1p Ty = by
(S) 2121 + a22%2 + a23x3 + - - - + a2p,Ty = by

Am1T1 + Gmax2 + am3x3 + - -+ + amn Ty = by

es que el rango de la matriz de los coeficientes, A, coincida con el rango de la
matriz ampliada, A*, siendo:

aiq a2 ais o ain ail a2 ais ce e ain bl
a2 ax as ... a2y « | a2 ax ax ... az, by

A= AT =
aml Gm2 am3 ... Omn Aml Am2 Am3 .. Qmn by

Es decir, el sistema (.5) tiene solucion < rang(A) = rang(A*). Ademas, en este
caso, el nimero de pardmetros de los que depende la solucién es igual al niimero
de incognitas (n) menos el rango de A.

1.32. Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si el nimero de
ecuaciones es igual al nimero de incégnitas n y el determinante de la matriz de
los coeficientes A es distinto de cero.

Regla de Cramer: Todo sistema de Cramer tiene solucién tnica y ésta viene
dada por:

det(b, ca, ..., Cn) det(cy, b, ..., cn) det(cy,co,...,b)
X1 = , L2 = yeeey In = ’
det(cy,co,...,¢p) det(cy,co,. .. ¢p) det(cy,co,...,¢p)
siendo ¢q,ca, ..., ¢, las columnas de la matriz A y b la columna de los términos

independientes, por lo tanto det(A) = det(cy, o, ..., cp).

2. EJERCICIOS RESUELTOS

2.1. Sistemas lineales

Ejercicio 1.1. Resuélvase el sistema escalonado

3rt+y—2= 9
y+3z=-9
22 =—4
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Solucién. Primero se halla z en la tercera ecuacién: z = —2. Se sustituye en la
segunda y se obtiene y: y — 6 = —5 = y = 1. Por dltimo, se sustituyen en la
primera ecuacion los valores de y vy z ysehallaz: 3xr+1+2 =9 = z = 2. Como
hay solucion tnica (2,1, —2), el sistema es compatible determinado.

A este procedimiento se le llama sustitucion hacia atrds. Los sistemas linea-
les, en general, se resuelven aplicando las transformaciones de equivalencia 1.4,
convirtiéndolos en escalonados. Veamos cémo se procede en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.2. Resuélvase el siguiente sistema por el método de Gauss y clasi-
fiquese:
T —3y+2z=-2
20 — by — 2z = —2
—3r+Ty+2z= 4

Solucioén. Si se parte de la primera ecuacién como ecuaciéon base y se elimina la
x en la segunda ecuaciéon y en la tercera, la primera transformacion de equivalen-
cia seria multiplicar la primera ecuaciéon por —2 y sumarla a la segunda (véase
1.4(c)). La segunda transformacion de equivalencia es multiplicar por 3 la primera
ecuacion y sumarla a la tercera. Estas dos transformaciones se indican como sigue:

EQ%EQ-}-(—Q)-EL
Es — Es+3- Ej.

Se pueden hacer en un sélo paso y resulta el sistema

T—3y+2z=-2
y—oz= 2
—2y + 8z = -2

Ahora si se usa la segunda ecuaciéon como ecuacién base, se multiplica por 2 y
se suma a la tercera (E3 — FE3 + 2FEs), resulta ya un sistema escalonado que se
resuelve por sustituciéon hacia atras como hemos visto en el ejercicio anterior:

rT—3Yy+2z2=-2 r=-9
y—>sz= 2 — y=—3 (1.1)
—2z= 2 z=—1

Como hay solucién tnica, el sistema es compatible determinado.
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